Beuspiel: Polynomfunktionen Funktionenrdume

P2(I) Polynomfunktionen auf I = (0, 1), mit Grad hochstens gleich 2
feP? & flr)=ax?+bx+c (Vo el)

P? ist Vektorraum mit den punktweisen Operationen:
(f + 1)) = F@) + F(@), 0)(@) = AF(@))

denn: (f+f)(z) = (a+a)x®>+ (b+V)x+(c+) = (f+[f) € P?
und (\f)(z) = (Aa)z? + (A\b)z + (Ac) = (\f) € P?

o € P? Nullvektor ist o(x) = 02?2 + 0z + 0 =0 (Vx)
Basis

bo;P1, P2 mit pO(‘lE) = ]wpl(x) =T,p2 = ‘,EQ (\V/IE)
denn: B erzeugt P f(x)=az?+br+c = f=aps+bps + cpo
und: B ist linear unabhingig Aopo + A1p1 + Aepa =0

= Xz’ + N+ =0fiirallex el
= Ao = A1 = A2 =0 (mehr als zwei Nullstellen!)

Lineare Abbildung
p:P? =R, frs flf(x)dx

ist linear, denn [(f+g)=[f+ [gund [(Af) =A[f
es ist gp(f):fol(ax2+ba;+c)dx:a/3+b/2+c

o(f) = [elp-[flB = (@(po) w(p1) ©(p2)) (b)

= (1 1/2 1/3) (Z)
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Linearer Operator

L=L.p2p2 fsdyp=d

dx dz dz
ist linear, denn %(f—i—g) = %fq_ %g und %()\f) — )\(%f)
es 1st L(f):%(axg—l—bx—i—c):an—f-b

oder anders — L(cpo + bp1 + ap2) = bpo + (2a)p1 + Ope

also [L]g = [(L(po), L(p1), L(p2))]B =

o O O
o O =
o NN O

(abhéngig von der Reihenfolge der Basisvektoren!)

Inneres Produkt
(f,9) = [ f(x)g(x)dx definiert ein inneres Produkt
denn: [(f+f)g=[fg+[f'9 [fa=[gf
und: [ f2 >0, sowie = 0 nur fiir a = b= ¢ = 0
es ist: (f, f') = [fI5Alf']B

wobei A = (a;;) mit a;; = (pi, ;)

1/5 1/4 1/3
also A= 1[1/4 1/3 1/2
1/3 1/2 1

bzw. (f, f') = aa’/5+(ab’+ba’) /4+(ac’ +bb +ca’) /34 (b’ +cb") 2+
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