
���������	��

����������� ����� ��������� ��� �!��"#�$���
%'&)(+*,&
-)&/.�01*2&435*7698;:<(�:5*,&/.=&4>?:@&4.
A=&�B)6C&)*�.�>�&D&/>E:GF�HIBJ.�698;K�&40ML=N!O+0P*,&46

-)B):CQMRS>E:+T�&4:<(�:@UCVW&/KX8+*�>YBJ:@&4:[Z�\[U�8;0]H,^�._U�>�&_`a&40�bM3c.�&/>ed�(�:+TfUc&/0
Fhg	3�O+0�>?i;8;KE>?0�bM35&4:�LDVS8+(�6C&/0]T�&P&4>jT!:@&J*k>?01*lB$Uc&4._U+B�bM3f8;K?0

m	&/.48;K?K?T�&46C&4>?:@&4.P(�:+Tn&4>?:@&40a0�B)K�bM3@&/:oN!O+01*2&46p0
-J&4.q01*e8r:@Uc&4:tsu&/.�Uc&/:fi;8;:c:wv
%'&/.Jd+&4.P*7xy&40�bM3+i$B;s#0�i�>Y\{z ����|}����������
J~4|}�4
=�=������� ��
��l�r���,�����P�}~4| v��r�!����v

� �/�����7�$�+�r�,� �p�E�c�+�P�q���P�c���e���o�����������������	���S�[�1���,� �J�I���W�7�$�+�r�,�
P, Q, P 6= Q → g

�q����� � �������j�P�������
P ∈ g, Q ∈ g

g, P 6∈ g → h
�q����� � ���$���j�P�������

h ‖ g

g, h, g 6= h → P
�q����� � �������j�P�������

P ∈ g, P ∈ h

� �7�$�+�r�,�P  ¡�¢E���E�+�q�/�¤£#¥@���c� ¦¤�7���+�r�2�P 
P, Q, R, S P, Q, R, S, X, Y, Z§©¨ ���q� � �D�����cªJ�D«��7���+�r�2���5  ¦ ¨ ���q� � �D�����}ªJ�D¬9�7���+�r�2���5 
PQ, RS PQX, RSX

PR, QS PRY, QSY

PS, QR PSZ, QRZ��­�������������� � �,�
XY Z¬ ¨ ���q� � � � �$�/~4|=ªJ� � ���©�7���+�r�

PQ = RS, PR = QS, PS = QR
�2¬p®]�I~4|$���$���������

↔

↔
�2¬9­¯������°5�$�+�r�,�,�

X, Y, Z

= ±;² �c�
£#¥5�P�c� ³c�����
Z2 = ´cµq¶;· �P¡!�/�j¸��¤£#¥@���c�

�q¹G� �P�c�+¢E�?º4»c��¼�½2�c¾��E�c���c¾�¿qÀ,£#¥5�P�c�f�4Á�� � �}�$���
k
� °5�/Â2ªJ�4�r�����

k
�7�$�+�r�,�uªJ� ¨ ���q� � �

k + 1

k + 1
¨ ���q� � � � �$�/~4|WªJ� � ���©�7���+�r�

k + 1

k2
�7�$�+�r�,�

k2 + k + 1

k(k + 1)
¨ ����� � �

k2 + k + 1­	�q�1���P ]Ã<�P¢?º4»c�
Ä µ �c��Åc�cÆ��E�M�a��Ç�Æ�¢E�?º4»�È

±r² �+� µaÉS± Åc� Kd Ê ¥5� µaË Ç µq´ � µ K ´cµq¶;· �P¡!�/�j¸�� µ=Éa± Åc� Pd(K)Á�� � �}�$���
p ÌJÍ � Í K = Zp

¼
p ´cµ �E�CÀ �4Î¯|+���q�r�r�,������
������

p
�

Á�� � �}�$���
ps

�����������������	���P 
K

���c�c¢?�Eº4»c� µ=Ë Ç µ�´ � µ |K| = psÏ �}�l��� � �$���� _Ð ¶ �c�?� µ Åc�cÆ��M�/»c� ¶�µ �?�
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��Âr� � ��� Ï �����P�P�q� Ì �$� ¨ �4Âr���������I��çu�$� � �/���,Âr�$� . . . è	é1ê �$ë)ì���� ê �$ë;í��[î���ï
A

2(K) = K2 ±;² �c�D£#¥@���c� Ê ¥@� µ_ðWµ Å+�c�c¡�Ç µ�´ � µ K�,�����������������	�,� ±;² �c�n��ñ4� Ì � � ��� ÌPò �J£u¥5�P�+� A2ó ± �q�E� ´ Åc�c¡!���
�c� µ_ô � ± �c� ±�µ ��¿ ËS¶$¶�µ �+�E� ± �/�P�	õ
o = (0, 0), e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ö ÂJÂr� � ���5���,���5�$~4|!
J��� k1, k2ó ± ���?� ´ Åc�c¡!�/�¤�P�?�c�P���,�����������������	����� Ëa¶�¶�µ �c�?� ± �/���c�q÷$�M�/�P�p��õ
O, E1, E2

¬��7�$�+�r�,�D���ø�����������������	���a�w�1���
O, E1, E2Ï ~4|!
J���

k1 = OE1

��� �
k2 = OE2

ù �?¢E¥5� µ �/�qº4»c� ô � µ ��º4¡���� µ ��º4»c��Åc�cÆ�������P�����5 
X, Y

�����
k (k := k1)

a : A ∈ a ‖ k (a 6= k) ú ��� �/
��Ó���}�I��°+���q��������� k
ÂJ� � Ï Í A = E2

b : Y ∈ b ‖ OA → B := b ∩ a
�����q����������Âq���������

OY BA

c : B ∈ c ‖ XA → C := c ∩ k
�����q����������Âq���������

XCBA

C
õ ô Åc�p�p�9��Âr� X

��� �
Y

X = (0, x), Y = (0, y) → C = (0, x + y)���[û��������5 ü�
XC = AB = OY → OC = OX + XC = OX + OY

a : O ∈ a (a 6= k) ú ��� �/
��Ó���}�I� � �$�/~4| O
ÂJ� � Ï Í a = k2

A : A ∈ a (A 6= O) ú ��� �/
2°5�$�+�r������� a
ÂJ� � Ï Í A = E2

b : Y ∈ b ‖ E1A → B := b ∩ a ý �4���I�4~4� OE1A
ûr|$�}�Ó�I~4|

OY B

c : B ∈ c ‖ XA → C := c ∩ k ý �/���I�4~4� OXA
ûr|$�}�Ó�I~4|

OCB

C
õuþ µ�¶ �cÅc¡!�D��Âr� X

��� �
Y

X = (0, x), Y = (0, y) → C = (0, xy)���[û��������5 ü�
OE1 : OY = OA : OB = OX : OC

�������P�����5 
P

a : P ∈ a ‖ k2 → A := a ∩ k1

�7�/Â2ªJ�4�r���IÂr�9°+���q���������
k2

b : P ∈ b ‖ k1 → B := b ∩ k2

�7�/Â2ªJ�4�r���IÂr�9°+���q���������
k1

c : B ∈ c ‖ E1E2 → C := c ∩ k1 ý �/���I�4~4� OCB
ûr|$�}�Ó�I~4|

OE1E2

P = (A, C) Ëa¶�¶�µ �c�?� ± �/���o��Âr� P

P = (x, y) → A = (0, x), C = (0, y)
�,��� Ì ³;���Ó�I~4| O, E1, E2

�

ö Âr�+
��������r���IÂr�	���y�$�5�!��|+û������j�9��Âr� � ���©ÿ��r|$� � ��� ú ��� �/
2°5���+�r�2�'�$� � ò �Ó���}�I����q¹G�	� Ï �J�P��� � �$�������
O, E1, E2 → O′, E′

1
, E′

2

�q�E�c�n½2� ¶ � ¶�µ�´ »c�?���p���
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���r�����������I��� � �����������	� ��� ���
	_"#��� ���
� î é�������ê�� í¯��� � �$�

ËS¶ ¢?¢?�E�c� ± �/� ¶ �
P ∈ g → P ∈ g

Ï �$�2Âr��Âr�2°}|$��
������������J°!°}�
A

ô�´ �P¾�� ± ¢�� ± ¢?¢�õ
g ‖ g

��­�������°5���+�r�2�_
���� � ­#����°5���+�r�2�,�
�4
S�����Ó�I 

g 3 P, P → g = g
��­u���J�����q� � �,�

� �r|}���� 
P = P, g 3 P → g = g

��­u���J�����q� � �,�
��� Í ­w�����?  �!�����n­u����°5���+�r�/À � µ/± �c��¢ ± �/� ¶ � τ

(∀P ) τP 6= P
�!����� �q���j�����}���Ó�I~4|}���,�D­u����°5�$�+�r�

�4
S�����Ó�I 
(∃h) g = τg ↔ g ‖ h

�[~4|+���W��Âr�9°+���q�������������©­u���J�����q� � ���
�e« Í ­w�����? 7�����5���y�����©­u����°5�$�+�r�j�

ô � µ �Pº4¡�Åc�cÆt� ý ���?���I�����IÂr��� δ

(∃S) δS = S � �P�!� µ Åc� ¸ ¶ � δ
����� �q����� Ì �j�����,�D­u����°5�$�+�r��4
S�����Ó�I 

g = δg ↔ g 3 S
�]³�
J~4|}���	��Âr�f­u���J�����q� � ���

�2¬ Í ­w�����? a����� � �4
��2���+
 Ì �l���¯­#����°5���+�r�2�,�½2�c���!�/�j� �;�
ι�������Ó�l���Þ
,� � µ�± �c��¢ ± ��� ¶ �nÅc�c� ô � µ �Pº4¡�Åc�+Æ

P 6= Q, ιP = P, ιQ = Q
�e���4|$�D���Þ
,�¤¾"!l���a�q���j�����}���Ó�I~4|}�,�
#¯��$ ´ Åc�+¡����

→ (∀R)ιR = R → · ���c� µ þ#Åc�c¡!�S�E�M�%#���$ ´ Å+�c¡!�� ���}�5 
R 6∈ PQ → ι(PR) = PR, ι(QR) = QR

→ ιR = ι(PR ∩ QR) = PR ∩ QR = R�$� �
S ∈ PQ → ι(SR) = SR

→ ιS = ι(PQ ∩ SR) = PQ ∩ SR = S

� µ/± �c��¢ ± �/� ¶ �c�qÆ µ Å ´c´ � T ������� � µ�± �c��¢ ± ��� ¶ �+�P���& �}�2���������J°!°}�,�
Tg

� µ�± �c�q¢ ± ��� ¶ �c�P�©���j� τg = g

ô � µ ��º4¡�Åc�cÆ��qÆ µ Å ´+´ � DS

�e�����('{���}�����$�
S
� ô � µ ��º4¡$Å+�cÆ��P�f���j� δS = S

S ∈ g Tg ↔ ± �c�c�j�/�j¸�� ± ¢?Æ���¥ µ/± �?��º4»+� ô � µ Åc¡!�/Å µ
(S 6= E ∈ g) DS ↔

�
Åc¢j�/� ´ ¢?�E¡ ± ���?¸�� ± ¢?Æ���¥ µ/± �?��º4»+� ô � µ Åc¡!�/Å µ
τA ∈ Tg

�����
τS = A ↔ τAX = X + A

δB ∈ DS

�����
δE = B ↔ δBX = B · X

ÑÓÒ/Ò{Ô2Õ,Ö�×JØYÙqÚ}Ø�Û�ÜÞÝ Ø5Ô2ß*) á4ß/â1ã	àeÝ�ä2Ô2Ô2Õ�åqâ å�æ



��Âr� �����������������	��� Ì �$� ���4
JÂr� � ���4��� +,��� � �.-/	_"#��� �$�0�21435�.�6�P�57¯ì�� é � � �

ú ��� �/
��������2���? ���4Âr����������
J~4| �������P�P�q����
J~4| ò ���4Âr����������
J~4| �������P�P�q����
J~4|
8 Å+� ¶ � ¶�µq´ »c�?���p�P�w¼�Æ µ Å ´c´ �P�@À

ô º4»c¢E�?�:9�Åc�cÆ��q�;�;��¾P� Ëa¶�¶�µ �c�?� ± ���P� ¼Y�q� µ Åc¡!�/Å µ À
± ¢?¢?Æ��P�p�P�?�c� ±;² �c�D£#¥@���c� � � µ �.� µ ¡�Ç µq´ � µ�a�r
���


O, E1, E2

�/� µ �.� µ �¤Ä ´ � µ�± �/� ¶ � T (X, Y, Z)�I�����/�4~4�!���}�/�4~4|$�}�����P�
= X · Y + Z

T (X, Y, Z) := (X · Y ) + Z
�����

X · Y := T (X, Y, O)��� �
X + Y := T (X, E1, Y )�J�I�����<' �#��
J~4|}���+
J~4|$�������,�P  = ¶$¶�´?>A@_¶�´c´ �P¢?¢ ¶$¶�´?>¡ ±;µ �/�����?��º4»c� ð'µ Å ´c´ � > ���/ºCB¼ ´ À7¡�¢E���E�c� µ þ ±�´c´ Å+� �����/�4~4�!���5� �!� �����IÂr�

+
�!Âr�����$�I�������

¼Y�@À7¡�¢E���E�c� µ�@ �P� ±;µ Æ�Åc��� ��D5�P�P����� ò ÿ�� �!� �����P����� ò ���J
��,���=�� µ/± �c��¢ ± �/� ¶ �c�q�P¥5�P�c�;õ
T
� µ/± �c���j�/�j¸5õ Ì � P

�$� �
Q
�����P�]�4


τP = Q¼ @ À @ �P� ±�µ Æ�Åc�P� ô � µ �Pº4¡�Åc�cÆ���� ¢?�E�c� ±�µ � µ�± �c���j�/�j¸ ô º4»c�?�E�Y¡�Ç µ�´ � µ
Ì � P

�$� �
Q
�$� �

S ∈ PQ
�����P� �4


δP = Q (δ ∈ DS)Ï ~4|!
J���5�q¹G�}���Iû��,���f�Ó���	�����W���q���+
��������
Ï ¹G�}���Iû��,���y���q���+
�������������� ý �/���I�4~4�!���¼�þlÀ�þ ±�´c´ Å+�M¿,þ ± ��º ± ¢ Ë Ç µq´ � µ�����/�4~4�!���}�����Ó���Þ°5�Ó���������IÂr�

·
�!Âr�����$�e�������

�I�@��� Ì � ⇐
�I�@��� Ì ��Âr� ÿ�� �!� �����P�$�����

F ���c�D�P�c�c¢?�?º4»c�¤�+�P� ±;µ Æ�Åc�����qº4»c��£#¥@���c� F ���c� µ �P�c�+¢E�?º4»c� ô º4»c�?�E�Y¡�Ç µ�´ � µ�?�q� ´}±;´c´ Åc�q��º4»?B �?�q�a¡ ¶ ���¤Å+� ± �/�j¸ > � Í | ÍuË Ç µq´ � µ
8 º4»+���P� ±;² �c�?�;�;�1õ ¨ ���q� � �'��Âr�f­u����°5�$�+�r�,��� ¼ 8 º4»c���)À

8 ² �c�j� �;�Põuþ µq¶ �+Åc¡!�a¸ ¶ � 8 º4»+���P� ±;² �c�?�;�;�/����Þ��³$� ö ÂJÂr� � ���5���,���+
J~4|$�I�Y�/�!�r�e°}���� ü�8 ² �c�?�;�;�/���[õ X = lX + P
�����

l
¢?�E�c� ±�µ

ËS¶ ¢E¢?�E�+� ± ��� ¶ �+�P�[õ X = lX + P
�����

l
�q�P�p�?¢E�?�c� ±;µ

φ : V → V ′
���P�p�?¢E�?�c� ±�µ : ↔ φ(v + w) = φ(v) + φ(w)¼G! ¶ ¥@��� ρ

½2� ¶ � ¶�µq´ »c�?���¤Åc�_�c��� ð'µ Åc�c�c¡;Ç µ�´ � µ ��À φ(lv) = ρ(l)φ(v)
ÑÓÒ/Ò{Ô2Õ,Ö�×JØYÙqÚ}Ø�Û�ÜÞÝ Ø5Ô2ß*H á4ß/â1ã	àeÝ�ä2Ô2Ô2Õ�åqâ å�æ


