multilineare Funktionen Vektorraum

Vi, Vo, W Vektorrdume (iiber K)

w: Vi x Vo — W heifst bilinear (beziiglich K)
= 90()‘,01 + Ui? UQ) = )‘90(,017 UQ) + (’Ui, UQ)
und p(v1, Avz +v5) = Ap(v1, v2) + (v1,05)

(Vvl,vi c Vl,”UQ,"Ué € ‘/2,)\ € K)
d.h., ¢ ist linear in jeder der beiden Variablen

Vi,i=1,...,n,W Vektorrdume (iiber K)

¢ : [, Vi — W heift multilinear (beziiglich K)
~ 90(1)1,...,vi,1,~,vi+1,...,vn)(Ui> ‘/; - W (Z - 17"'5”)
definiert durch v; € Vi (U1, ..,V Up)

fur alle (firen) v; € V;, j # i
eine lineare Funktion ist.
Man schreibt auch: e L(Vi,...,Vi; W)
90(1}1,...,vi_l,.,Ui+1,...,un)(Uz‘) = (v, . . -,Un)‘vi = (f(vl, . -,Un))vi

Bilinearform ¢ : V x W — K dimV =m, dimW = n (iiber K)

Basis B={b; |i=1,...,m} von V Vav:Zvibi
i=1
Basis C ={c¢; | j=1,...,n} von W Waw:ijcj
j=1
es ist p(v,w) = w(z vibi,w> = Zvicp(bi,w) =
i=1 i=1
= szcp(bz, ch]> = Zvl( chp(bl,c])> =
i—1 j=1 i=1  j=1
= Z Z ‘P(bi, C])Ule
i=1 j=1
mit [olB,c = (p(bi,cj)) € My p
wird (v, w) = [v4[¢]B,clwle

([v]; ist [v]p transponiert)

{oi ‘ ©ij(v,w) = b;“(v)c;‘f(w)} ist Basis von L(V, W; K)
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eine multilineare Abbildung Determinante

V Vektorraum (iiber K), dimV =n v eV, (i=1,...,n)
Basis B={b; |i=1,...,n}von V
(Definition) Die (eindeutig bestimmte)

schiefsymmetrische multilineare Abbildung
detp:V"™ — K mit detg(by,...,b,) =1 (Normierung)
heift Determinante (von n Vektoren beziiglich B)

Die Determinante det A einer quadratischen (n x n)-Matrix A ist die
Determinante der n Spaltenvektoren (oder dquivalent: Zeilenvektoren)
beziiglich der Spalten (bzw. Zeilen) der Einheitsmatrix.

Es gilt:
det(v1,..., v, ..., 05,...,05) =0, falls v; =0 fiir ein ¢
=0, falls v; =v; fiir zwei i # j
=det(vy,..., v}, ..., 0,)

falls vi = vi+ 37, Ajv;

(1) explizit:

det(vi,va, ..., vn) = Z (=1)*8"7a15(1)A24(2) * * * Uno(n)
cES,
(Spezialfall) n = 3 (Regel von Sarrus)
ail a2 413

11022033 + G12G23031 + A13021032
det | az1 a9 ao3 | =

—(a13a22a31 + ai2a21a33 + ai1as3ass)
as1 asz ass

(2) rekursiv: Entwicklung nach einer Zeile (oder Spalte)

det(vy, v, ..., vy) = nach der i-ten Zeile
n

Z(—l)i+jaij det Aij
j=1
A;; ist jene ((n — 1) x (n — 1))-Matrix, die aus
A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

(3) durch Umformung bis auf Diagonalform
det( .,’UZ',...) = det( -, U5 —FZ)\]'UJ,)
J#i
mittels Spalten- und Zeilenoperationen
(4) praktisch: geschickte Kombination von (1)-(3)
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Darstellung beziiglich Basis Determinante

det(vy,ve,...,v,) = wegen Multilinearitat =
n n
= det( E @i 1€4,V2, .., Up) = E a;,1 det(e;,,va, ..., 0p)
1;1:1 11:1
n n
= E aiq1 det(eil, E aizgeiz,vg,...,vn)
=1 ia=1
n n
= E aill( E Qiy2 det(ei176i27v37"'7vn))
=1 ig=1

n
= ...= E aillaizgdet(eil,eiQ,vg,...,Un)

11,i2=1

n n

= E @i 1Qiy2 - Qi n—1det(e;,, €y y€ip s E i, n€i, )
iyeein_1=1 in=1
n n
= E Wiy 1@ip2 iyt ( g i, ndet(ei,, €y, ... 0€5,))
i1 yeeyin_1=1 in=1
n
= E @iy 1Gip2 Qi det(ey, €iyy .o s iy 15 €0)
i1yeenyin=1

wegen det(eiy,...,e;, ) =0 falls zwei Indices gleich =
somait Summe nur iiber alle Permutationen

= Z Ao (1)100(2)2 " * Go(nyn d€t(€x(1); €0(2), - -+ Eo(n)n)
oES,

oder dquivalent

= Z A15(1)020(2) * * * Ono(n) d€t(€x(1); €x(2), - - - Eo(n))

oceSy,
und schlieflich schiefsymmetrisch und Normierung =
= Z (_]‘)Sgnaaa(l)lao‘(Z)Z © Qo (n)
ocES,
= Z (_1)Sgnaala(1)a20(2) *Qno(n)
oceSy,
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