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Aufgabe 4

zu §8. Eindeutigkeit von Maßen

1 Sei Bn die Borel σ-Algebra auf Rn. Zeige, dass A := {B × R |B ∈ B1} eine σ-Algebra
ist mit A ⊂ B2. Zeige, dass das Lebesgue-Maß λ|A nicht σ-endlich ist, obwohl λ auf B2

σ-endlich ist.

2 Sei R der von den halboffenen Intervallen der Form ]a, b] (a, b ∈ R, a < b) erzeugte
Ring (vgl. VO 3.3(3) und Anfang von §5). Weiters sei ein Inhalt µ auf R definiert durch
µ(∅) = 0 und µ(I) = ∞ für I ∈ R und I 6= ∅. Sei B die Borel σ-Algebra. Zeige, dass es
überabzählbar viele Maße ν : B→ R̄ mit ν|R = µ gibt.

3 Sei X ein metrischer Raum, B(X) die von offenen Teilmengen von X erzeugte Borel
σ-Algebra, und µ, ν : B(X) → R̄ seien zwei Maße. Zeige: Stimmen µ und ν auf allen
offenen Teilmengen von X überein und gibt es eine Folge (An)n offener Teilmengen von X
mit µ(An) = ν(An) <∞ für alle n und

⋃
nAn = X, dann ist µ = ν.
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