ELEMENTARE (Q-IDENTITATEN

J. CIGLER

Ich mochte einen Uberblick iiber einige einfache g-Identitéiten geben, bei welchen
man ohne Riickgriffe auf die Theorie der Partitionen oder Heineschen Reihen aus-
kommt. Ich will mich vor allem bemiihen, die Analogie mit der klassischen Analysis
hervorzuheben und soweit wie moglich auch die ,natiirliche Umwelt*“ der wichtig-
sten Formeln berticksichtigen. Um die wesentlichen Ideen zu verdeutlichen, mochte
ich mich auf die charakteristischen ,Normalfélle® beschrinken und solche Aspekte
betonen, die mir besonders typisch erscheinen.

Wer sich ein wenig mit ¢-Identitdten beschaftigt hat, wird wahrscheinlich viele
Dinge kennen. Ich hoffe aber, dafl die hier gewahlte Darstellung dazu beitragt, die
Theorie einfacher und leichter durchschaubar zu machen.

1. GRUNDLEGENDE TATSACHEN

Ich darf wohl davon ausgehen, dafl die zugrundeliegende analytische Situation
bekannt ist:

Der g-Differentiationsoperator D, der durch

flqz) — f(z)

qr — x

(Dgf)(z) =
definiert ist, stellt ebenso wie der Differenzenoperator Ay, definiert durch

f(z+h) = f(z)

(Anf)(z) = Y :

ein diskretes Analogen des gewohnlichen Differentiationsoperators dar.

Dabei ist die formale Analogie zur Differentialrechnung noch enger und interessan-
ter als das bei der Differenzenrechnung der Fall ist. Insbesondere existieren fiir jeden
speziellen Begriff der Analysis ein oder mehrere g-Analoga, die sich fir ¢ — 1 auf
den Ausgangsbegriff reduzieren. Welches ¢-Analogon das ,richtige® ist, hingt von
der gewahlten Fragestellung ab. Wir wollen alle Formeln so formulieren, daf sie sich
fiir ¢ = 1 direkt auf die entsprechenden klassischen Formeln reduzieren.
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1.1. Der ¢-Differentiationsoperator und seine Eigenschaften. Sei q eine feste
von 0 und —1 verschiedene reelle Zahl. Sei P der Vektorraum aller Polynome tiber
dem Korper C der komplexen Zahlen und ) die Menge aller formalen Potenzreihen
iiber C. (Um Konvergenzfragen beziehungsweise tieferliegende analytische Probleme
zu vermeiden, werden wir uns ausschliefllich auf formale Potenzreihen beschrianken.
Das Symbol f(x) bedeutet daher immer eine formale Potenzreihe f(x) = ag + a1z +
agw? + -+ -).

Wir definieren den g-Differentiationsoperator D fir f(z) = ZEO:O arz® € Q durch

) 1)) = IS S gt

(2) P =14q+q"+--+q"" =

gesetzt wurde.
Fiir ¢ = 1 sind dabei die entsprechenden Limiten fiir ¢ — 1 zu nehmen. Es ist klar,
daf sich dann der tibliche Differentiationsoperator ergibt, den wir mit Dy bezeichnen

wollen.
Statt (D f)(x) schreiben wir auch kurz f'(x).

Fiithren wir den Operator € auf @) ein durch

3) (f)(@) = fqz)

so gilt

() D=1 (-1
~(g—1Dx '

Hier bedeutet 1 die identische Abbildung und a(x) den Multiplikationsoperator, der
durch a(x)f(x) = a(x)f(z) definiert ist. Wir werden in der Regel in Polynomen
(oder formalen Potenzreihen), die als Multiplikationsoperatoren aufzufassen sind, die
Variable x stets in Fettschrift darstellen, um sie von ,gewo6hnlichen“ Polynomen (oder
formalen Potenzreihen), i.e. Elementen von P (oder @), zu unterscheiden.

(Da f(gz) — f(z) = Ypeq (¢" — 1) axa® ein Vielfaches von x ist, kann durch z
dividiert werden, ohne aus @) herauszukommen).

Es ist klar, da3 D ein linearer Operator auf @) ist.

Wegen

a(gr)b(gz) — a(x)b(z) _ a(qz)(b(gz) —b(x))  (al(gzr) — a(x))b(x)

(¢- Dz T g-bz T (-1

gilt

(a(2)b(x))" = a(qz)V(x) + a’(x)b(x) .
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In Operatorschreibweise heifit das
(1) Da(x) = a(gx)D + a'(x)
oder, wenn man a und b vertauscht,
(4" Da(x) = a(x)D + d'(x)e .

Beachtet man, dafl Dz* = [k]z*~! gilt, so folgt speziell

(5) DxF — ¢*x*D = [k]x*7!, k=1,2,3,...
und
(5") DxF —xFD = [k]x* e, k=1,2,3,...

Fiir k£ = 1 reduziert sich das auf Dx — ¢xD = 1 beziehungsweise Dx — xD = €.
Wendet man (5) beziehungsweise (5’) auf ™ an, n = 0,1,2,..., so ergeben sich
die Formeln

(6) [n+ k] — ¢"[n] = [K]
und
(6) [n+ k] — [n] = [K]¢",

die natiirlich auch sofort aus (2) abzulesen sind.
Wir benotigen im folgenden oft die q-Faktoriellen

[t =12+ [n], [O]'=1,

und die g-Binomialkoeffizienten

KR

Wir fiihren nun auf P ein inneres Produkt ein durch
(7) (¥, 2"y = k]! 0w,  k,1=0,1,2,...

Dieses lafit sich auch folgendermaflen beschreiben: Sei L das lineare Funktional auf
Q), das durch

(8) Lf(z) = f(0)
definiert ist. Dann gilt

9) (2F, 2"y = LD*al .
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Es ist nun leicht zu sehen, daf} das innere Produkt (7) auch auf den Fall erweitert
werden kann, daf} ein Faktor in @ liegt. Es gilt dann

(10) (a(z),b(z)) = (b(z),a(z)), a€Pbeq.
Ist A ein linearer Operator, so definieren wir den transponierten Operator A* durch
(Aa(z),b(z)) = (a(z), A'b(z)) .
Dann gilt

(11) (A + BB)" = aA' + BB", (AB)' = B'A" |

t
2'=D, Di=z e =c¢.

Speziell geht fiir a(x) = Y apx® der Multiplikationsoperator a(x) auf @ in den Oper-
ator a(x)! = > apD¥ auf P iiber, der durch (3 axD*) p(z) = 3 app®(z) definiert
ist. Aus (9) und (10) folgt dann die niitzliche Formel

(12) La(D)b(z) = Lb(D)a(zx) fira € P,be Q .
Versteht man unter a’(D) den Operator (a’(x))?, so gilt
(127) Lf(D)x = LDf(z) = Lf'(z) = Lf'(D)1 .

Auferdem ist der Koeffizient ay, in den formalen Potenzreihen f(z) = 3~ apz* gegeben
durch

DF xk
(13) o = L f@) = L (D)

Jede Operatoridentitat geht durch Transposition wieder in eine Operatoridentitat
tiber. Speziell gehen (4) und (4°) iber in

(14) a(D)x =xa(qD) + a' (D)
und
(147) a(D)x =xa(D) +ed (D).

Analog ergibt sich aus (5) und (5’)
(15) D¥x — ¢*xD" = [k]D* !
und

(15") D¥x —xD"* = [k]eD*! .
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Wendet man diese Identitaten auf ™ an, so ergeben sich die Rekursionsformeln fiir
die ¢g-Binomialkoeffizienten:

) =L
und
() SRR NTE

Im weiteren benotigen wir auch das ¢g-Analogon der Leibnizschen Formel.
Da Df(ax) = af’(ax) gilt, zeigt man mit Induktion sofort, dafl

(a@)b(x))™ =" | 7] "™ (¢"2) ®) ()
k=0

gilt. Denn fiir n = 1 ist das richtig. Somit ist
(ale)p(z) ™+ =37 [[] "™ (¢*12) b+ (a)

k
k=0

+ 30 [ a0 () 19 )
k=0
n+1

= (e[ 2o,

In Operatorschreibweise erhalten wir

n

(17) D"a(x) = Z [Z] a(m=k) (¢"x) D¥
k=0

und

(17) D"a(x) = Z [Z} a® (x) ek Dk
k=0

Bemerkung. Wir werden auch gelegentlich den Operator D, benétigen, der durch

~ p(g*z) —p(z)
(18) (Dap) (1‘) - (qa . 1) T

definiert ist. Er erfiillt Doz™ = [n]oz™ ! mit

(19) o= "7 =
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1.2. Die ¢-Exponentialfunktion. Die eindeutig bestimmte formale Pontenzreihe
f(z) mit Df =af und Lf =1 ist gegeben durch f(z) = e(az) mit

1) o)=Y % |

Wir nennen e(z) die g-Exponentialfunktion.

Wegen
e(aqr) — e(ax) _ 4 e(az)
(¢ =1z
ist e(ax) auch charakterisiert durch
(2) e(agr) = (14 (¢ — Daz)e(ax), e(0)=1.

Wir fragen nun etwas allgemeiner nach der Losung der g-Differentialgleichung
Df(x) =ax f(x) mit Lf=1.
Setzt man f(z) = Y axz®, so muB aber gelten
Z[k]akxk_l =ax Z apx®,
oderag=1,a1 =a3=a5=...=0,

[2Kk|aor = a - asg—2

ak a k 1
ﬁ’“%:p]---[zk]‘(m) ZER

Setzt man also allgemein

(3) ealr) =) [5]7;! ,

so ergibt sich, daf} die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

Df(x) =axf(x) mit Lf =1

Es existieren eine Reihe von Beziehungen zwischen den verschiedenen e,’s. Wir
wollen hier nur zwei erwahnen:

gegeben ist durch

oo

@ Lo =S yges)

[n]a!

n=0
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Es geniigt natiirlich, den Fall & = 1 zu behandeln. Aus (2) folgt

ax 1

el — = ——elax
(Q> 1+%ax( )

und daher
e_1(—qx) = . (11_ q)x6_1<_x)
= e(qz)e_1(—qz) = (14 (¢ — 1)z) T (ql_ 1)I€(x)6_1(_m)

d.h. (4).
Eine weitere niitzliche Beziehung ist

Es ist namlich
(1))~ (5) (-9 )=(5) -

= (14 (¢g—1)z)ey (;—]) €2 (%) :

Aus (2) folgt die Behauptung.

Bemerkung. Man hétte (5) natiirlich auch durch Koeffizientenvergleich beweisen kon-
nen. Es ist namlich allgemein

Ak K b Cn n
YT T T e

mit ¢, = > [Z] apbp—r.
Daher ist (5) dquivalent mit

(5) SolL =) g

Diese Formel a8t sich sehr leicht mit Induktion beweisen.
Aus 1.1. (14), (14’), (4), (4’) ergeben sich die folgenden niitzlichen Formeln (man
beachte De = ¢eD)

(6) e(aD)x
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1

(xe™!) e(aD) = (x —a)e™"

(9) es (%) (e7'D) L Dy —xet=e'D—-xet.

1.3. Das ¢g-Analogon der Polynome (z —a)”. Die Polynome p,(z,a) = (x —a)”
sind charakterisiert durch p,(a,a) = d,0 und Dyp,, = np,—1. Um ein g-Analogon zu
finden, stellen wir daher die folgende Frage:
Gibt es Polynome p,,(z,a) vom Grad n mit p,(a,a) = 6,0 und Dp,, = [n]pn—-17?
Wenn solche Polynome existieren, dann mufl wegen

pn(Qxa a) B pn(l', a)
(¢—1)x

= Dpn(flﬁ'7 CL) = [n]pnfl(xa CL)
gelten

pn(qz,a) = pn(z,a) + (¢" — 1) zpp—1(z, a)
= pn(gqa,a) =0 fiirn > 1
= Dn (qia,a) =0flirn>1

= pn(z,a) (a:—a)(:z;—qa)~--(x—q"_1a).

Man iiberzeugt sich sehr leicht, dafl diese Polynome tatsachlich alle Forderungen
erfiillen.

Satz. Die eindeutig bestimmten Polynome n-ten Grades py(xz,a) mit p,(a,a) = dno
und Dp,, = [n|pn—1 sind gegeben durch po(x) =1 und

(1) pn(z,a) = (x —a)(x —qa)--- (x —¢"'a), n>1

Um die explizite Gestalt dieser Polynome zu finden, setzen wir

n
pn(z,a) = Zankxk )
k=0

Dann folgt aus 1.1. (13) und (1)

Qnk = L%pn(x,a) =1L [Z} Pr_i(z,a) = (_1)n—kq(”;k)an—k {Z]
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und daher

n

(2) pn(x,a)ZZEE:(—l)”_k[;?}q(ngk)a”_kxk_

k=0
Das 148t sich auch in der Gestalt

n

o\ aF DF
i) = 31 i

schreiben. Beachtet man 1.2. (4), so gilt also

1
W(2,0) = ——a" = e_y(~aD)a" .
(3) pn(x,a) e(aD)x e_1(—aD)x
Beachtet man, dal D"e(xt) = t"e(xt) ist, so folgt daraus
= pulz,a) 1 e(xt)
4 t" = 1) = .
() nz_:o [n]! e(aD)e(gE) e(at)

Wegen

folgt duch Koeffizientenvergleich

) B
T A (R

e(2)

e(zt) ,

“rn

(5) > [k} pr(®,a)pn—k(a,y) = pu(z,y) .

Die Polynome p,(z,a) treten bei verschiedenen Problemen auf. So gilt z.B.
(6) e(q"z) = pa(1, (1 — g)z)e(x) .
Das folgt sofort aus 1.2. (2). Damit wiederum erhélt man

et = 2e (qat)
e(ez)e(xt) = nz_:o il e(xt) = nz_:o BT
_ i pn(1, (1 —q)xt)
n=0

also
(7) e(ez)e(xt) = ez)e(xt)

Eine weitere niitzliche Formel ist

(8) Pl — (D

Denn wendet man beide Seiten auf z" an, r = 0,1,2,..

Fallen

@D =1 r—n+1)z" .

e((1 = q)atz)

., so ergibt sich in beiden



10 J. CIGLER

1.4. Die Rogers—Szeg6-Polynome. Die Polynome r,(x,n) = (x + a)” kénnen
auch durch Dgr,, = nr,—1 und Lr,(x,a) = a™ charakterisiert werden. Das fiihrt zu
folgender Frage:
Gibt es Polynome 7, (x,n) n-ten Grades mit Dr,, = [n]r,—1 und Lr,(z,a) = a"?
Wenn es solche Polynome gibt, so folgt r,,(x,a) = Y _, anra® mit

Ank = L[g—;rn(:r,a) = [Z} Lry,_k(z,a) = [Z} an ",

also ist .
rn(x,a) = Z [Z] a" kg
k=0

Satz. Die eindeutig bestimmten Polynome n-ten Grades ry(z,a) mit Dr, = [n|r,_1
und Lry(x,a) = a™ sind die Rogers—Szegd-Polynome

(1) rn(z,a) = i [Z} a" " *ak =a"r, <£> mit rp,(x) = rp(z,1) .

k=0 @
Es gilt dann
rn(x,a) = Z WD x
k=0
oder
(2) rn(x,a) = e(aD)x™
und somit

(3) 3 "0 i aDYe(ot) = e(at)e(at) |

n=0 [n]'

Aus (2) und 1.2. (6) ergibt sich

n_1 = (e(aD)x L yn = (x+ ae)"”
rn(z,a) = e(aD)x e(aD)l (e(aD) e(aD)) 1=(x+4as)"1
(4) = rp(z,a) = (x +ae)"1 .

Aus (4) folgt

(
( (z,a) +ale — Dry(x, a)
= (z+a)rp(z,a) +alq — 1)xDr,(z,a)
( (z,a) +a(q" — Dary—1(,a)
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also
(5) rny1(z,a) = (x +a)rp(z,a) +a(¢" — 1) xr,—1(z,a) .
Die bekanntesten Spezialfalle sind fira =1, z =1
(6) ra1(1) = 2rn (1) + (¢" = 1) rna (1)
mit 7, (1) = > ) _o [7] und die GauBsche Identitét (z =1,a = —1)
2n

) > -vF |

k=0

=(1-q)(1—-¢*) - (1-¢"") .

2. DER ¢-BINOMISCHE LEHRSATZ

Es gibt viele Formeln, die als g-binomischer Lehrsatz bezeichnet werden. Fiir mein
Gefiihl stellt der folgende Satz die einfachste und klarste Version dar:

Satz 1 (¢-binomischer Lehrsatz). Seien Ay und Ay lineare Operatoren auf dem
Vektorraum P mit A1Ag = qAgA1. Dann gilt

(1) (Ao + A" = 7] Abap .
k=0

Beweis. Mit Induktion unter Verwendung von 1.1. (16) ergibt sich

o a3 [ =52 ([, ] et [1]) abare

k=0 k=0
n+1
1
=3[ b
k=0

Der entsprechende multinomische Lehrsatz ist gegeben durch

n
2 A+ A e+ AN = E( Ak Ak
() ( 1+ 2+ + ) |:k]_,k2,...,ks:| 1 s
ki,ka,...,ks>0

Hier gilt A;A; = qA;A; fiir i < j und

[k’l,.é.,ks] [lﬁ] [ falls Zk —n

Der Beweis folgt sofort mit Induktion nach s.
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Einfache Beispiele fiir Operatorenpaare (Agp, A1) mit AjAg = qApA; sind
(xasb x‘e ) oder (edDC,e:bDa) mit ad — be = 1, also etwa (x,¢), (x,xe), (xe,¢),

(e,D), (eD,D) und (g,eD).

So folgt etwa
k a™ k eh— k
(x + ae)" Z[k;]

oder
(—xe +ae)" = Z [Z] (—xe)*(ae)" " .
k=0
Somit ist
(3) pn(a,x) = (—xe 4+ ae)"1 .

Durch Koeffizientenvergleich sieht man, dafl Satz 1 dquivalent ist mit

Satz 2. Seien Ay und Ay lineare Operatoren auf P mit A1 Ay = qAgA1. Dann gilt
(4) (& (A0t> (& (Alt) = 6( (A()t + A1> t) .

Beispiele. 1) (Ag, A1) = (x, —x¢) liefert

e(x)e(—xe) = e(x(1 —¢))
= e(x)e(—xe)l =1 weil (1 —¢)1 =0ist .

So erhalten wir

L:e—x :OO — ”(g>xn
o =N ;)( "3

Das ist wohl der einfachste Beweis fiir dieses Resultat, welches wir in 1.2. (4) schon
auf anderem Wege bewiesen hatten.

2) Fiir (Ag, A1) = (x,ae) ergibt sich 1.4. (3).
3) Fir (Ao, A1) = (—xe, ae) folgt 1.3. (4).

Aus

Z Mtn = e (Apt)e(Art) = e (Apt) e (at) =

[n] !

folgt durch Koeffizientenvergleich der
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Satz 3. Gilt A1 Ay = qApA1, dann gilt

(5) (Ag+A)" =3 m v (Ao, ) pur (A1, ) .
k=0

Beispiel. Wahlt man (A, A1) = (z,¢), so folgt

n & n
(6) (@+e) =Y || m@pn-s(e,1)
k=0
Aus 1.4. (4) und 1.3. (8) folgt daraus z.B. die Carlitzsche Formel
(7) Tmin(2) = (T +€)"rm(2)

- Z[ } [ } (¢—1) q(g)fﬂk?“nfk(JU)Tmfk(x) .

Aus 1.4. (3), 1.3. (7) und 1.4. (4) ergibt sich sehr einfach das folgende Resultat von
L. J. Rogers (1893)

oo

rn(z,a)r,(y,b) _ e(abt)e(btx)e(aty)e(xyt)

®) (1~ q)ryabi?)

n=0

Beweis.

Z .CE a Tn y7b)t — Z T"(y"b)t"(x+a5)”1

e =
= e(yt(x + ae))e(bt(z + ae))l
= e(ytx)e(yate)e(btx)e(abte)l
= e(ytx)e(yate)e(btx)e(abt)
e(yat)
(1 — qbtagar) ")
e(abt)e(btx)e(aty)e(xyt)
e((1 — q)zyabt?)

= e(abt)e(ytx)

Beachtet man, dafl
(Ao + A1)* = (A2 + qAoA1) + (AgA; + A?)
gilt, und daf3
(AgA1 + AD) (A5 + qAoAr) = ¢* (AF + qAoAr) (ApAr + A7)
ist, so folgt
62( (AO + A1)2) = €2 (A(2) + quAl) €2 (A()Al + A%) .
Aus AgA1 A% = (> A3A; und ATAgA; = ¢?>Ag A3 folgt weiter
62( (AO + A1)2) = €2 (A(z)) €9 (qA0A1> €2 (A()Al) €9 (A%) .

Aus 1.2. (5) folgt daraus der
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Satz 4. Gilt A1Ag = qAgA1, dann ist
62( (AO + A1)2 ) = €9 (Ag) (& ([Q]AoAl) €2 (A%) .

Speziell gilt

und daher

L (tD)es (x—z) _Z () |

(9) -
e (ﬁ) 2]

Ersetzt man hier ¢ durch %, so erhilt man wegen D_; = e~ !'D

qz? 1 1 _elat)
(10) ©2 ( 2] ) (et D) ¢, (%) e (%) |

3. DIE ¢-HERMITE-POLYNOME

3.1. Vorbemerkungen. Die klassischen Hermite-Polynome hy(x) kénnen durch

die erzeugende Funktion
> h (.CB) t2
Z n "= etm—T
n!
n=0

definiert werden. Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch

hin(x) = e~ D8/25m = (x —Dg)"1= ™’ /2 (—Do)" e /2

gegeben sind.
Sie erfiillen die Rekursion ho(x) =1, hy(z) = =,

hpnt1(x) = xhy(x) — nhyp—1(x)

und die Gleichung Dyh,, = nh,_1.
Sie sind auflerdem orthogonal beziiglich des inneren Produktes

(@), g(x)] = / F@)g(x)e—""2dz

Wir suchen ein ¢g-Analogon, welches womoglich alle diese Eigenschaften in geeigne-
ter g-Version besitzt. Soviel mir bekannt ist, gibt es bis auf unwesentliche Normierun-
gen, nur zwei Arten von g-Hermite-Polynomen, die sich als brauchbar erwiesen haben.
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Wir wollen zunéchst die erste Version H,(z) betrachten, die auf L. J. Rogers
oo Hp(x) mn
n=0 [n]!

ein g-Analogon von e ist. Diese Funktion geniigt der Differentialgleichung
Dof(z,t) = (x —t)f(x,t), wobei Dy die Ableitung nach ¢ bedeutet.
Wir suchen also jene Polynomfolge H, (x), fiir welche gilt

zuriickgeht. Sie kann folgendermafien motiviert werden: Wir wollen, dafl
te—t2/2

d > an n = an n
%7;) [(!)t =(@—1t)) [Qt

n| — [n]!
oder
G Hn+1($) n __ G an(x) n_ . Hn—l(x) n
;0 ]! t-; ] ; S

Das ergibt mit Hy(xz) =1, Hi(z) = x und
Hy1(2) = vHy(2) — [n]Hp-1 () -

Daraus wieder ergibt sich die Orthogonalitidt beziiglich eines geeigneten Funktionals.
Es besteht ein enger Zusammenhang mit den Rogers—Szeg6-Polynomen. Es ist

namlich
2 ) )
H, 7COS@) V=) =1, (e1©,e7°) |
denn beide Seiten erfiillen die Rekursion
B+1(cos©) =2cos O By, (cos©) + (¢" — 1) B,,—1(cos ©)

und By =1, By(cos©) = 2cos O.
Es lassen sich daher alle Aussagen iiber die Polynome 7, auf diese Klasse von
Hermite-Polynomen iibertragen. So ergibt sich etwa aus 2. (7)

Hyenl) = Y [0 | [ ] (1) gl H @) Hi o (a)

k>0

Allerdings besteht kein einfaches g-Analogon zur Gleichung Dgh,, = nh,_; und
daher ist dieses g-Analogon vom Standpunkt der Analogie zur klassischen Analysis
aus doch nicht ganz ideal.

Um ein g-Analogon zu finden, das alle Eigenschaften erfiillt, suchen wir eine Poly-
nomfolge h,, mit Dh, = [n]h,—_1, welche orthogonal beziiglich eines geeigneten lin-
earen Funktionals F ist, fiir die also F (hg(z)hi(z)) = 0 fiir k # { und F (hi(z)) #0
ist. Da xh,(x) = ZZ;Lé ankhi(x) gelten muB und F (h,(x)(xhg(x))) = 0 ist fir
k<n-—1,gilt

ankF (hi(z)) = F (xhy(z)hi(z)) = 0 fiir k <n—1.
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Setzen wir der Einfachheit halber a,,, = 0, so erhalten wir
zhy(z) = hpg1(z) + anpn—1hn—1(z) .

(Wegen Dh,, = [n]h,—1 und Dz™ = [n]z"~! muB} a, ,+1 = 1 sein.) Wenden wir auf
diese Gleichung D an, so ergibt sich

qznlhp_1(x) + hyp(x) = [n+ 1hy(x) + [0 — Lan n—1hn—2(z)
[n 1]

= Thy_1(x) = hy(x) + p

an,n—lhn—Z(z)-

Durch Vergleich mit der urspriinglichen Gleichung schlieflen wir

[n]

gin+1

] An4+1n = An,n—1-

Das bedeutet a,, ,—1 = [n]¢" 'a mit @ = a19. Somit erhalten wir
2hn () = hnya(z) + [nlg" " ahn 1 (2).

Beachtet man Dh,41(x) = [n + 1]h,(x), so folgt daraus und der vorhergehenden
Gleichung nach kurzer Umformung

hny1(gz) = qm—ll’hn(CU) - qn_laDhn(a:)

und schlie3lich

hnt1(z) = q" (xe‘l - ge_1D> hn(x) .

Wihlen wir a = ¢, so ergibt sich aus 1.2. (9) und 2. (10)

oo

b () n_ e(xt) .
()

3.2. Die ¢-Hermite-Polynome h,,(z). Wir definieren also die q-Hermite-Polyno-
me h,(z) durch die erzeugende Funktion

(1) i hE;f]T)tn — 5 ({ﬁ) e(zt) = e_o (—%_) e(xt) .

2
Aus dieser Definition liest man sofort ab, dafl

2) Dhy = [n)hy—1
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und

3 h = 1 "

(3 i ek
2\ 2

gilt.

Aus 1. (147) folgt

()2 -on(2)
1 D2 1 D2
o) (%) == NN (%)

(2] 2]

= hpt1(x) = | x— ﬁqu €s (%) b (x)

q

2]

1

= xhy(x) — ﬁgq[n]x”_l
e (%r)
= zhy(2) — ¢"[n}hn-1(x)
=(x—¢"D)hy(z) .
(4) = hpi1(2) = zhy(2) = ¢"[n)hn -1 (2)
hi(x) =x
ho(z) = 2% — g
hs(z) = 2° — [3]qz
Weiters folgt
(5) ho(z) = (x—¢"'D) (x—¢"?D)---(x—D)1.
Aus (4) ergibt sich
(6) Lh, = —¢" " '[n — 1]Lhy,_2
und daher
(6") Lhons1 =0 und Lhg, = (=1)"2n — 111 g™
mit [2n — 1! = [1][3] - - - [2n — 1]. Damit diese (und spétere) Formeln auch fiir n =0
sinnvoll sind, setzen wir [—1]!! = 1.

Nun konnen wir die Koeffizienten a,,; in

hn(x) = Z anpx” "k
k=0
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berechnen: .
e = ————LD" Fh, (2) = m Lhy .
nk = T gl (@) = ), | L
Das ergibt
an,2k+1 =0
n 2
- —D)kg" 2k — 1)1 .
anoe = | | (<D a" 2k =1
Insgesamt also
_ E k2 [T n—2k
(7) ha(z) = Y (~1)%q [%] 2k — 1|11 2" 2k
0<2k<n

Als néachstes zeigen wir, dafl h,, beziiglich des linearen Funktionals

O = () = (e () o) -

= Leo (%) p(z)

orthogonal ist. Zunéachst ist klar, dafl
qD?
F (h ) L€2 (
2]

ist. Aus (4) ergibt sich F(zh,(z)) = 0 fir n > 1. Mit Induktion folgt (z*h,(z)) =0
fiir n > k, daher gilt

) hn = La" = 5710

( n(T)hi(z)) =0 flr n # k .
Nun wollen wir /' ( hy(qF ) ) berechnen. Nach (4) gilt fiir jedes k € Z

F (hn(x)hn(q ) ( (@) (" zhn_1(¢"2) — ¢" ' [n — 1hn_2(¢"x)))
= ¢"F(xhy(2)hn-1(¢"x))
= ¢"F ((hns1(2) + ¢"[0)hn—1 () hn—1(¢"2))
= " [n]F (hn_l(w)hn_l(qu)) )

Daraus erhalten wir

(9) F (hn(2)hn(¢F2)) = [n]tg("2 )70
Beachtet man, dal Dh,, 11 = [n + 1]h, ist, so folgt durch Kombination mit (4)
(10) ht1(qw) = ¢ aha (@) — 4" 0]l ()

) =q"(qx — D)hn(x)
= hny1(2) = ¢" (xe7' — &' D) hy(2)
(11) ho(z) = ( ) (xe7' —e'D)"1
hn(z) = (x —¢D) (x —¢°D) -+ (x —¢*""'D) 1.

= 5hn+1(

xT
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Aus 1.2. (9) und (11) ergibt sich

13 ) = o Hes (%) (-7'D)" %

() ore(5)

Aus der Leibnizschen Formel ergibt sich nun

n

R AR O R

k=0
(14)
= q(%) (xe™' —c71D)" = zn:(—n’f m hoi(x)e""DF
k=0
= hpan(z) = ("2 ")=(5)=(%) kﬁ::ﬂ(—nk m B (X)e " D hypy ()
_ g kzzo(_nk U (@) (qin)
(15) = () = S0 [1] [ bt ()
k>0

3.3. Die Mehlersche Formel. Fiir die klassischen Hermite-Polynome gilt die
Mehlersche Formel

Z o (2)hn (y) i 1 eyt 12 2y .

= el-t?e

n! V1—1t2

Wir wollen nun das folgende ¢g-Analogon beweisen.

n=0

Satz (Mehlersche Formel fiir ¢-Hermite-Polynome). FEs gilt

> hp(2)hy, n = [2m =11 /2\™"

n=0 [n]'q( 2 m=0 q

B t 1.2 B t2 y2 B t2
X (3(1’% 17t2> €2 (mn 1t27> €2 (mn 't 1,
g q q

wobei n durch nf(t) = f(qt) definiert ist.

Beweis. Sei

_y @)
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Dann gilt

(2) £0,0,0) =3 ’%n—g%tgn

n=0 [Qn]!q( 2
[2n— 1N? . o= [2n— 1)1t [£2\"
—Zq pICTES Y :E,W(—) :

n=0 q

(Zur Erinnerung: Wir hatten [—1]!! = 1 vereinbart.) Weiters ist

t2x
—t

© Dt = (12~ 1 ) S

Es ist namlich

1 n — 1]!q( 2

_ 3 I @hn )
:>17Dmf($,y,t)—nz_:l [n—l]!q(g) !
=nD, f(z,y,t) = Z Mﬂ_lgy)tn

— [n—l]'q 2)

hnfl(x) (hn(y) + [n - 1]qn_1hn72(y))

= (0D + tnDy) f(x,y,t) = >
n=1

- Z n[ 1_ f]/hn( 1)( Dyt y.t

(4) j(an +inDy) f(z,y,t) = ytf(z,y,t)
(4)  (mDy +1inDy) f(2,y,t) = 2t f(z,y,1)
= 0Dy f(z,y,t) = (yt —tnDy) f(z,y,t)

= (yt —at? + t277Dx) f(x,y,t)

und daraus folgt (3).

Durch (2) und (3) ist f(z,y,t) eindeutig festgelegt, da f(z,0,t) eindeutig bestimmt
ist. Wegen f(0,y,t) = f(y,0,t) ist daher auch f(z,y,t) eindeutig bestimmt.

Es gentigt daher zu zeigen, dafl die rechte Seite von (1) ebenfalls (2) und (3) erfiillt.
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Nun ist

ot x2 12
D.e <xy17 11_—ﬁ) ) <m77 ' )Z
q
ot 2 x2 2
=e<qun ! tg) (9:77 o )62 (— !
By £
o ee\wn

21

zZ)e\p" 2- 1) -
q q
o oyt xt? ot x> t?
= > — s lelx 2 | €2 | 57 2
n — e e\l B
q q q q
weil (' ()" n =t F ()t = 2t F @) (7 (1)
Es geniigt daher zu zeigen, dafl
= [2m — [2m — 11! 2\ yt xt?
77 Z ” (_> 77 ( t2 - t2 =
mzo 2mlt \a -7 -7
(ty i 2m — 1! /¢* "
C\1-2 1-12) = [2m)! q
gilt, oder daf
()

1—t2 Z 2m—1

m t? [2m — 1] 2\
t2 _ z
- (-9 S (5)
erfiillt ist. (5) ist durch Koeffizientenvergleich dquivalent mit

[27[7;”:]!1!]!!(]m E:_;}::q 1 2m -1 1

2m =3t 1
2m]ll g™ [2m — 2]l g™
oder mit
[2m)] qm™ g™’
d.h. mit
2m —1] ("™ —1) ¢ t—1
[2m] qm

was offenbar richtig ist. Damit ist die Mehlersche Formel bewiesen
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4. DIE ¢-LAGUERRE-POLYNOME

4.1. Vorbemerkungen. Die klassischen Laguerre-Polynome Lﬁf”(a:), a > —1,
konnen durch die erzeugenden Funktionen

0  r(a)

| _ oz—i—l
— ! (11t

oder

o n (a—n)
Z Ly ()t :(1_t)aemt

oder

U@ s i
;n!(a—i—l)--'(a—kn)_ ;n!(a+l)~~(a+n)

definiert werden. Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch

Lgla)(m) )a+1 (DO . 1)”:13”71

—« an —x nJroz

(1-
x
(-1)"(1 = D)"rea”
gegeben sind. Sie erfiillen die Rekursion
Ly () = (a+ 20+ 1 = 2) L (x) = n(n + @)L, (2)
mit
@) =1, LY@ =1+a-x.

Sie sind orthogonal beziiglich des inneren Produktes

1

@).00)] = gy [ F@a@ae e = Lg—pes aa(a)

Wir suchen ein g-Analogon, welches woméglich alle diese Eigenschaften besitzt.
Ein Weg dazu besteht in folgender Bemerkung: Vergleicht man die Formeln

=3 (077 o

und

(x+a+1)-~-(x+a+n)zz<2ii)Z—:x(x—l) (x—k+1),
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so sieht man, dafl in beiden Féllen dieselben Koeffizienten auftreten. Von der zweiten
Formel gibt es natiirliche g-Analoga. Diese fithren zu zwei Klassen von ¢-Laguerre-
Polynomen

L (z) = (=1)"(e = D)" 2"

und

) (x) = (=1)"pn+a(l, D)z .

Wir wollen uns hier auf die Polynome 1) () beschréanken, fiir welche auch ein Zusam-
menhang mit den ¢-Hermite-Polynomen besteht.
4.2. Die formalen Potenzreihen p,(1,z). Wir wollen die Polynome p,(1,z) =

Zzozo(—l)kq(g) [] 2* auf beliebige reelle a erweitern. Wir setzen dazu

oo

(1) Pa(li) = 3 (1)) [ ] "

k=0

Nun ist

und daher gilt

2) ol = 30 P ( ! )’“ _ ()

| _
— (k]! 1—gq

nach 1.3. (4). Weiter ist p(’“l(_l’qq;) = [a]la+1]--- [a+ k — 1], und daher gilt

1 6(1%;) = (a+k—1] 4
(3) pa(lw):e(ﬂ):;[ i ]x .

1—q

Wir benotigen noch die folgenden Formeln:

(4) Pat1(l,2) = (1 — ¢*z)pa(l, x)
und
(5) Pa+s(1,2) = pa(l,2)ps(1l, ¢"z) .

Da (4) ein Spezialfall von (5) ist (3 = 1), geniigt es (5) zu zeigen. Das ergibt sich aus

(2) @ B a+p
() e (55) _ ()

pa(l,:l?)pg(l,qal’) = . (L) . (qa—x) = . <L> :pa+ﬁ(1,$> .

&S]
8

—_
Q

1—q 1—q
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Bemerkung. Die Gleichung 3.3. (5) folgt ebenfalls aus (5), wenn man a = & setzt und

2
q durch ¢? ersetzt. Es ist dann nimlich

o0

[2m — 1]! om
%(1xq 2:0 [2m]!! ’

und 3.3. (5) dquivalent mit

(I () )~ (- o)

4.3. Die g-Laguerre-Polynome l,(q,a)(:c). Wir definieren die g-Laguerre-Polynome
l%a)(x) durch die Formel

(1) I (@) = (=1)"Pata(l, D)z"

Es gilt dann

— n—=k
" +al [n]! n—k
2 () =3 [T Bl caykg("2 )k
) = 10w =30 [ | e
Definiert man fiir « > —1 den Operator T, auf P durch
xn—‘rl
Tanziu = 71727"'7
3) T = lagrary "0
so gilt
k
4 TH1 = a .
) @ a4+ 1] [ + K]
Aus (2) ergibt sich daher
(D" (@) NS ek [P (75 )k
(5) => (-1)" ¢\ 2 TR = p, (T, 1)1 .
[+ 1] [a+ n] — [k]
Aus 1.3 (4) folgt somit
X (=) (@) 1
= T,t)1
(6) ;[n]![aﬂ]---[am] ot ¢ at)
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Definiert man nun S, auf dem Vektorraum P, der Polynome p mit Lp = 0 durch

(7) Sez"™ =[n+alz" ' = (27 *Dz*) 2", n>1,
so gilt

(8) SoTpx™ =2" firn >0

(9) TySazx" =2" firn > 1

= (=)™ (z) = [+ 1] [+ n]pp (Ta, 1)1
= pn(Ta, 1)S22™ = pp(1, Sq)z"™
(10) = (=)™ (2) = pn(1, Sa)z™ = 2~ %pa(1, D)zt
Der Operator T, ist auch sonst sehr niitzlich. Will man etwa ein ¢g-Analogon der

sogenannten Verdoppelungsformel ableiten, so kann man folgendermaflen vorgehen:
Aus 1.3. (5) folgt

n

pulaz.1) = || a*pi(a, Dpu(. 1)

k=0
= pp(aTly, 1) = Z [Z} ak’pn_k(a, Dpr(Ta, 1)
k=0
n U)o &qn (-1 ()
> ) S et _kz_o H k(0 ) T o A
1) =1 (az) =) [Zfﬂ %< )" Fa*p,_p(a, I () .

k=0
Nun zu den anderen erzeugenden Funktionen: Aus (1) folgt

o nl(a ”) LT

yo D o )t Zpa {, D — pa(1, D)e(at)

n=0

(12) = Z

Aus (2) ergibt SlCh

S 00@) st gy ral [l o
> S R [ e

n (a—n) )"
l ( i = pa(1,D)e(xt) .

N3

n=0 ¢ ’ n=0 k=0
L5 LM S 3 [P 0] e
kZ:O (k]! nqu {n—k]
_ oo (_mt)k > n+a+k (;) (n;rk) "
9D A LU
e (DR S et at+ k] "
_kZ:O (=) [k)! nzzo[ n ](qk)
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Nun ist

nach 4.2. (3) und (5).

o ;(a) )
(13) ;»Zl” (z) ¢ Z il t*

270 W pa 2

— € <qxn )
pa+1

mit nt" = q"t". Firn=20,1,2,... gilt

~—

(14) pn(lvD) = (—1)nq(2)e(qm)D”T

weil e(aqz)D—+~ = D — a gilt.

e(ax)

Aus (10) folgt daher

1 (x

(15) .
q(2)

Aus (1) ergibt sich

1) (@) = (~1)"pa-1(1, D)pas1 (1,¢" D) 2"

und somit
(16) lv(za)(x) = Pa+1 (17 qnle) lfjl)(x)
mit

Iy V(@) = (=1)"ap, (1, D)a"

Wendet man auf beide Seiten von (16) €™ an, so ergibt sich

D
(16 1) (") = pass (1, 5) 1 (g

Wir behaupten nun, dafl die g-Laguerre-Polynome 17({)‘) (x) fir @« > —1 orthogonal
beziiglich des linearen Funktionals

(17) Fp)=L
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sind. Wegen
1 :i at+k] o fatktl a4+ Ja+k+1
Pat1(1, D) —~| k kE+1 [k + 1] k
gilt
L ! [a+1]L
Pa+1(1, D) Pa+2(1, D)
1 1
=L——x"=[a+1]- - Ja+ k| L———— .
Pa+1(1,D) | | | | Patk+1(1, D)

a41]- otk
Pa+k+1(1, D)

= F (z;a>(x)xk) -y 15 ()

(_1)77, n
Pa+k+1(1, D) +all, D)

=[a+ 1] [o+E(~=1)"Lpn_k-1 (1,¢* ' D) 2™ =0

=la+1]--[a+ k| L

fir k < n.
Fir k£ > n ergibt sich

(@) () 2k) = (—1)"[a oo 1 x" .
(18)  F (i @et) = (1) 1] KL D

Da der Koeffizient von ™ in l,(f‘)(.r) gleich (—1)™ ist, folgt

F (l%“)(w)l;a)(x» = [a+1]---[a+n] L(lT?lﬁaD)xn _
= qn2—|—om[n]! [a + 1] . [a +n] .
(19) = F (L@ @) = ¢ [nlt o+ 1] o+ nlo

Da die l%a)(x) orthogonal sind, miissen in der Darstellung

n+1
2 (@) = 3 enrl (@)
k=0

27

die Koeffizienten ¢, mit k£ < n — 1 verschwinden. Es gibt also eindeutig bestimmte

Koeffizienten ¢, und ¢, ,,—1 mit

21 (@) + 1) (@) = ennl® (@) + e 1l () .
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Um ¢,y und ¢, -1 zu bestimmen, braucht man nur den Koeffizienten von z" zu
betrachten. Es ergibt sich dann

(20) 1% (2) = (¢"[n + ] + o[ + 1] — 2) Il (2) — " ][ + o]l (2) -

Abschlielend wollen wir noch den Zusammenhang mit den ¢-Hermite-Polynomen
herstellen.

. - b k2 2n

hant) = (-0 |5

] [2k — 1)1 2" —2k
k=0

_Z 1) k k2 2” [Qk—l]"x% 2k
Ell[2n — 2Ek]!

- Z g 201! [2n — 1)1 [2k — 1)1 _—
2K [2k — 111 [2n — 2k]1 [2n — 2k — 1)1

_Z ) k2 { ;%}2%[2]1%3271—219

(21) = hana) = (-1 (20 ()

Analog ergibt sich

n n (%) $2 2
(22) hont1(z) = (=D)"([2]¢)"zln*" | =507 ) -
2]q
5. BEMERKUNGEN ZUR LITERATUR

Ich habe absichtlich jeden Literaturhinweis vermieden, weil es mir unmoglich war,
die urspriinglichen Quellen der einzelnen Resultate herauszufinden. Das beruht ein-
erseits darauf, dafl mir die &ltere Literatur (L. J. Rogers, G. Szeg6, F. H. Jackson)
teilweise unzuganglich ist und andererseits darauf, dafl viele Resultate in zahlreichen
Variationen existieren, deren enge Beziehung den einzelnen Autoren nicht aufgefallen
ist. Im Grunde sind sicher alle hier behandelten Resultate langst bekannt, wenn ich
auch manche in der Literatur bisher nicht finden konnte.

Wahrscheinlich habe auch ich manche Zusammenhéinge iibersehen. So ware es
durchaus denkbar, da§ zwischen den Hermitepolynomen H,,(z) und h,(x) auer der
sehr dhnlichen Rekursionsformel noch andere Zusammenhénge existieren. Ich habe
aber bisher keine finden konnen. So gibt es fiir die Mehlerformel bei den H,, sehr
einfache Beweise (vgl. [2]; noch einfacher scheint mir der Hinweis auf 2. (8) zu sein).
Ein so einfacher Beweis ist mir bei den h,, nicht bekannt.

Nach dem Gesagten ist wohl klar, daf} die folgende Literaturauswahl sehr subjektiv
ist. Sie gibt hauptséachlich Arbeiten an, die mir personlich interessant erscheinen oder
besonders niitzlich waren.
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