UBER DIE INVERSIONSSTATISTIKEN VON
MACMAHON UND GOULDEN-JACKSON

PETER PAULE*

Einleitung

Gegeben sei eine geordnete Partition IT = (nq,ns,...,nk) von n (das heiit

Z?Zl n; =n). Die ¢g-Multinomialkoeffizienten seien definiert durch

| =

wobei [n)! = [n]-[n—1]---[1], [0]! =1, mit [n] =1+¢q+---+¢" L.
Diese Polynome interpretierte MacMahon [4] unter anderem folgenderma-
Ben:

n _ inv(m)
g R B o

me Mt

dabei ist My die Menge aller Permutationen der Multimenge {17, 2"2 ...
k™ } und inv(m) die Anzahl der Inversionen von m € M.

Zum Beispiel: Fir IT = (1,2,1) hat m = (; ; ; le) € My die Inversionen

(2)(1): (B)2): (3) () und (5) (7); also inv(m) = 4.

Der Inversionsstatistik von MacMahon sei die von Goulden und Jackson [1]
gegeniibergestellt:

n — inv(p)
(2) |:n17n27"'7nk:| N Z 9 '
pERN

Hier ist Ry die Menge aller Permutationen von n = {1,2,...,n}, das heifit
aller Elemente aus Sy, welche auf den Blocken IT; (j =1,2,...,k),

I = {( 2 ) + 1, (s ) + 2,0, 00

monoton steigende Funktionen darstellen.

*Unterstiitzt durch die Alexander von Humboldt—Stiftung.
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Zum Beispiel: Fiir IT = (1,2,1) hat p = 4132 € Ry die Inversionen (4, 1),
(4,3), (4,2) und (3,2); also inv(p) = 4.

Wir werden nun sehen, dafl diese beiden Statistiken ganz eng zusammen-
hangen. Es existiert namlich eine natiirliche Bijektion ¢,

@ : Mg — Ry mit
(3) inv(m) = inv(e(m)) fiir alle m € M.

Damit erhdlt man einen duflerst einfachen Beweis der klassischen MacMahon—
Statistik (1), denn die Goulden—Jacksonsche Interpretation 148t sich leicht wie
folgt einsehen:

Beweis von (2). Ry ist eine Transversale der Linksnebenklassen von der Youn-
guntergruppe Sy in Sy, (vgl. zum Beispiel [3]). Dabei ist

SH:{O'ESHO'[HJ] :HJ furgzl,Q,,k}
kanonisch isomorph zum direkten Produkt
Sny X Sny X -+ X Sy, .

Beniitzt man dazu noch die wohlbekannte Tatsache, daf3

(4) )t =Y g™

YESn

(Beweis zum Beispiel durch vollstdndige Induktion nach n), so erhélt man

[n]| _ Z qinv(’y) — Z qinv(po) _ Z qinv(p)—l—inv(a)

YESn pERI pERM
ocEST oceST
_ ( 3 qinv<p>)( 3 qinvm)) ( 3 qinvwk))
pERMD 0'1€Sn1 UkESnk
= [n4]! [nz]!---[nk]!( > qinv@)) (nach (4)),
pERD

und damit die Giiltigkeit von (2).

Die Bijektion ¢ : My — Rp

Wir schreiben m € My als m = s(1)s(2)...s(n) mit s : n — k, wobei
ST = Hagas iz, min, M = ny und @50 < @50 < o0 < @y, fiie
7 =1,2,... k. In der Zweizeilenschreibweise

()
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denken wir uns die Spalten (s(jj)) als fest.

Eine Transposition sei das Vertauschen benachbarter Spalten (%) (z) mit
b > ain (2) (Zé) Wegen y < x verringert jede Transposition die Anzahl der
Inversionen in der zweiten Zeile und erhcht die Anzahl der Inversionen in der
ersten Zeile jeweils um genau 1.

Nach Ausfithrung aller méglichen Transpositionen in (5) erreicht man

11212 --+ T1ng L2122 -+ T2ng +++ LTkl Tk2 -+ Thny
1 1 ... 1 2 2 ... 2 ...k k ... k ’

Nun definieren wir

o(m) == 211212 .. T1ny - - Th1Th2 - .- Thon, € R

Die Bijektivitdt und die inversionserhaltende Eigenschaft (3) von ¢ sind wegen
der Konstruktion klarerweise erfiillt.
Zum Beispiel: II = (1,2,1), m = 2321 € My mit inv(m) = 4:

m=()(E060—=GE06 = EHEE)
~ (HEEE) = QGG =eim).

Also ist p(m) = 4132 € Ry mit inv(p(m)) = 4.

Bemerkung. Im Falle k = nund ny = ng = -+- = np = 1 ist p(m) = m™~!

die inverse Permutation zu m € My = S,. Das heifit, unsere Bijektion
verallgemeinert die Beobachtung von Rothe in [2]: Fir alle o € Sy gilt:
inv(o) = inv(c™1).
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