Séminaire Lotharingien de Combinatoire, B20f (1988), 7 pp.
[Formerly: Publ. I. R. M. A. Strasbourg, 1988, 372/S-20, p. 121 - 129.]

MAXIMALE PERMANENTEN VON (1,-1)-MATRIZEN MIT
BELIEBIGEM RANG

VON

ARNOLD RicHARD KRAUTER

ZUSAMMENFASSUNG.  Die vorliegende Note bringt einen Uberblick iiber den derzeitigen
Stand der Forschung bei der Bestimmung bestmoglicher oberer Schranken fiir den Betrag der
Permanente einer (1, —1)-Matrix.

ABSTRACT. This note presents a survey on the current status of the investigations on
best possible upper bounds for the modulus of the permanent of a (1, —1) matrix.

Unter der Permanente einer n x n-Matrix A = (a;;) iiber einem beliebigen
kommutativen Ring verstehen wir den Ausdruck

(1) per(A) = Z Alo(1) * -+ * Qno(n),

og€Sy
wobei §,, die symmetrische Gruppe der Ordnung n bezeichnet. Eine umfassende
Darstellung dieser Matrizenfunktion findet man in der Monografie [8] von Minc
sowie in den Ergénzungsbeitrdgen [9] und [10].
Eine (1, —1)-Matrix besteht ausschlieflich aus den Elementen +1 und —1. Die
Menge aller n x n-(1, —1)-Matrizen werde mit €2, bezeichnet; die Teilmenge der
nichtsingulédren Matrizen in €, wird mit Q,, abgekiirzt. Schlieflich sei J, € €,
jene Matrix, deren Elemente sdmtlich den Wert +1 haben.
Die bekannteste Klasse von (1, —1)-Matrizen stellen die Hadamard-Matrizen dar.
Dabei heifit H € 2, Hadamard-Matriz der Ordnung n, wenn sie der Beziehung

(2) HHT =nl,

geniigt, wobei [, die n X n-Einheitsmatrix bezeichnet.

Das urspriingliche Interesse an der Permanente von (1, —1)-Matrizen entstammt

der Hoffnung, mithilfe der Permanentenfunktion nichtaquivalente Hadamard-Matrizen
charakterisieren zu kénnen. Dieses Problem ist {ibrigens noch ungelést. Wir wol-

len uns hier jedoch mit einer anderen Frage befassen, ndmlich mit dem Studium
(moglichst scharfer) oberer Schranken fiir den Betrag der Permanente auf der
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Menge €2,,. Aufgrund der oben gemachten Bemerkung iiber die Bedeutung der
Hadamard-Matrizen ist es nicht besonders iiberraschend, dafi das erste uns hier
interessierende Ergebnis fiir derartige Matrizen hergeleitet worden ist.

SATZz 1 (Marcus-Newman [7, p. 58]).  Fir jede Hadamard-Matriz H gilt
die Ungleichung

(3) [per(H)[ < [det(H)].

Fiir den Beweis von (3) verwendet man eine Darstellung der Permanenten-
funktion als inneres Produkt auf der Symmetrieklasse der vollstéindig symmetri-
schen Tensoren. Die Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liefert in
weiterer Folge fiir zwei n x n-Matrizen A und B die Beziehung

(4) Iper(AB)|* < per(AA)per(B*B),

wobei A* die konjugiert-transponierte Matrix von A bezeichnet. Setzt man nun
in (4) A= H und B = I,,, dann folgt

[per(H)[* < n"
oder wegen | det(H)| = n™? die Behauptung von Satz 1.
Die erste systematische Untersuchung der Permanente beliebiger (1, —1)-Matri-
zen und damit auch oberer Schranken dieser Funktion stammt von Wang [13].
Ehe ich auf diese Arbeit niher eingehe, méchte ich noch eine Aquivalenzrelation
auf der Menge (2, einfiithren.
Zwei Matrizen A, B € (), mogen zueinander dquivalent heilen (in Zeichen A ~
B), falls B aus A durch Hintereinanderausfithrung von Operationen der folgenden
drei Typen hervorgeht:
(1) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten) von A;
(2) Transponieren von A;
(3) Multiplizieren einer Zeile (Spalte) von A mit dem Faktor —1.
Man weist unmittelbar nach, daf§ ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation auf €,
darstellt. Auf die Schwierigkeiten bei der Konstruktion geeigneter Normalformen
beziiglich ~ gehe ich an dieser Stelle nicht ein (siehe [1, pp. 54 - 55]). Erwidhnen
mochte ich aber die folgende wichtige Tatsache: fiir alle A, B € , mit A ~ B
gilt

Iper(A)| = [per(B)].

Mit anderen Worten: es geniigt, sich bei der Betrachtung von |per(A)| fir A € Q,
auf Repréasentanten modulo ~ zu beschréanken.
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SATZ 2 (Wang [13, pp. 355 - 356).  (a) Fir alle A € Q, gilt

(5) Iper(A)| < n!

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn A ~ J,, gilt.
(b) Fir alle A € Q,,, n > 2, mit |per(A)| # n! gilt

(6) [per(A)| < (n—2)(n —1)!

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn firn # 3

-1 1 1
1 1
(7) A~
: 1
1 : 1 1]
gilt und fiirn = 3
-1 1
(8) A~n| 1 -1 1
1 1

Die Arbeit Wangs enthélt zwar keine weiteren Resultate zu unserem Problem-
kreis, wohl aber die folgende interessante Fragestellung: wie sehen scharfe obere
Schranken fiir [per(A)| aus, falls A € Q,, also A nichtsingulér ist?

Vor einigen Jahren konnten Teilantworten auf dieses Problem gegeben werden,
welche im folgenden besprochen werden sollen. Dabei spielen zwei Matrizenklas-
sen eine ausgezeichnete Rolle. Fiir m < n sei

11 1
1
1
(9) C(n,m) =
-1
m o1
1 1 -1 |

beziehungsweise
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B T |
1 - 1 -1

Die Permanenten dieser Matrizen bezeichnen wir mit

(11) per(C(n,m)) =: Wy m,
speziell

(12) Wnn—1 = 9717
(13) W =1 Wn,
beziehungsweise

(14) per(S,) =: Pn.

Die Betrachtung der obigen Fragestellung fiir kleine Werte von n fithrt schliellich
auf die folgende

VERMUTUNG 1 (Kriuter-Seifter [2, p. 216]).  (a) Fiir alle A € Q,, n > 5,
qgilt

(15) lper(A)| < 0,

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn A ~ C(n,n —1) gilt.
(b) Fiir alle A € Q,,, n > 6, mit |per(A)| # 0., gilt

(16) |per(A)| < wp.

Diese Abschitzung ist bestmaglich.

Ehe ich das angekiindigte Teilergebnis formuliere, méchte ich einige Bemer-
kungen zu Vermutung 1 machen. Die Gleichheitsbedingung in (a) hat zur Folge,
da aufgrund w, < 6, fiir n > 5 (siche [2, p. 209]) der Maximalwert #,, modulo
~ fiir genau eine Matrix, ndmlich C(n,n — 1), angenommen wird. In (b) ist eine
Charakterisierung des Gleichheitsfalles nicht bekannt; vielmehr gibt es Matrizen
M € Q, mit M o C(n,n), jedoch |per(M)| = w,. Die Einschriinkung n > 6 in
(b) rithrt daher, daf8 erst fiir solche n die Beziehung |¢,| < w, gilt (siehe [2, p.
215]), wéhrend man fiir n = 5 zusétzlich A ¢ S5 fordern miiite, um die Behaup-
tung zu erhalten. Diese Uberlegung erfordert einerseits die explizite Bestimmung
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der Zahlen w,, und ¢, (auf welche wir weiter unten noch eingehen werden), an-
dererseits die Anwendung einiger Abschéitzungen fiir die Bernoulli-Zahlen.

Als Folgeprodukt eines allgemeineren, sehr langwierig zu beweisenden Satzes
konnte nun die folgende teilweise Bestitigung von Vermutung 1 erzielt werden.

SaTz 3 (Kréuter-Seifter 2, p. 218]).  Vermutung 1 ist richtig fir alle Ma-
trizen mit hochstens zwei negativen Elementen je Zeile und Spalte sowie fiir alle
dazu dquivalenten Matrizen.

Der Zusatz betrifft solche Matrizen, welche aus den in Frage kommenden Ma-
trizen mit hoéchstens zwei negativen Elementen je Zeile und Spalte durch die
Operation (3) in der Definition von ~ hervorgehen, also im allgemeinen mehr als
zwei negative Elemente je Zeile und Spalte enthalten. Somit wird Vermutung 1
durch Satz 3 fiir eine hinreichend grofie Klasse von Matrizen positiv beantwortet.
Angesichts der Sétze 2 und 3 ist die allgemeinere Frage naheliegend, ob sich bei
Vorgabe des Ranges prézisere Angaben tiber (gute) obere Schranken fiir |per(A)|
auf €2, machen lassen. Dazu die

VERMUTUNG 2 (Krauter [5, pp. 13 - 14]).  Fir alle A € Q,, n > 5, mit
rg(A)=m+1,0<m<n-—1, gilt

(17) [per(A)] < wnm

und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn A ~ C(n,m) gilt.

Fiir m = n — 1 erhélt man aus Vermutung 2 Vermutung 1. Teilweise Besta-
tigungen von Vermutung 2 sind die Sdtze 2 und 3 (rg(A) > 1 beziehungsweise
rg(A) > 2 beziehungsweise rg(A) = n). Bei seinen Bemiithungen, Vermutung 1 fiir
eine andere Matrizenklasse als die in Satz 3 angegebene zu beweisen, hat Seifter
auch eine Teilantwort auf Vermutung 2 gegeben; aufgrund der technischen Details
verzichte ich hier auf ein ausfiihrliches Zitat und verweise auf die Originalarbeit
[12].

Weshalb man sich zur Zeit mit Teilergebnissen zu unserer Fragestellung begniigen
muf}, hdngt meines Erachtens mit der Tatsache zusammen, daf§ der Rang einer
Matrix (also eine Eigenschaft, welche iiber Unterdeterminanten erklért wird) zu-
wenig Informationen iiber die Struktur der Matrix liefert, deren Permanente be-
rechnet werden soll.

AbschlieBend mochte ich noch einige Bemerkungen iiber die weiter oben defi-
nierten Zahlen wy, ,,,, 6,, w, und ¢, machen, ohne auf die zum Teil tiefliegenden
Hilfsmittel aus der kombinatorischen Analysis (siehe etwa das Buch [11] von Rior-
dan) einzugehen. Einige dieser Zahlen lassen sich mit Methoden berechnen, wie
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ich sie bereits vor vier Jahren auf dem 11. Treffen des Séminaire Lotharingien de
Combinatoire in Mitwitz [4] présentiert habe.

Satz 4 (Krauter [6, passim]). (a) Fir alle n € N wund fir alle m mit
0<m<n gilt

(15) com =325 (- .

(b) Fiir alle n > 2 gelten die eingliedrigen inhomogenen Rekursionen

91 = 17
(19) (n+2)(n—1) (—2)"
911 = enfl I
n+1 n+1
und
w1 = —1,
(2()) { Wy, = N Wh_1 + (_2)71

(c) Fir alle n > 3 gelten die zweigliedrigen homogenen Rekursionen

6, =1,
(21) 0, = 0,

Qn = (TZ — 2) 971—1 + 2(7’L — 2) Qn_g
und

w1 = —1,
(22) wy =2,

wpn=M—=2)wp_1+2(n—1)w,_o.

(d) Fiir n — oo gelten die asymptotischen Abschdtzungen

SAaTz 5 (Kriduter [3, p. 66], [5, p. 21]).  Fiir allen € N gilt
(25) ¢ = (1) V21,
wobei 1, die n-te Tangenszahl ist.

Wegen 19, = 0 fiir alle k£ € N gilt auch ¢9p = 0. Die ¢,, besitzen iibrigens die
exponentiell erzeugende Funktion
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i¢ A 2
="l 1+ exp(2x)

Tabellen mit den Werten von w,,, 6, und ¢, fiir n < 15 findet man in [6, p. 57].
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