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Introduction

Les procédés d’élimination se retrouvent en algebre dans de nombreuses structures
différentes. Eliminer un générateur z,, c’est typiquement écrire, pour une structure
STRUCT (selon une formulation a la ZEILBERGER [Z]) :

STRUCT (x1,xa,...,xn) = NICE(x1,22,...,2,) ¢ STRUCT (X1, 22,...,Tn_1),

ou NICE et STRUCT; désignent des structures algébriques engendrées par les
générateurs x1. Le losange, selon les cas, est un produit tensoriel, un produit semi-
direct ou une simple factorisation. On peut ainsi écrire pour le groupe symétrique
S, et le groupe des tresses pures P, [Bi] :

Gn = Z/TLZO 6n_1 et Pn = F,_1 <>Pn_1.

Dans la premiere de ces factorisations le losange est un simple produit et la décompo-
sition itérée peut servir a montrer que le groupe symétrique est un groupe de Coxeter
ou bien a donner une base du groupe symétrique particulierement bien adaptée au
développement du projecteur de DYNKIN [D1], dans la seconde c’est un produit semi-
direct et F, _1 est le groupe libre sur n — 1 générateurs.

Les structures libres se prétent bien a I’élimination de générateurs. Par exemple,
la formule k[X1, Xo,..., X,] & k[X1] ®k k[X2,...,X,] qui est si utile en algebre
commutative, provient de I’élimination de X; dans le monoide libre commutatif
N{X1: X250} De méme, lorsqu’on partage un alphabet donné A en A = B+ Z
on peut écrire, por le monoide libre, le groupe libre et ’algebre de Lie libre :

A* = (B*2)*B*, F(A)~F(F(B)Z)oF(B), L(A)=L((B*Z))oL(B).

Les deux derniers losanges sont des produits semi-directs et constituent 1’élimination
de M. LAZARD [Laz| & proprement parler. Ces décompositions sont étendues au cas
partiellement commutatif et nous devons maintenant en dire quelques mots.
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Les structures partiellement commutatives sont intermédiaires entre les structures
commutatives et non commutatives libres. On a, par exemple, pour un alphabet
donné A, le tableau :

commutatif noncommutatif
monoide N4 A*
groupe 74 F(A)
k-alg. de Lie kA Li(A)
k-alg. assoc. k[A] k(A)

(polynémes)

La premiere structure partiellement commutative présentée telle est certainement
le monoide de réarrangements que P. CARTIER et D. FOATA ont défini en 1969 a des
fins combinatoires, statistiques et probabilistes [CF].

Depuis, ’histoire de ces structures est a lire parallelement sur les trois pistes que
sont I’algebre, la combinatoire (algébrique et énumérative) et la théorie des langages.

Pour ce qui est de la combinatoire, signalons que le monoide partiellement commu-
tatif libre a recu une représentation géométrique suggestive en terms d’empilements
[Vi] qui se préte bien a l’adjonction de structures supplémentaires sur I'alphabet
des indéterminées. Cette représentation, essentiellement équivalente a la notion de
monoide partiellement commutatif ([Vi, prop 4.5]), a déja fait ses preuves dans la
résolution de plusieurs problemes combinatoires tels que les hexagones durs de BAX-
TER, les polynomes orthogonaux et I’énumération des tresses simples.

En théorie des langages, le monoide partiellement commutatif a été essentiellement
employé comme modele du paralléllisme. En effet, de méme qu’une suite d’actions
ai,as,...,a, peut se représenter par le mot w = ajas - - - a, et la juxtaposition (dans
le temps) de deux telles suites, par leur concaténation dans le monoide libre, de
méme des actions dont certaines se traitent “en paralléle” ou “indépendamment”
peuvent étre représentées par des éléments du monoide partiellement commutatif (ou
“traces”) et leur composition. Cette théorie des langages, toute jeune, s’interesse donc
a ce qui est parfois appellé “langage trace”. On peut citer les travaux fondateurs de
ARNOLD, CORI, MAZURKIEWICZ, PERRIN, METIVIER, OLCHANSKI et ZIELONKA
[Du][CP][HK].

Dans une note a T.C.S., JEAN-YVES THIBON [T] montre que l'algebre des po-
lynémes partiellement commutatifs (c’est a dire I’algebre du monoide partiellement
commutatif) est integre des que I'anneau des coefficients 'est. Ce fait est relié a
la propriété que k(A,9) est lalgebre enveloppante de Lj(A,v); mais la liberté de
k(A,9) (c’est a dire 'existence de bases) n’implique nullement celle de Lj(A,) ni
la construction de bases combinatoires de celle-ci. La résolution de cette question
d’apparence purement esthétique devait d’ailleurs (en 1990) avoir quelque utilité en
théorie des langages [DK2] et [Va]. En fait, c’est une version partiellement com-
mutative du procédé d’élemination de M. LAZARD qui perment une démonstration



constructive de 'existence da bases'.

Nous devons maintenant dire quelques mots du procédé lui-méme dans le cas par-
tiellement commutatif et, bien qu’il soit apparu pour la premiere fois (par la nécessité
combinatoire du probléme) pour I'algebre de Lie il est plus suggestif de le voir dans
le monoide.

On se souvient de la factorisation A* = (B*Z)*B* ou A = B + Z) qui consiste a
dire que, Z étant un sous alphabet de A, tout mot de A* est “rythmé” par des lettres
de Z et donc doit s’écrire de facon unique : w = w1 z1Wa23 -+ * Wy 2p W41 OU wW; € B*
et z; € Z. On observe alors facilement que les éléments w; z; forment un code [Lo][BP].
La factorisation de M (A, ) par élimination est ’analogue parfait de ce qui précede,
moyennant quelques précautions techniques nécessaires. D’ailleurs ’élimination est
toujours possible et fournit une méthode de descente dans les structures partiellement
commutatives.?

Ceci perment aussitot de montrer que le monoide partiellement commutatif li-
bre admet une factorisation en monoides libres et donc une factorisation complete
[DK3][DK5]. Les codes de ces monoides sont les analogues de (BZ)*, ils sont apério-
diques [D3], et dans le cas d’'un alphabet ordonné, I’élimination successive des lettres
de poids croissant permet de montrer que la forme normale lexicographique est une
section rationelle. Ces codes seront appellés “codes Z”. Par example pour ’alphabet
A ={a,b,c,d}, Vordre a < b < ¢ < d, et le graphe de commutation a—-b—c—-d on
a:

A* = ((d*b)*(cc*d™ + dd™)a)* (d*b)*c*d*

L’algebre de Lie (partiellement commutative) admet une décomposition homogene
(pour I’évaluation) en somme directe d’algebres de Lie libres dont les codes sont
précisément les codes Z, cette décomposition permet alors de montrer la liberté de
L(A,9) pour tous les anneaux de coefficients, de donner des algorithmes de calcul des
bases et est compatibles avec toutes les bases multihomogenes, comme par exemple la
base de Lyndon partiellement commutative (cf. [La]).?> Ces bases sont “universelles”
(c’est a dire indépendantes de ’anneau des coefficients) de 1’algebre de Lie partielle-
ment commutative libre. Des cas particuliers d’élimination et de calcul de WiTT
[DK1] avaient d’ailleurs été traités quelque temps avant par -DOKoVIC (cf. [Dol] et
[Do2]).

I. Préliminaires

Au cours de ce texte, nous ferons appel a la notion de structure présentée pour
les quatre catégories suivantes : monoides (Mon), groupes (Grp), k-algebres de Lie

L J’avais donné quelque temps avant une preuve de I’existence de bases [D2]. Mais cette preuve a
deux défauts : d’abord elle n’est pas constructive et ensuite elle ne peut étre généralisée telle quelle
a d’autre présentations, méme par des mots de Lie, car celles-ci peuvent introduire de la torsion (cf.
Remarque II1.5).

2Pour une mise en scéne des méthodes d’élimination partiellement commutatives on pourra se
reporter & leur exposé sous forme d’une piéce de théatre dans [K].

3La décomposition de ’algebre de Lie correspondant & la suite centrale descendante de P, [Ca] en
algebres de Lie libres est une image de ’élimination partiellement commutative que nous construisons
en III.3.
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libres (k-Lie Alg) et k-algebres associatives avec élément unité (k-Alg).

Soit X un ensemble (un alphabet) et X* le monoide libre, F'(X) le groupe libre,
Li(X) Talgebre de Lie libre, k(X) l'algebre libre c’est a dire les structures libre-
ment engendrées par X dans les catégories précédentes. Chacun de ces objects, de
facon évidente sera noté Lib;(X) ot j € {Mon, Grp, k-Lie Alg, k-Alg}. Appel-
lons relateur une famille de couples R= (u;, v;)ies € (Lib;(X) x Lib;(X))!, on peut
alors se poser la question de la factorisation des morphismes qui coincident sur les
éléments de R. Plus précisément : Existe-t-il un couple (a,.A) avec A € Ob(j) et
a € Mor;(Lib;(X), A) qui vérifie les conditions suivantes ?

SP1) (Vi € I)(af(u;) = a(v;))

~ SP2) Pour tout ® € Mor;(Lib;j(X),Y) tel que (Vi € I)(®(u;) = ®(v;)) il existe
¢ € Mor;(A,Y) tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Lib;(X) —2— v

Figure 1

La réponse est positive dans chacune des catégories considérées, on a :

Proposition 1.1. Pour chacune des catégories j € {Mon, Grp, k-Lie Alg, k-Alg}
et relateur R, il existe un objet (X;R);, unique a un isomorphisme prés, qui résout
le probléeme précédent.

Preuve. Ces résultats sont classiques.

Dans le cas des monoides on montre que (X;R)pon = X*/ =g ou =p est la
congruence la plus fine telle que (Vi € I)(u; = v;).

Pour les groupes c’est F(X)/Hgr qui résout la question, ou Hg est le sous-groupe
distingué (normal) engendré par la famille (u;v; Dier-

Dans le cas des algebres (resp. algebres de Lie) c’est k(X)/J (resp. Ly (X)/J) ou
J est I'idéal bilatere (resp. I'idéal de Lie) engendré par les différences (u; — v;);er qui
est solution du probléme. [

Remarques 1.2. 1) Un morphisme qui vérifie la condition (SP2) ((Vi € I)(®(u;) =
®(v;))) est dit compatible avec le relateur R ou qu’il respecte les relations de R.

2) Soit ¢ une application X — M ou M est un objet donné de la catégorie C,
et ® : Lib;j(X) — Mson extension a Lib;(X). Si ® respecte les relateurs de R et
que ® : (X;R); — M est un isomorphisme. On dira que M admet la présentation

((¢(z))zex; R);-



II. Examples d’élimination

1. Mots et autres structures libres

a) MONOIDE LIBRE

Soit A, un alphabet, Z, un sous-alphabet de A, et B = A — Z. Tout w € A, peut
se factoriser de fagon unique :

W = W121W222 * * * WpZnWn41
avec w; € B* et z; € Z. Ce qui revient a écrire :
(I1.1.1) A* = (B*Z)"*B".

b) GROUPE ET ALGEBRE DE LIE
Pour le groupe libre sur A, on a un analogue de (II.1.1) :

F(A) =~ F(FB)Z x F(B).

Et pour l'algebre de Lie :
L(A) = L(B*Z) x L(B)

Les deux éliminations précédentes sont dues a M. LAZARD [Laz].
¢) GROUPE SYMETRIQUE
Si ¢ désigne n’importe quel cycle de longueur maximale dans le groupe symétrique
S, ona:
671 = <C> : 671—17

ou (c) désigne le sous-groupe (d’ordre n) engendré par c. Ce fait est partiquement
évident mais nous le mentionnons parce qu’il ne s’agit pas d’un produit semi-direct.
L’égalité précédente montre que, si on se donne des cycles (ck)refe,... n} chacun de
longueur & tel que supp(ck) C supp(ci+1) (“supports emboités”) tout élément o € S,

s’écrit de facon unique :
(670}

a"avec o < 1,

_ 202
o=cy’ - C

ceci fournit une base de I'algebre Q[S,,] bien adaptée qu développement de 'idempo-
tent de DYNKIN [D1] qui est doneé par la formule :

nD(x1xox3 - xy) = [+ [[21, 2], 23], - - - 1]

2. Tresses pures

Le groupe des tresses & n brins B, a été introduit par E. ARTIN [Ar] en 1925
dans une construction topologique. En fait, le groupe de tresses & n brins, B, (M),
d’une variété connexe M est tout simplement le groupe fondamental de la variété
des parties de M a n points distincts (cf. [Ca]). Le groupe des tresses classiques
est B,(R?). On peut représenter graphiquement une tresse par un diagramme plan
formé de n chemins réguliers joignant n points Aq,..., A, sur une méme verticale a
n autres points Bi,..., B, aussi alignés verticalement et a droite des A;, les points



A; et B; étant sur une méme horizontale, pour chaque i. Les chemins se coupent
transversalement en des points distincts et, a chaque croisement on doit indiquer
le brin qui est “au-dessus” et celui qui est “en-dessous” [fig. 2]. Deux tresses se
composent par juxtaposition et “oublier” des points intermédiaires [fig. 3]. Deux
tresses sont équivalentes si I'on peut passer de 'une a 'autre par des opérations qui
reproduisent, par projection les isotopies de l’espace [fig. 4]. Les intuitions que 1’on
peut avoir sur ce genre de diagramme sont en général confirmées par le calcul.

B,, est engendré par les tresses élémentaires (¢;)1<i<n—1 Ou t; désigne la tresse
obtenue en joignant par des segments de droite les points A; & B; pour j & {i,i+ 1}
ainsi que A; & B;11 et A; 11 & B; ce dernier brin passant sous le précédent [fig. 2].
Ces générateurs vérifient le systéme (3) suivant, qui constitue, comme 1’a montré
E. ARTIN une présentation de B,, [Ar].

(ZB) titjz tjti pour |Z — ]l > 2,
titi—l—lti: ti+1titi+1 pour ) S n — 2.

De méme on peut montrer que le groupe symétrique &,, adment la présentation

0i0;= 0404 pour |Z—j‘ 22,
(Xs) 0i0i410;= 0441070;41 pour ¢ <n — 2,
oi=1 pour tout ¢,

ou, pour i < n — 1,0; est la transposition (i,7 + 1). Le fait que la famille (o;) vérifie
(¥p) entraine, l’existence d’un morphisme ¢ : B,, — &,, tel que (Vi € I)(¢(0;) = t;).
Ce morphisme a un sens géométrique tres simple :

dans une tresse 7, le chemin qui part du point AEO) aboutit a un point AS()Z.) ou
m € &, est justement la permutation ¢(7).

Le noyau de ¢ est donc formé des tresses qui partent et aboutissent aux points de
méme indice, on le notera P,,. C’est le groupe des tresses pures.

Comme la présentation de &,, s’obtient a partir de celle de P,, en ajoutant les rela-
teurs (t7 = 1), P, est le sous-groupe distingué engendré par les (¢?). On se convainc
assez facilement géométriquement que P, est engendré par les tresses suivantes [cf.
fig. 6] :

gij =ttt -ty avec i < .
Proposition I1.1. i) P, = (gij)i<j<n €t plus précisémént

ii) Pp = (gin)icn X (9i,j)j<n—1 le produit étant semi-direct. Le premier facteur

((gi.n)i<n) est isomorphe a F,,_1 et le second ((g; j)j<n—1) @ Pn_1

Preuve. Ces résultats sont classiques et on en trouvera une démonstration topolo-
gique dans [Bir]. Une démonstration combinatoire peut se faire par une méthode
analogue a celle de prop. II1.15 (“recomposition semi-directe” ).

40n en verra un exemple en avec I’élimination dans le groupe des tresses pures [cf. fig. 5].



1): On montre les formules :

t;lgr,sti: Grs siig{r—1,s—1,s}
t;_llgr,str—lz gT,SgT—l,Sgr_,sl
tr—lgr,st;_llz Gr—1,s
ts—lgr,st;_llz Gr,s—1
—1 —1 —1
s 19rsts 1= 9s—1,s9r,s—19s—1,s
tglgT,sts: gr,s+1
—-1_ —1
tsgr,sts _gS,S+1gT73+1g8,8+1

ce qui prouve (i).

2): Les formules précédentes permettent de définir une action de F(g; ;,i < j <
n) sur F,_1 = F(gin,© < n) cest a dire un homomorphisme « : F(g;;,7 < j <
n) — Aut(F(g; n,? < n). On vérifie que cet homomorphisme est compatible avec les
relateurs de P,_; (cf. Remarques 1.2.2) et on a donc ainsi une action de P,_; sur
F,_1. Ceci permet de définir le produit semi-direct F,,_1 X P,_1 puis de montrer
qu’il est isomorphe a P, grace a la présentation de celui-ci [MKS]. O

III. Elimination dans le cas partiellement commutatif

1. L’algebre de Lie partiellement commutative
La notion d’algebre de Lie est historiquement liée a celle de dérivation.

Définition ITI.1. Soit k£ un anneau et A, une k-algébre (non nécessairement asso-
ciative [Bo2]). Une dérivation est un élément D € Endy(A) vérifiant identiquement :

D(xy) = D(z)y + xD(y).

Remarques III.2. 1) La composée de deux dérivations n’est en général pas une
dérivation.
2) Par contre le crochet (de Lie) de deux dérivations

[D1, D2] = D1 Dy — Dy D4

est une dérivation. L’ensemble des dérivations de A est donc une sous-algebre de Lie
de Endy(A) qui sera notée Der(A).

3) Dans un anneau (ou une algebre associative) I'application ; * — ax—za = ad,(z)
est une dérivation pour les opérations e et [ , |. Cette derniere (le crochet de Lie)
étant définie par la formule [x,y] = zy — yx. On a donc, dans ce cas, les identités :

(JAC) [, [y, 2]] = [[z, ¥], 2] + [y, [z, 2]] ,
(ALT) [z, x] = 0.
4) La premiere de ces identités s’appelle identité de Jacobi et la seconde exprime

que I'application bilinéaire définie par [, | est alternée.’
Ceci conduit a la définition suivante :

5Contrairement & ce que 'on pourrait croire, cette identité est essentielle. On pourra consulter
par exemple [Cu] pour ce rendre compte de ce qui advient lorsqu’on la supprime.
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Définition II1.3. On appelle k-algebre de Lie une k-algebre qui vérifie identiquement
(JAC) et (ALT).

Il résulte des travaux de HALL, WITT et MAGNUS [Bol][Lo] que 'algeébre de Lie
libre peut se réaliser come une algebre de Lie de polynomes non commutatifs.

Proposition III.4. Soit A, un alphabet et k un anneau. On considére k(A) (=
k[A*]) muni de sa structure d’algébre de Lie pour [P,Q] = PQ — QP. Alors :

La sous-algébre de Lie Ly (A) de k(A) engendrée par A est libre en tant qu’algébre
de Lie. C’est a dire que toute application ® : A — g (ou g est une algébre de Lie) se
prolonge a Li(A) de fagon que le diagramme suivant soit commutatif :

A Lg

natl /‘(i)
Ly(A)
Figure 7

Conformément a la preuve de prop. I.1, on peut réaliser une algebre de Lie présentée
A; R)1ije comme un quotient de I’algebre de Lie libre. Comme cas particulier on a
g

Li(A,9) € (4; ([a,b] = 0)(a.0)e0)Lies

I’algebre de Lie partiellement commutative libre associée a un alphabet & commutation
(A,7). On peut alors se poser les questions suivantes :
QUESTION 1: L’algebre de Lie Lz (A, 9) est-elle libre (en tant que Z-module) ?
QUESTION 2: Si “oui” comment en constuire des bases 7
QUESTION 3: Quelle est 1'utilité de résoudre Q1 et Q2 7
REPONSE 3: Le groupe partiellement commutatif libre est

def
F(A, 19) = <A; (ab = ba)(a,b)€g>grp.

Si Lz (A, V) est sans torsion, F'(A, 1) est ordonnable (cf. [DK2]) ce qui permet de mon-
trer la décidabilité de 1’équivalence des séries partiellement commutatives rationnelles
(cf. [Val).

Remarques II1.5. 1) Certaines relateurs, méme composés uniquement de mots de
Lie, introduisent de la torsion. Par example :

([[z1, w2] , x5] , 25]= 0
(R) [[[z1, z3] , z3] , 22]= 0
[1, [[z2, 23] , 23]]= 0

En effet, on montre que, dans l'algebre de Lie (x1,22,23;R)z_Lie Alg On a P =
[[z1, z3] , [T2, z3]] # 0 mains 2P = 0.
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La solution de Q2 (et donc de Q1) s’obtient grace a une adaptation du procédé
d’élimination de M. LAZARD au cas partiellement commutatif.

2. Elimination dans M (A, )

Soit A, un alphabet, on a muni A d’un graphe ¢, irréflexif et symétrique (v C
A2 — Ay et 9 =1971), un tel couple (A,9) sera appellé alphabet a commutations. On

pose :
def

M(Aﬂ 19) = <A7 (Sl?’y = yx)(m,y)€19>Mon

M(A, V) est le monoide partiellement commutatif librement engendré par (A, 1), ses
éléments seront appellés “mots”, “monomes” ou “traces”. On note =y, la con-
gruence (sur A*) engendrée par le relateur (zy = yx)(;,)co. Par exemple, pour
¥ = {(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} (soit graphiquement a—b c¢—d) on a cabacd =y
ca’bde. De méme que les tresses, les mots partiellement commutatifs admettent une
représentation graphique qui permet des intuitions justes, ce sont les empilements
développés par G. X. VIENNOT et son école [Vi].

L’élimination dans M (A, ) est Panalogue de la formule (I1.1.1) et fait appel a la
notion de sous-alphabet non-commutatif et d’alphabet terminal.

Définition III.6. i) On dira que Z C A est un sous-alphabet non-commutatif si
(x,y) € 22 = (2,y) £ V.

ii) Soit w € M(A,?), le sous-alphabet ; AT(w) = {a € A | w € M(A,9)a} sera
appellé alphabet terminal de w.

iii) Soit Z un sous-alphabet non-commutatif de A et B telle que BN Z = (). On
appelle code “Z” la partie : Cz(B) ={wz |w € (B),z € Z et AT(wz) = {z}}.

On a alors la décomposition suivante de M (A, ).

Théoreme II1.7. Si A = B+ Z, et que Z est une partie non-commutative de A,
tout mot w € M (A, V) s’écrit de fagcon unique :

W= W121W222 * * - Wp2nWn41

avec w; € (B) pour 1 <i<n+1 et w;z; € Cz(B).
Preuve. On peut la trouver, par exemple dans [DK3] ou [DK5]. O

Remarques II1.8. 1): On voit facilement que pour toute partie B C A on a (B) &
M(B,¥g) on 9p désigne le sous-graphe 9 N B2.

2): Le théoreme précédent entraine I’égalité M (A, ) = Cz(B)*(B) ce qui, compte
tenu de la remarque précédente, revient a M(A,¥) = Cz(B)*M(B,Yp). Nous
sommes donc dans le cadre de la formulation de l'introduction avec STRUCT =
STRUCT;.

3): En considérant une partition chromatique (Z;);c;r de A (c’est a dire en parties
non-commutatives) on voit que, dans le cas ou I est fini, (ce qui est toujours possible
si A l'est) on a :

M(A,9) = Cz,, (B,)'Cz,,(Bi,)" -+ Cz,, (Bi,)"

in
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avec I = {iy,i2,...,in} et B;, = Uj>k Zs.

3. Application a l’algebre de Lie L;(A,?)

1°*¢ Etape: Soit (A, 1), un alphabet & commutations et Z une partie non-commu-
tative de A (on posera B = A — 7).

Si wz € Cz(B) on vérifie que, pour toute écriture wz = bybs - - - byz, le mot de Lie
(b1, ..., [bp—1,[bp, 2]]] & la méme valeur dans L (A, ). Ce mot sera noté a(wz).

On a donc une factorisation de « :
Cz(B) —%— Li(A,9)
mtl /s
Li(Cz(B))

Figure 8

2°me Etape: L’application naturelle 3 : B — Ly (A, 1) respecte les commutations
de 95 d’ou une factorisation :

B —2 . Ly(A,9)
natl /B
Ly(B,YR)

Figure 9

3tme Etape: (Action de Ly (B,9g) sur Li(A,1)).
On définit des dérivations par les formules suivantes :

Oh(a(ws) = {
L’application 0y s’étend en une dérivation de Ly (Cz(B)) qui vérifie :
(b, b/) e = OOy =0y

et, a cause de la présentation de Li(B,Yp) (qui est donnée par
(B; ([b,0'] = 0)(b,p)e95)» o0 a une factorisation :

a(bwz) sibwz # wzb,

0 sinon.

B — @et(Lk(Oz(B)D

natl /5

Lk (B7 193)
Figure 10

4%me Ftape: On définit alors sur g = Ly (Cz(B)) @ Li(B,V¥p) le crochet suivant®

6Cette formule est, comme en théorie des groupes, une imitation des égalités que I’on obtient
lorsque I’on a un produit semi-direct interne c’est & dire que g = [ @ g’ o1 ) est un idéal de g.
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(produit semi-direct) :

[P +Q, P+ Q=[PP+ 0g(P) - 0g/(P) +[Q,QT].
Théoréme II1.9 [DK1]. L’application v : g — Li(A,9) définie par (P + Q) =
a(P) + B(Q) est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Preuve. On pourra trouver, dans [DK1], une preuve qui consiste & examiner le noyau
du morphisme naturel L(A) — Li(A, ), et une autre dans [DK4] proche dans son
esprit de celle qui est évoquée a la proposition II.1. [

4. Quelques conséquences

Corollaire III.10. Pour tout anneau k, Li(A,9) se plonge naturellement dans
k[M(A,9)] = k(A,9) (polynomes partiellement commutatifs), et s’identifie a la sous-
algebre de Lie engendrée par les lettres.

Remarque IT1.11. Ly (A,¥) est graduée. En effet, si on pose :
Li(A9) = Li(A,9) N kY (A, 9)

pour tout v € N4 on a facilement que :

Im(a)= P Li(AY)

z€alph(v)

Im(B)= €@ Li(4,9)

z&alph(v)

ceci premet de construire facilement des bases de Ly (A, ), par éliminations succes-

sives puisque I'm(a) est libre et que Im(f5) = Ly (B,9p).

Corollaire II1.12. F(A,9) = (A; (ab = ba)(q,p)co), le groupe partiellement commu-
tatif libre, est ordonnable”.

Preuve. On forme la suite centrale descendante définie par
FL=F et Fuo1=(F,,F)
ou (H, K) désigne le sous-groupe engendré par les commutateurs
(hkh™ k™) (hokye sk -

Le Z-module gradué Gr(F) = @, ~, F\/F,+1 peut étre muni d'un crochet de Lie qui
“linéarise” 'opération commutateur [MKS] et on peut montrer qu'on a un isomor-
phisme d’algebres de Lie graduées Gr(F') = Ly (A, ). Ce qui prouve que les quotients

7C’est & dire peut étre muni d’un ordre total compatible avec sa loi [Bo3][Mu][Neu]
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F, /F, 41 sont des groupes abéliens libres (donc ordonnables). On en déduit alors que
F(A,?) est ordonnable comme dans [Neu|. [

Remarque II1.13. On peut ordonner F'(A, ) par une méthode plus directe [DT].
On a dim(k¥(A,9)) = |[M¥(A,9)|. 1l résulte donc du travail de P. CARTIER et
D. Foata [CF] que la série de Hilbert da l'algebre graduée k(A, V) = @, cya k7 (A,9)

s’exprime simplement :

—1

> dim(BY(A,9) TV = | > (-pliT, ||

veNA weCL(Y)

ou T= ((T4)aca) désigne une famille d’indéterminées commutatives, C/(1)) est I’en-
semble des mots completement commutatifs sans multiplicité soit :

Cl(V) ={araz---a, € M(A,9) |i<j= (a;,a;) € 9}

k-alg.
Y

et Torana, = TuyTu, -+ - T, . D’autre part, on a I'isomorphisme gradué k(A, ) =

U(Lk(A,9)) et donc grace au théoreme de POINCARE-BIRKHOFF-WITT [Bol] aussi

k-mod.
I'isomorphisme gradué k(A,9) = S((Lk(A,7)). On en déduit :

Corollaire I11.14 (Rangs). Soit I(v) = dim(LY(A,)) pour tout v € NA. Alors :

S dmeaoyr = (3 o) = [la-Te.

veNA weCL(I) v#0

Preuve. Cf. [DK1]. O

On déduit de ce qui précede des formules pour le calcul des rangs qui généralisent
celles de WITT.

4. Le groupe partiellement commutatif libre

a) ELIMINIATION
On a, 1a aussi, une formule d’élimination dans F'(A,?) = (A; (ab = ba).p)cv)Grp-
Soit, comme en III.2, Z7 C A un sous-alphabet non-commutatif et B une partie

disjointe de Z. On notera Dz(B) l'orbite {wzw™'},e(py de Z par les conjugaisons
de B.

Proposition IIL.15. i) F(A,9) = (Dz(B)) x (B), le produit étant semi-direct.
ii) (Dz(B)) 2 F(Dz(B)) et (B) = F(B,VYp).
Preuve. La démonstration est analogue a celle de ’algébre de Lie libre en remplagant

les dérivations par des automorphismes intérieurs. [J

Remarque II1.16. Avec les notations de I1.2, si 'on considere 'alphabet a com-
mutations A = (g;j)i<j<n €t le sous-alphabet Z = (gn)i<n on voit que ’élimination
dans le groupe des tresse pures est une image de celle qui précede.
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b) TRANSFORMATION DE MAGNUS

On peut définir I’algébre large du monoide partiellement commutatif libre puisque
pour tout w € M (A, ) 'ensemble des solutions de w = uwv est fini [Bo2]. Elle a pour
support le module kM (4?9 et son produit est :

(fxg)(w) =Y flu)g(v).

uv=w

Notons k((A,V)) cette algebre. Pour un anneau de coefficients k& donné (“séries
formelles pariellement commutatives”) et M ((A4,9)) I'idéal {S € k((A,9)) | S(1)) =
0}. L’application @ — 1 + a prend ses valeurs dans le groupe 1 + 9 ((4, 7)) des
séries de terme constant 1, cette application respecte les relateurs de F'(A, 1) si bien
qu’on a une factorisation :

A —— 1+ ((A,9))

natl /H
F(A,9)
Figure 11

On peut montrer que p est injective. C’est la transformation de Magnus. On dira
qu'une congruence = sur A* est compatible avec la transformation de Magnus si et
seulement si :

u=v= p(u) = pv)

ou u est la transformation de Magnus de A*(u(arasz - - - a, = (14a1)(1+ag) - - - (1+ay))
et =, lextension par linéarité de = a k(A). On peut alors préciser les congruences
qui, en caractéristique zéro, sont compatibles avec la transformation de Magnus.

Proposition IT1.17 (DucHAMP 1991). Soit k, un anneau de caractéristique zéro, A
un alphabet et = une congruence sur A*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)
(2)

est compatible avec la transformation de Magnus.
est engendrée par des différences du type a — b ou ab — ba ot a et b sont
des lettres.

Preuve. Remarquons d’abord qu’on se ramene aussitot a k = Z puisque les images de
la transformation de Magnus sont des polynomes a coefficients dans Z.1;. Montrons
alors le sens :

compatible — relateurs du type (a; = b;) et (a;b; = bja;)

(la réciproque étant une simple vérification) et plagons nous sous I’hypothese ou =
est compatible avec la transformation de Magnus.

La démonstration comprend 6 étapes.

1): La congruence = est homogéne.

En effet, si u = v alors p(u) = pp(v) et donc 7& (up(u)) = 78 (ur(v)) et, en
spécialisant tous les mots de A*/ = en 1z, 2/l = 2Vl ¢’est & dire |u| = |v|.
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La congruence étant homogene on notara =" la relation d’équivalence induite sur
A™ et ==" la congruence engendrée par les relations v = v pour |ul, [v| < n.

2): Réduction du probleme

Considérons un sous-alphabet S C A qui soit une section de la relation d’équi-
valence =! on a alors un isomorphisme naturel S*/ =g— A*/ = (=5 désigne la
congruence induite sur S*) et on vérifie facilement que =g est aussi compatible avec
la transformation de Magnus. Le résultat sera donc prouvé si on démontre que =g
est un congruence partiellement commmutative.

3): =g est multihomogene.

En effet pz(u) = 14+)_,c g |u|ca+)_ termes de longueur > 2 ou | |, désigne le degré
partiel en la lettre a. La comparaison avec iz (v) montre que ), s |ul.a = ) g |v]aa
ce qui, en raison de I'indépendance linéaire des lettres entraine, la propriété :

u=gv= (Va € A)(Jule = |v]a)-

Une telle congruence est dite multithomogene.

Dans la suite on notera = au lieu de =g.

4): = est simplifiable.

En fait, on a la propriété plus forte que S*/ = se plonge dans un groupe, puisque
le fait que = soit compatible avec la transformation de Magnus entraine que S*/ = se
plonge, via cette transformation dans le groupe des éléments f de son algebre large
tels que f(1) = 1.

5): Contradiction

11 suffit maintenant de montrer que ====2. Supposons que ce ne soit pas le cas,
on aurait alors un contrexemple de longueur minimale v = v tel que l'on ait pas
u ==2 v et donc lu| > 3. On peut écrire u = uja, avec a, € A et v = via,w avec
ap, ¢ Alph(w). On ne peut avoir w = 1 sans quoi, comme = est simplifiable, ceci

entrainerait u; = v, puis u; ==? v; en raison de la minimalité du contrexemple et

enfin u =<2 v, contredisant ’hypothése. En (6) on va montrer qu’on peut toujours
se ramener a ce cas, ce qui entrainera l'impossibilité d’un contrexemple minimal,
démontrant ainsi la proposition.

6) a, commute avec w.

Posons d = |u|a, = |v|4, €t w = wijws - wy. Pour toute lettre w;, le monéme
alw; qui figure dans p(v) figure aussi dans pu(u). On a donc, en raison de la mul-
tihomogénéité, alw; = alJw;al et j7 > 1 A cause de la forme de u. Ceci entraine
w;al, = alw;. En prenant les logarithmes des transformés dans 1+ Mg [[S*/ =]], on
en déduit que w;a, = a,w;.

Conclusion

Les structures partiellement commutatives sont étroitement liées les unes aux
autres. Par exemple on a :

k(A,0) = k [M(A,9)] = U(Ly(A, 9))

cela tient a ce que les commutations partielles sont a la fois des relations monoidales
(ab = ba) et des relations de Lie ([a, b] = 0) et, d’une certaine fagon, en caractéristique
zéro, ce sont les seules. En fait, on a le théoréme suivant :



15

Théoréme de limitation [DK3][DK4]. Soit A, un alphabet et k un anneau de car-

actéristique zéro

8. On suppose qu’un idéal bilatére J est engendré (en tant qu’idéal

bilatere) par des polynéomes de Lie et aussi par des différences de mots. Alors il existe
deux familles doubles de lettres (a;,b;)icr €t (aj,b;)jes tel que J soit aussi engendré
par les polynomes (a; — b;)icr et (ajb; —bja;) e

Ceci implique que k(A)/J est une algebre de polynémes partiellement commutatifs
et montre le caractere tres particulier de ces algebres.
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