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ANALYSE p-ADIQUE ET SUITES CLASSIQUES DE NOMBRES

RESUME

Soit (a_) ^, une suite de nombres rationnels (ou plus generalement de nombres

algebriques sur (^) et soit p un nombre premier. On montre que la propriete pour la

suite (a ) d Stre pour tout h £ 1^ periodique module p a partir d'un certain

rang (ou de maniere equivalente, que la suite (a ) neW satisfasse pour tout h £ K
h - ... n

une recurrence lineaire modulo p a partir d un certain rang) est equivalente a des

proprietes de prolongeabilite analytique p-adique de la serie generatrice

Y = ^ anx sur certains sous-ensembles de C (complete de la cl3ture algebrique
n>0

de Q_). On indique comment la geometric du domaine sur lequel Y est un element ana-

lytique p-adique (i. e. sur lequel Y, est prolongeable analytiquement p-adiquement)

permet de prevoir a priori les congruences satisfaites par les a . On montre ensuite
n

que, si la fonction generatrice exponentielle Y = ^ a -y satisfait certaines

proprietes fonctionnelles, alors Y = '[ a^X est un element analytique p-adique sur
n>0 n

un domaine de C_ contenant D(0, 1) , Ie disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de C ;

ceci est Ie cas par exemple si Y satisfait une equation differentielle algebrique et

si a_ e Z ou si la serie reciproque de Y possede certaines proprietes.

On montre ensuite, sur des suites classiques de nombres, comment on peut obtenir

des resultats effectifs. Pour cela, on est amene a introduire la transformation de

xn
Laplace formelle £ qui a la serie de Taylor Y = ^ a^ ^T associe la serie de

n>0
n n!

Taylor Y = ^ a^x et a indiquer quelques propri-etes evidentes. Enfin, on indique

pour terminer Ie lien qui existe entre les congruences de type Cartier satisfaites

par une suite d'entiers (e ) (i. e. pour tout n> 1, e i, = e ^_, mod(p )) et les
np np

congruences de type Kummer satisfaites par les coefficients a de la serie
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I
,n

n>0

X'
'n n!

reciproque de la serie x I ^Yn.
n>l

n

I. - ANALYSE p-ADIQUE

Soit p un nombre premier et soit (a_)_ ^ une suite de nombres rationnels (resp.

de nombres algebriques). On s'interessse aux proprietes de congruences modulo p

(he IN ) entre les a_. II est clair alors que 1 analyse p-adique doit pouvoir appor-

ter au mains un langage agreable pour traiter ce genre de questions.

Rappelons les generalites suivantes (cf. [1] ou [20]). Si a/b=p a'/b'eQ

avec (a', p)= (b', p) = I, on pose a/b| = p . Avec cette definition Q est muni d'une

valeur absolue ultrametrique, i. e. |^-+-j|5max (|^'|>|'j|)' On peut completer Q pour
cette valeur absolue, on obtient ainsi Q_ Ie corps des nombres p-adiques. Dans

toute la suite . designers une valeur absolue non archimedienne prolongeant la

valeur absolue p-adique sur Q. Le probleme de depart se traduit done aisement en

terme de cette valeur absolue. On definit 7L = {x  Q ; |x| < 1}. II est facile de
p 'p

voir que Z est un anneau, complete de 7L pour la valeur absolue p-adique, et que
p ^

7L_ = lim. Z/p" Z (cf. [1] ou [20]). On definit de la maniere habituelle la notion
j p -(-
de fonction continue sur McQ_ a valeur dans <I)_, on note *6 (M, Q_) 1'ensemble de ces

fonctions. On a Ie theoreme important suivant :

'THEOREME ?. - (Ma^eA [:22]). So-ct ̂ (Z , Q_) £'&4pac£ daA ^onctconA con.fccnue^ de

|z_ dani <}_. POAO^ (x) = i e^('x)= x<x-')-^ (x-n+1) . L&6 deu^ p^opUe^&4 ^u-cuawteA.

p , ^ <(p. . v..^^. ^ ^^^ . --^/ ^j
j Aon^ e.qu.LVCLte.nt^ :

U) fe ^(Z , Q )
/cz) It exL^ti un& u^ue Aitcte (A"(f))"^n d'&teme. nt& da. Q te^e& que.
lim. |^ (f)| = 0 &t, pO UA tout xe 2 , f(x) = I ^^f^(^) -ea conueA9enc& &;ta^: UtU-

n^°° n>0

\^0fwz At^t 2^. ' En out/t& A (f) = f (-l)n-k^)f(k) e^
p ^

7L

k=0

SUPx^ lf(x)l =SUPn>ol\<f)l'

a Nous donnons ici la preuve de Bojanic [7]. 7L est compact, done f est uniforme-

ment continue sur 7L . La seule chose a montrer est que lim. |X (f)| = 0 si \ (f)
-p ---------- --^ . n-'. - .n-

est defini comme dans Ie theoreme, car il est clair que, pour tout m£ IN ,
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f(m) = ^ ^^^)(, -. 1 et on conclura grSce a la densite de TS dans 7L
n>0

Pour h assez grand, on a A f(x) < 1 car \[ ^ < 1 si k^O ou p et
h

.

h P" _h , _h,
f(x+p)-f(x)| < 1 ou Ap f(x) = ^ (-l)p -kfp ^f(x+k). Done pour tout

n2;ph on a |Anf(0) | < 1 car Am+nf(x) =Am(Anf(x)). Or si n =p , A f(x) e ^ (Z , Q ) .
, n? nl ... "1 nl

Done il existe n^=pL
I 

tel que : |A "(A 'f(x)) | < {[A '(f(x+n^)) -A '(f(x))| ,

-1 ^ 1 -9 n . -9
p] A f(x)|}<p . Et done, sin>n, +n , |Af(x)|<p . On definit alors par recur-
rence n tel que, si n>n +n +... + n , |A f(x) | < p . On a done montre que

n

lim. |A f(x)| =0 pour tout xe Z et comme Sup
xe2Z (^)l ". la serie LAnf(o»(;;)

n^On-x»

converge uniformement sur 7L vers f(x). Le reste du theoreme est evident. D

Ce theoreme peut se generaliser dans diverses directions, on peut remplacer 7L

par des ensembles plus generaux (cf. F2_I), on peut remplacer les polynomes [^ par

d'autres fonctions (cf. [8] et [26]). Carlitz, par exemple [9 a], [9 b], [9 c], a

demontre de nombreuses congruences du type ^ (-1) (^. ) SL = 0 mod(p ) pour
k=0

n>n , ou a, est une suite d'entiers definie arithmetiquement ou combinatoirement.

II exprimait en fait qu'il existait une fonction continue p-adique sous-jacente a la

suite a . Nous reviendrons la-dessus ulterieurement.

On peut plus generalement, definir des fonctions derivables, localement analyti-

ques de 7L dans Q , toutes ces fonctions sont caracterisees aisement en terme de

leurs coefficients d interpolation \ . Par exemple :

THEOREME 2. - (Am-^ce [2]). So^ fe^ (Z^ , Q_), f e^^ -Coca^yn&n< anaiy^qu-e. Att^. Z^

(-^. e.. &n touut poi.izt a di Z ^t e-x^te. u-n d^&qiLi D(a, p ) ={xe Z ;]x-a] <p}
p + \ . a ^ " p . .

tel qu. i f 4o^t ^epA. e4£n^<xb-£& ^UA D(a, p ) pc^L un& i, eA^i de. Ta.yto^. e.n x-a) &L vt
3.

au^w&wt U f(x) = I_xn(f)(^) e't lim-SUP-l^n(f)lI /n< '.

n>0

On definit a partir de (Q la cl3ture algebrique de Q que 1 on note Q , sur la-

quelle la valeur absolue p-adique s'etend de maniere unique si 1'on impose

pl =P ([I], [20]). Mais Q n'est pas complet pour cette valeur absolue. On complete

done Q et 1'on obtient un corps complet et algebriquement dos C . Ce corps C est

Ie bon corps pour manipuler les series de Taylor car Ie principe du maximum y est

valide ainsi que 1c theoreme de Liouville (cf. [1]). On suppose que 1'on a choisi
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une fois pour toutes un plongement de Q dans C . On note encore . | la valeur absolue

sur C_ qui prolonge done la valeur absolue p-adique de flj .

Nous allons donner maintenant un critere dii a Y. Amice [3] qui montre que cer-

taines proprietes de congruences de la suite (a_)_ ^ se refletent sur des proprietes

de prolongeabilite analytique p-adique de sa fonction generatrice Y= ^ a X . Aupa-
n>0

n

ravant nous aliens donner quelques definitions.

VEnNlTlON 1. - (C7], [24 3). 5o^t ^1 cc^. On d^t qae. F fc&^ un e^eme. n^ ana^t/^que
(p-ad-cque. ) 4uA £) ^JL ojt ^wJLwme^t &>i F e.-A-t -tun^te. u»u. ^oAm& 4UA <£> d'une. ^u^ute. de.

^/ia.c.Uon^, fiationn&U.^ F_(x) e C_(x) Aan4 po^e dan4 ^) . 5-c <0 n'e^^ piz6 bo/tne, on d-U

qae. F ut un £-£.eme-iz-t a.natytiqu.ii 4uA <£> »iu£ a i' ̂.n^Yu. &>L F e.4< un eJiemznt a.nattjtiqu.i
-6t^t £> e.1 &^ lim. |F(X) |=0. On note. ̂ (JO ) , /teAp. ^(c£> ), ^'aApace de4 e£em£iiAs

|x|^>
\i£ . . . :

ana£. ytiqu. e^, 4uA. <£), ^e.4p. IUL^A a ^' ̂ n^n^.

On note D(a, r)={xeC^; |x-a|<r} et D(a, r)={x C; |x-a|<r} pour a e C
et r e 'R. .

PEFINITION 2. - (F243). So^f '.^ c (1;_ , on dU. qae. ^ ut u-n qu.iu^-c.onnax. e. 4^, pou^. tou-t
x e 2) &t pou^t . Cou^ y £ ^) ^Z e. X.^ti 0<r. <r^<... < r_<|x-y| -CeZA QU£ &^ v. t S

vt z-x<|x-y atoft& U- e. x.^te. l < i <n tel que
n

|z-x[ =r^.

Dans les exemples on considerera souvent des quasi-connexes de la forme

<^>=D(a, r) - u D(a. , r, )-ou a,   D(a, r) et r_. < r.
i=1 1 x 1 1

VEFINIT10N 3. - ([7] ou. [24]). So^t F(X) = ^ a^Xn un& ^e^ce de Ta£/£o^ de <C^[[X]]
n>0 " p

c.onveAge. ant AUA. D(O, I) &t >f, o^t £> 3D(0, l) u. n qu. cLfi^-c. onnua. Ond^t qu. e. F e^t pto-

tongw. bte. en un e^eme. iit analytlqae. (p-cucU. qu. e. ) 4u^ ̂  4'-c£ ex^d^e un e^eme. iz-C a.noJLyti-
qae. AUA. £>, no^e &ncoA. & F, doizt £0. ^M-t^tG. fcton a D(O, 1) coincide, oive-c F.

L'interet de cette definition est qu'il y a unicite du prolongement analytique

a 5) ([24]).

THEOREME 3. -(Am-<;c& [3]). So^t (a ) _ u.na ^u.^-te. c('e^em&»zt6 d£ (C . Le^ Gond^fctoiu
n nejiN p

^uwa.ntu &ont e. qiU.vale.ntu :

-c) <^. ax.^fite. une ^onction fe ^(z , ([; ) teJUiii qu. & f(n) = a_ pou^. ^ou^ n e ]N ;
p p ' "



5 -

-c<". ) ia Ae^ie de Tayioft F(x) = ^ a x &4^ p^o^ong£a. b^e en u. n ?^eme»z<: a.naiyti. qu. ii AUA
C_ - D(l, 1) , yviit a. t ' ^n^yu...

n>0

D Si F e g^ (C - D(l, 1)~). alors F est limite uniforme sur C^ - D(l, 1)- d'une suite

de fractions rationnelles F_ ayantCoutes leurs poles dans D( 1, 1) . On peut done

ecrire F^(X) = . ^ A
n k^O k'n (l-X)k+l

aveclimJX, |=0, etcomme |F ., (X)-F (X) | < c(n)
k^°°

k,n n+1 n

si Xe C_ - D(l, 1)~, on a Sup, _^ | A "_, i ~ \. " I ^ £(n) . II est alors immediat que la
p K. £ JJN K. y n^~ 1 K y

suite n->-X. converge vers une limite X, et en outre lim. |A., | =0. On en deduit
-n 

--"°~ -"" -- ---- 

'-k 
" - ----- 

^-'.. k1

^k
F (X) = ). A, -^-^-i- sur (E_ -D(l, 1) . De la on tire que, si |X| < 1,

k^O K (1 -X)K+1 p

F(X) = ^ X 5, \, fD'Or cc>mine lLm'l^iJ =0> 11- existe une unique fonction continue
n/m>0 k>0 k->°°

de 7L dans (E f, telle que f(x) = \ X (^) et done F(X) = \ f(m)X si ]x| < 1.
p p

La reciproque est immediate. D
k>0 m>0

Or, dire que f e' ? (Z_, (C_) revient a dire que les valeurs f(n), pour ne IN ,

satisfont certaines congruences. Ce theoreme se generalise de la maniere suivante.

TtiEOREME 4. - (Robba [24]). Una c.ond^tion nece.4-6(UAe. &-£ 4u^^6an^£ pou^. QU£

F(X) = ^ a X   C^CFX]] 4o^f un e-fcemeizt a.noJiijtiqu. i 4uA D(0, 1) &6^ QU£ -£a 4uxt&
n>0

n

(a_)-^i»i &0-U. (p)-p^. fc6qu-£ peA. ^od^.qu. i (ou b^en u£Aun&in&izf pe^od^Qua moduto p pouA.

tOitt h>0), C. '^f>t d^A-i QU& :

V £ > 0, 3 n/£ W et T e ]N
0 ^t^. 5 qu&, V n>n^, la^-a^^l < £-

D Une fraction rationnelle sans p31es dans D(0, l) verifie Ie Eheoreme precedent

par application du critere d'Amice apres decomposition en elements simples.

A.
En effet P^(X)= ^ -' ' ,^ e <C^(X) avec |e^. ^|< 1, si |e^. ^| =1 alors pour tout

"' 
' 

il, k (1 -e, _X)K p 
' l>nl ' l'nl

lln (Dr-l)DrI ., . -h
he IN , il existe r et r'e ]N tels que ej; "" - I I ^ P ! done si

i,n

P (X) = ). a X"' pour |X[ < 1, la suite (a _)_. ^ est clairement presque periodique,
nv'^ _^^"m, n" t"""' '"' '' -- ----- '~m, n'm£]N

on conclut par passage a la limite pour les elements analytiques sur D(0, l) . Si,

maintenant, on suppose que la suite (a^)^^^ est presque periodique, on a :
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a +a ., X+... +a .^,X
n -1 n -n "n +1 " ''' ~n +T-1

F(X)=a_+a. X+... +a_ , XQ +X° -^--^-^--^
o -1" --- -n^-1 -- -- , _^T

T-l

+ £G(X)

ou Sup |G(X) < 1 et ou n , T, £ sont comme dans 1'enonce du theoreme. D
XeD(6, 1)~ °

On voit done que montrer qu une suite est (p)-presque-periodique equivaut a

montrer que sa fonction generatrice est un element analytique p-adique sur D(0, l) .

En fait, en regardant les endroits ou la serie generatrice F(X) = ^ ar, ^- est Pro-
n^O n

longeable analytiquement, on peut preciser la liaison qui existe entre £, n_ et T.

Ceci repose sur Ie theoreme de Mittag-Leffler p-adique ([24]), que nous allons

donner sans demonstration apres la definition suivante :

VET1NITION 4. - (Robba. [24]}. So^t S) un ((U<xA^-connexe de C_. Un cLU. qu. a oweA.t

T={xeC^; |x-a|< r } U>t un t^.ou. d&.Z? 4^ Tcic - ^ &t ̂  T ut max-tam-C pouA
to. fi. iiioition d'^nctiu^on. On note "6 to. ^cwuJULe. dz t/tOiU> (ouyeA-ti) de. £> . S^ £> ut

; bo^ne, on admit comme -^LOU £& "d^qu-e. oiiveAt" de. ce.n^Le £'-c.n^»zt C_ -D(a,R)-r ou
a e ^> e^ R=Inf. {r ; S) c D(a, r)T}.

i

JEXEMPLE. - Si £> = D(0, l) les trous de ^ sont Ie disque ouvert de centre 1'infini et

de rayon 1 , (C_-D(0, 1) , et tous les disques D(cx, l) ou les a forment un systeme

complet de representants de ^ _1 Wj _ ou 0/ _ est 1'anneau des entiers de C_ (i. e.
+' p. -p . p ^ -.. - p

^=D(0, 1)T) et ou ??%>_ est 1'ideal maximal de (^_ (i. e. ?^_ = D(0, 1)~) ; par

example on peut choisir les a comme etant toutes les racines primitives de 1'unite

d ordre premier a p.

THEOREME 5. - (de. M^ttag-L^^eA p-ad^ue ; Robba. [24]). So^: F un el&me-nt a.ncLLytiqu.i

4UA. t<i. qu. CLioi-c. onnix. e. £>, i. OAjt 'S to. ^amWiz du ^LOLLA d& £>. T. t £X-c6^£ pouA. c. haqu. e.

T e ^ u. n u. n^qu. ii S. tw«int a.na^yt^qu. e. F &UA C_ - T, >ui£ a £'^n^n^., te>t qu-e. F - F^, 4e.

pftotongi. a.natytiqu. unint dan^ T. En ouLtA-a, on a F= ^ F ^a 4omfn& conveA.g&an< u»u--

Tetf
^o^m&m&nt AUA. 3) iiUA.va.yU. tz ^A^e. d&6 comp£emen^(UA. &4 daA pc^ttiu ^nie^ lit

IIFII^=SUPX^ IF<X)1=SUPT^ IIFtlc_-T=SUPT^ SUPxe<E_-TlF (x)l-

Comme application immediate on a Ie resultat suivant qui montre Ie lien entre

la geometric du quasi-connexe sur lequel F se prolonge et la presque periodicite de

la suite a
n
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COROLLAIRE ?. - Une. condition nec. &-44cuA. e e^: Au-^-cAan^e pouA. qua F(X) = ^ a x AO^C
p-1 ^ n>0 n

un e-Ceme-fzt anatyti.qiL^ -6UA c^ - u D(i ', 1) nu.^. a V ̂ n^vu., Ut qu.& tu> 4tu^&4

m ^ a. . / . ^ ^O^. e.vit pauA. 1 ^i <p-l ^.a /tutfu. c. tion a ]Ncf'u. ne ^onc-tcon co>ztc»ui& da
i+m(p-l) - "" -<

7L dayu> £ .
-p - -p

Q D'apres Ie theoreme de Mittag-Leffler on a F=F + ... +F ou

F, £ %>_(C_-D(i~', l)-), et F, (X)= ^ A, . ;-(xi _) , ^, avec limJX, , J =0, Ie resul-
1 -Op-'-- 1 ^ 1, K (i_xi-l)K+l k^, ' L't

tat est alors immediat grace au critere d Amice et au petit theoreme de Fermat. |_|

On voit done que la theorie des elements analytiques fournit un cadre et un

langage agreable pour Ie traitement des suites d entiers p-presque periodiques.

11. -SUITES CLASSIQUES DE NOMBRES

On peut remarquer que la plupart des fonctions generatrices exponentielles (resp.

generatrices ordinaires) des suites classiques de nombres satisfont une equation

differentielle algebrique (voir les exemples ci-apres). Ce type de propriete impose

a priori des limitations assez severes sur les denominateurs des nombres en cause.

I En effet, soit F(X) = ^ a X  ^[[X]] ou ̂ Q est la cl6ture algebrique de Q. On a alors
Ie theoreme suivant :

, THEOREME 6. - (S-cbut/a-SpeAbeA [25 a]). 5^ FeQFCX]] ^cuU^^CLU u.n& iqiicLUon d^^e^-en-

t^elte. ottge. b^qu. e. [non fyuM^ai^. }, alou F po44ed& un d^6qu& da cowe/i-ge-nce non . CU-

, v^aJi pouA toiite. vcLiiuA <xb4o-£u£ non cUtcki. me.cLie.nne. ^ de. Q.

La signification de ce theoreme est la suivante. Si FeQ[[X]_] et si \> est la

valeur absolue p-adique sur Q, alors Ie denominateur de a (ecrit sous forme irre-

ductible) contient p avec au plus la puissance rn ou re ~R et est independant de n.

Ce theoreme generalise les resultats classiques de Eisenstein et Hurwitz que je

rappelle ci-apres.

THEOREME 7. - (E^Ae.n4^^n [73]). S^ una 4a^c& F(X) = ^ c^xn d& Q[:[X]] ^£p^. e4&nt£ u.nz
n^O n

^onc. ti.on cLtge. bfU.quii, ai.oft^ ^1 e. x.^te. u-n i^e. TS t&t qia <lce I ou I ut £ ann&au du,
intieA^ de'Q. En ou^e., ^ fcx-^^e c>0 -(&£ qua, ou b^en c^=0, ou b-^e-n



c |_, > c"> o oa
n'°°

Uii. une vaj^&uA. ab^o-^ue. aA.GUmed^£nnz 4uA Q.

THEOREME S. - (HuAW/cfz [77 a3). S^ F(X) = ^ c^X e Q[[x]], ^, cutif>^cu. t un& equation
n~>0 n

d^^e^-e. n^e^e. aig&b^iqu. e., >it ex^ti h(s) e TL [s3 e/f: n e ]N ^a£4 qu.z, &-i un domb^e

p^em^eA p d^v^<i iz de. nom^. ncut&.uA da. c pouA n> n aiou p dvj^a.

h(njh(n_ + 1).. . h(n).

Apres ces generalites, nous aliens donner un resultat plus precis du a

Fujiwara et dont Ie domaine d application coincide assez bien avec les suites de

nombres provenant de 1'analyse combinatoire ou de 1'artihmetique et, en particulier,

des suites de nombres provenant de denombrement sur Ie groupe symetrique ou de

nombres provenant de valeurs en certains points de serie de Dirichlet ayant une si-

gnification arithmetique.

THEOREME 9. - (Fuy-cum-a [?5]). So-^ F(x, y, y',... , yv"/) un po^ynome. a c.oe.^ic.^wtf,

e-fztceA-A n.atwnn&td vt ^>oit y= f(x) = I a_ ^, - avec a^ £ z . S-<- y veA. -c^e. Ve.qu.ation
n>0

^^£n^<Le^& F(x, y, y',..., y(n)) =0 eX 4^ -4IY(x, f(x), f'(x),..., f(n)(x))| =a
9y (n) x=0

au&c (a, p) = 1, aJLou to. &eAi<i de. Ja.yliot g(x) = ^ ax ut an e. iwi&nt OLnaiytt.qu. e.
n>0 n

p-ad^que. 4uA D(o, l) cc_ ; au^emen^ d^t, ia ^lUte. (a^)^^^ e4^ p-p^ie^que. peAiod>iqu. &.

.

(k)_. (k)
n-k (n).a On a y^) =f^)W= I a^ ^ _ ,,, , . De F(x, y, .. . , y^n^) = 0 oh tire

n>k

3F
.

(n+1)

3y (nl . 9y
. y + ... +-^- . y + -^-= 0 ce que 1'on peut ecrire

n*~

P(x, y, yt,..., y(n))y(n+l)=Q^(x, y, y',..., y(n)). De la on tire

^^2)-^«0>-^"^-^<x. ^'. -^<n+')'. p-^3)-^l'-^°+2>Edxvv<o-

,2 .. (n+2)
.

(n+1),et done P2. y(n+2)=Q^(x, y,..., y(n+l)) et par recurrence Pk . y(n+k+l) =Q^(x, y,... y(n+l))

dx^l

,
k (n+k+1)

dx

On
x x

si f(x) = a + a, -;-^-+ .. . + a -T-+ . . . avec a_e ZZ alors
oil! n n! n

(f(x) - a )m= f(x)m-mf(x)m~a_ + .. . + (-l)mam= 0 modulo m!, ou la congruence est a
n n

prendre au sens suivant : si f(x) = ^ a -y et h(x) = I b -y avec a et b eZ,
n>0 " '" n>0
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alors f=h mod(m) equivaut par definition a a_ = b_ mod(m) pour tout n>0. II faut

done montrer que si a =0 alors f (x) = 0 mod(m!). On montre ceci par recurrence,

c'est vrai pour m= 1, supposons que ce soit vrai pour m- 1 ; alors on remarque

que -j- f (x) =mf (x)f (x) et on conclut en utilisant 1 hypothese de recurrence

et Ie fait que les series exponentielles ferment une algebre. Done

Q^(x, y, y',..., y(n+l))^(x, y, y-,..., y(n+l)) .

(n+1).
, yv "'") mod(m) ou R^e2ZTx, y, y', . . . , yv ""/3

est de degre m-2 au plus en chacune des variables et ses coefficients sont modulo m.

On appelle un tel polynome un polynome reduit. Le nombre de polynomes reduits dis-

tincts est fini et au plus N- 1. Done pour tout k, on a :

,N .. (n+k+1) _^ , " " ..(n+l)^N-k_-^/" " ..(n+1).P" . yv
" " "/ 

=Q^(x, y,..., yv
" 

'/)P" "E R^(x, y,. . . , y'"' '/)mod(m)

ou R^ est un polynSme reduit. II existe done un i tel que 1 < i<N- 1 et
.

(n+0^ _-,7/.. .. .. (n+1)^-. ^__ ^N _. (n+N+l)_^N __(n+i+l)_
R^(x, y,.. . , yv

" 

-/) = R^(x, y, ... , yv
" 

'/) et done P" . yv
" " '/ EP". y'""' '/mod(m) et

comme on a suppose que P(x, y, y',..., y )| =a avec (a, p) = 1 on en deduit que

_(n+N+l) _ __(n+i+l)__^/_h^ _, ,, _, _ .,_., _, ___h ,, . _, , -,, "_ _. __-^. ^ _... -,. _ ,
y'~ ~ '' ^y'" - '"mod(p") si 1'on a choisi m=p". II est alors immediat que la suite

a_ est p-presque periodique. U

On voit apparaltre dans ce theoreme Ie fait qui apparaTtra constamment dans les

examples ci-apres, du passage entre une serie generatrice exponentielle ayant de

bonne proprietes fonctionnelles ec la serie generatrice ordinaire ayant de bonnes

proprietes de prolongeabilite analytique p-adique. On est done amene a introduire

la transformation de Laplace formelle.

.n

PEFINITION 5. - ([6]). So^ F(X) = ^ a ^, - K[[X]] ou K ^t un AuA.co^. pA de. Q. On

n>0
n n!

po-&e X(F(X)) =F(X) = ^ a^x . On appe^e -^'app^ca^on ^ , -to -^.anA^o-^rKX^ton de

iapia.ca )$oAme^£e.
n>0

LEMME 7. - ([4 d]). La ̂ .(xn^^oA.ma^con da Lap^ace ^o^meZ^e po^^ede. ^.&4 p^op^ie.te.^
4Lu-uan^&4 :

^) ^ Ut c.ontiyuii pouA to. topotog^z X-ad^QU£,

.

aX,
ii) t^ (e"") =

1 - aX

iii) 4^ oC (F(X)) =F(X) 0^0/1. 4 <S(ea F(X))= - F(-x-,,)
1 - aX ' vl - aX'
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^^) ^(^x^[ <F(X)) =^ (F(X)).

D Toutes ces proprietes sont evidences, uous allons seulement demontrer iii) .

X'On pose F(X) = ^b ±y- , il vient :
n^O

n n!

aX^/, ^ v / ^* k, /n^^ X~e F(X) = ^ ( ^ a ^r, -^(^)^ nT et Par consequent :
n>0 k=0

n+k . k/n+k)X(eaxF(X)= ^ (. I_a\_J^)Xn= I_ b^ J_ Xn+k ak(n^
n>0 k=0 Ll """ n>0 " k>0

c

I \
n^O "n (l-aX)n+l D

X'
LEMME 2. - SoAjt F(X) = ^ a ±y-e K[[X]3, on peu^: ec^-<Ae de. ma. i^e^e unique.

n>0
'n n!

F(X) = ^ b^(e - l)n au&G b^   K.
n>0 n n

^
D C'est clair car T=e - 1 est une uniformisante locale de KFFX]]. Cl

On a Ie theoreme suivant qui est la clef des applications .

;THEOREME 10. - 5o^ F(X) = ^ a ^, -e ([[X]]. So^ F(X) = Ib(eA-l)n= ^ b^Tn=G(T)
n>0 p n>0 n>0 n

ou t'on a. po4e T=e - I. On po4& G(T) = J^(G(T)) = 5' (n!)b^T . Le^ deux pftOpo&-cUon^>
n^O n

^lUvante^ ^ont e. qiju.va^e.nte^ :

^) F(x) ut un e-£em£n^ anatytiqu.e. p-acLt.quz AU^. D(0, l) ;

-c<-) G(T) e^t u.n e. ie.miitvt a.natytiqu.e. p-ad^.qu.e. -6uA D(0, l) .

Montrons tout d'abord i) =^' ii).

Soit F_ une fraction rationnelle de 1C (X) approchant F uniformement sur

D(0, l) . On decompose F en element simple et on est done amene a etudier

fk(x) =T. -TTk avec lal ^ '' et hk(x) =xtv' ke v . on a f](x) = 

] _'ax et fk(x) =FT
(1 -aX)1

f. (X)=-La-k+l d=rr a

k-1
a\ / X , ,n

dXl
-, (f, (X)). Or ?, (X) =eax= (eA- 1 + l)a done f, (X) = ^ (^)(eA- 1)

n>0

et done g, (T) = ^ (^)T", g, (T) = ^ a(a - 1) .. . (a-n+ l)Tn avec |a| < 1.
n>0 n>0



Or a-k-p Ea-k mod(p 0" ) ou (9' est 1'anneau des entiers de C , et done, si
^. /. _:° ^'"^ v, p\r^p ^^ ^""""" "^ ^-^" " "p' " """"'

n = rp" + q avec 0<q<p -l, ona:

a (a- l)... (a-n+ I) Ea(a- l)... (a-q+ l){a(a- l)... (a-p"+ l)}~mod(p"),

Ph-l _ u . ^h
et done g, (T) =']; a(a-1) .. . (a-n + l)Tn J; (a(a-1). .. (a-p" + l))r Trp

n=0 r>0

A
p'- 1

= '^ a(a- l)... (a-n+ l)Tn
nO 1 -a(a- l)... (a-pn+ 1)TP

module p 0'_[[T]]. Raisonnons par recurrence sur k, on a montre que

g, (T) e ^(/7(D(0, 1) ), supposons que 1'on ait montre que g £ (%^(D(O, I) ) ; on

fk<x>-iJ. AX ^<?k-l<x»a,J, ^!iA^bn<k-]><ex-"1'-
=k1^x J. (bn. l(k-l)-(n+l)+n-bn(k-l))(ex-1)n=

n>0

= TL I {(n+ l)b,. , (k - 1) + nb_(k - l)}(ex- 1)" +
n+1 nka

n>0

ka X ^ {(n+2)(n+l)b^^^(k-1) + ((n+l)"+n(n+l))b^^, (k-1) +
n>0

+n2b (k- l)}(ex- 1)n.

On pose A =^-((n+ l)b^^(k- 1) +nb^(k- I)) et
B =- ((n+ 2)(n+ l)b_., (k- 1) + ((n+ l)2+n(n+ l)b_^. (k- 1) +n2b^(k- I)).

n ka "v" -''" ''n+2' ' . - - - ' n+1 ' n

II est clair que g,, (T)= ^ A^Tn + Log(l + T) ^ B^Tn et done
n^O n " n^O n
n=l

g^(T)= I (n!)AJn+ ^ Tn ^ (k!)((n-k-1)!)(^)B^.
n>0 " n>0 n=0

II est clair que la suite n ->- (n!)A^ est p-presque periodique, que la suite k ^ (k!)B,

n-1

1'est aussi et done que la suite n ^C^= ^ (k!) ((n - k - 1) !)f,^)B^ 1'est aussi car la
n k:o - ^

suite k ^- k! tend vers zero p-adiquement, et la suite n -^ (^)est P-presque perio-
dique. On a done montre que g e^i(D(0, l) ) pour tout ke N. II reste done a etudier

Ie cas de Xn. Or on a X=Log(e - 1 + 1) = ^ ^-°- (ex- 1)" et la suite n^ (-l)n(n-l)!
n>0

n

,k X ,,n
est presque periodique. Par recurrence onmontre alors aisement que si X = ^ c (e -1) alors

n>0 n
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la suite n -> (n!)c est presque-periodique. On conclut alors que les fractions ra-

tionnelles satisfont ii). Les elements analytiques verifient ii) car

F=F mod(p <9/rCX]]) entralne G(T) = G (T) modph (^[[T]]) .
Montrons maintenant que ii) -^ i). On a F(X) = ^ b (e - l)n et done

n^O n

F(X) = ^1 _ v'1/1 _ .7V^ / 1--^?V b^. Comme la suite n ^- (n!)b_ est p-presque pe-
n n

riodique :

V h, 3 N et 3M tels que Vn>N, |n!b^-(n+M) !b^ < p
-h

On a F(X) =F mod(pl l(9'[[X]]) ou

N-l n!Xl
Fh(x)=nLbn C-X).. "(^-nX) +

N+Mp -1
n!XL

1
. rMp'

^ "n (l-X)... (l-nX) ^o ((l-X)... (l-(Mph-l)X))r

N-l
n!Xn

F>, a)-^bn(, -X). °:tl -nX)

N+Mp -1

n=N

n!X1
'n (1 -X)... (l -nX) "

_(1_-X)... (1 - (Mp"- 1)X)

(1 -X)... (l-(Mph- 1)X)-XMP

et done F^(X) est une fraction rationnelle sans p31e dans D(0, l) , d'ou Ie theoreme
a

REMARQUE. - Un cas particulierement agreable est celui ou la suite n -»- n!b a pour

limite p-adique zero. Ce cas est frequent pour les nombres definis combinatoirement

ou arithmetiquement (cf. ci-apres).

Nous aliens montrer sur quelques exemples comment utiliser les techniques indi-

quees ci-dessus.

/n
PROPOSITION ?. - ([?6]). 5o^t g_ -C&4 nobm^e-6 de^M^4 paA. ); g_ ^-,-=-.-,-. On a

n " ' n^0"n n! 2 - e'
g ^ 

= 

g mod(p ) pO UA. n>h. Aa^twi^nt d^t, ^ g xn e4t un e-e&nen^: a.naly-
'n+(p-l)pn ~n ~ + P-l _ n^0"n
tlqai p-ad^qu. ^ 4UA. D(0, 1)'- u D(i, l)-.

1=1
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F(X) =

Ces nombres ont une interpretation combinatoire. On a

X ,.n . .
X. = ^ (e - 1) , ici b_= 1. Done

1 + (l-eA ) n>0 n
,nn!XL

F(x)=nL C-X)... (l-nX) = J J^ (-1) (^) TT^Txy . De la on deduit par exem-
n-l l. lvk

pie que : F(X) E F^(X) = J (1-S<)A.. (1 - kX) mod(n! ZH:X]3) et do m
n-1 m

k=0

m-k/mi, rg = ^ ^ (-1) ^)k mod(n!), Ie. petit theoreme de Fermat donne alors les congruences
m=0 k=0

annoncees. D'autre part, on a

n-1

(1 -X)... (l - (n- 1)X) i g Xn= ^ m!Xm(l - (m+ 1)X)... (1 - (n- 1)X) d'ou des relations
n>0 " m=0

de recurrence mod(n!) entre les g_. D

REMARQUE t. - Les relations de recurrence mod(n!) s'interpretent dans ce cadre par

Ie fait que la serie generatrice des g_ est une limite uniforme de fractions ration-

nelles que 1 on connaTt explicitement.

REMARQUE 2. - On constate que Y=F(X)= (2-ex)~ verifie 1'equation differentielle
algebrique Y' = 2Y2 - Y.

PROPOSITION 2. - ([27], [7S]). So^t o< i <p-1 eX Ao^t B_ £& n-^m& nornb^ d&

BeAnouZtc. La 4u^:& m ^-(1-p m(:p-)~)B_. . _/_ , ^ £4^:-£a ̂ ^-(-^cc. fcton a ]N d'une
^onc. t^on c.o^U. nu. ii de. z dan^  ^ [it muni 'Loc.atunant CLn<ttytiqu. e. }.

n p-1 ix
xx . r xe

[] On definit ) B
n n! x .

n>0 " "' e"-l i=0 er" - I
I - et done

n>0 ,
pxi=l et"-l i=l̂

'_p-l eixLog(^epx-l) ^
epx-

done

n p-1 . __ix p-1

JO <'-pn~')B^-I-e^7-^

Jo<'-pn-''B"xn-Ji i<-;>;l'<'-WP"-<^«+°P'-)-F")- " e8t al°" facile

p-1
de voir que P e ^^(^^~ u D(i, 1) ) et Ie corollaire 1 donne Ie resultat. (cf. [4b]).

o . p 1=1
D

PROPOSITION 3. ([5 d]). SoU A^(t) t&. n-^m& potynome. EiLLeA^m de. ^vu. paA
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n

I An(t) ^r= - t

n^O n~ ' n! -t+e
. So^t A^(t) iu ^^actioyu, /totionneU^u> de^n^e.A pcut

x^. i. ~' 1 ^ n

tlJA_(tp)
n

. 
A^. 0^-6 pO UA. nE i mod (p- 1)^(Z 4U^:e. n -<- A^(t) 6.4^: £atAn<t) _n

A"(c)-^-^-p"
ftUt^ic. t^on a Vi d'u-ne. ^onc^ion c.ovttinu. e. p-ad^.qu. e. de. 7L a. va£. uuu> da.n^, Q(t) ®Q^.

D On a en effet par un calcul facile (cf. [5 d]) :

n p-1

I A;(t) ^ =^ I
-p"1 y_pv , \n

iv tr - |er ' - 1

n^"n~ ' n! i^l ^0 tp-l^tP-l

La suite du calcul est facile et se mene comme pour les nombres de Bernoulli. Q

PROPOSITION 4. ([76]). So^C F(X) = ^ t ^y-=exp(x+^-). A^O^LA
n>0

2n

n
x

'n n!

F(x)= I t, xn= I 2n! x'

n^O n n>0 2nn! (1 - x)
at done. £0. -ALLct& (t ) , ^ ^.f: £a tUtA. ^tion, &^

n n^<

p^ 2, d'un& ^onc/tt-on cofzttnue p-ad-^q'ue. de. 7L daizi Q (&t meme. -^oc^unan^ a.naty^iqu. e.

c^. th&o^me. 2). (S^ p= 2 on peitt donned d£4 cong^aenc&A moduio 2 &n^i. & £e4 t
c^. [4 d]).

Les nombres t_ ont une interpretation combinatoire. On a F(x)=e G(x) ou
2,. ^n _ ' .. 2n

G(x) =ex / . Or <£ G(x) = ^ 2-u(2n!) ^-,- et done d'apres Ie lemme 1 :
n>0

2n
F(x)= ^(F(x))= I 2n! x'

n^O 2nn! (l-x)2n+l
d'ou Ie resultat grace au critere d Amice. On

remarquera que Y =exp(x+ x"/2) satisfait 1'equation differentielle algebrique

Y2=Y"Y'- (Y')2. D

PROPOSITION 5. - (F4 a], [9 c], |: 74], [?6], [23]). Lu nomb/ie^ d& Be^ (Pn)n>o de^^a
n x_ ~ ^ ... . " . ., , pp-l

pOA ^ P ^-j-= e 

~ 

=F(x) veA-t^int tu congA. ue.nce4 ^iu.vanta^ : on po4e k(p) = F _
n>0

dtoU P =P ,_ , mod(p ) U p^2 (h> 1), P_= P_,,. ^^mod(2) vt
ln"n+k(p)ph-l""'^t' ' ~" r- -- " -n

P_ = P ^mod(2h), h> 2. En OU^e. F(x) = ^ P^x" e4-t un &tm<int anatytiqu-e. ^UA tz
n n+k(2)2h - ^ n^O n

qu.oA^-conne. xe. 0=C- u D((:. , l)~ ou ;;. Aoizf-^e^s ^ac^ne4 d& t'iqu-ation \-xp~ - .y, p = 0.
=1
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On a F(x) = e
x

e"-l
x

e -
- donc F(x) = ^ n -^ -n -nYV A Partir de la on

n^O ni n^O u -x;"-u -n'

montre comme au theoreme 10 que F(x) = F, (x) mod(p Z [[x]3) ou
.h
p"-l
I x"(l - (n+l)x)... (l - (pn-l)x)

Fh<x) =
n=0

(1 -x)... (l - (ph- l)x)-xp
. Une etude precise des F^ et Ie theoreme

de Mittag Leffler p-adique donnent Ie resultat. Remarquons que Y=e
2

1'equation differentielle algebrique Y' =Y"Y-Y'~. d

ex-l
satisfait

n -x

PROPOSITION 6. - ([?6]). SoU F(x) = I d^ ^,-=-Te^; . ^ 4(i^:& n ^ (-l)nd^ &4t, pou^.
n^O n n! ' -x n

tou. t nomb^-e. pfiun-ieA. p, ta. fti&Vu^c^ion a. l^ d'Ltne ^onc^Lon c.ontinu.e. de z_ da.izd (1: .

(e^: m&ne -£.oca£ewie.izt a.baJiijtiqu.e. de. 7L_ da.n& £^).

D Les nombres d out une interpretation combinatoire. On a J^/( ) = ^ n!x et

-X

done d'apres Ie lemme 1 on a : ^ (- -) =-- ) n!
1 - X' 1 + X

^ (-l)nd, xn= I (-l)nn!

n>0

-. Et par consequent :

,

n+l

n>0 (1 + x)'

. Le critere d Amice donne Ie resultat. On peut re-
hso " n>0 (1-x)'
marquer que Y =F(x) verifie 1 equation differentielle algebrique

Y=-(l -x)Y- (1 -x)Y' . D

On pourrait multiplier les exemples cf. [4J, [5], [9], [14], [16 ], [23] ainsi que de

nombreux articles non cites ici.

On a Ie resultat suivant du a Carlitz ([9 b]) (cf. aussi [5 e.]J_5 f] pour une

autre demonstration).

THEOREME 77. - ([9 b], [5 ^]). So^t X= ^ e^ -^e ^r[X]] avzc e, = 1 ^ |e^| < 1, &o^t

n>l

n^l
n n

Y= I a -^- -to 4eA^. & n. e. u.pfioqu. & d& x. So^X c e d; ^e^ que |cp- -e | < p- , cttou on

OY= ^ b^(ec - l)n ou b^ =b^(c), au£G
n^l n n

b, =c-t)

^c) |b^| <

-1

-n
-6^. 1 <n< 2p- 1

^U) |b^|< |c|-n. rn-1 ̂  n>2p 0(1 r =pl/<2P-2) 4^ p^2 &^ 3, ̂  = 32/7, r^=23/4.
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d La demonstration est basee sur Ie theoreme d'inversion de Lagrange des series

formelles. On peut remarquer que ce theoreme est, a priori, en dehors du champ d'ap-

plication du theoreme de Fujiwara. D

COROILAIRE 2. - Ave.c -^£4 no^a.fct.oi/L6 <it -£e.4 hijpothe.&u du t^eo^em& 11, ia. 4eA^e-

F(X) = ^ a Xn £4tu»i'&^emei^ana£f/^queAuA. D(o, l)~. S^. -£'on . iuppo^e. que |e_| = leX
nS 1 - . p

done. qae. |c| = 1, atou F ut un e^. em£n^ a.naiytiqu. e. p-ad^qua 4uA.
.

+ p-l .. -1 -1 .-
D(0, 1)' - u D(i 'c ', 1) .

1=1
-n,,n

n!c"X~Q OnaF(X)= ^ n _ ^v\ o _ ^^vi b^' etd'apres Ie theoreme 1 1, lim|n!b^| = 0,
CA^... ^i ~ ncA^ n n

Ie corollaire est immediat. Q
n-x»

Parmi les applications de ce theoreme on peut citer les nombres de Schroder

(E5f_l) et les coefficients des fonctions elliptiques de Weierstrass ([9a], [5 e],

[19 a;L[19 b]).

En fait, on peat remarquer que, si 1'on a certaines congruences de type "Cartier"

entre les e , alors on a de meilleures estimations pour |b | et done de meilleures

congruences pour la suite (a^)^^ri' Plus precisement, nous aliens montrer que si les

e eZ et s il existe LO £ Z tel que, pour tout n>0, e i, = ue ^ mod(p Z_) alors
np np p

(jb |)=1 si |e 1=1. Pour montrer ceci, nous aurons besoin du resultat sui-
nelN vl"n'' ' -- '-p

vant du a Dwork.

THEOREME ? 2. - ([72], [20]). SoLt K -£'e.x^&n4-c.on ma.x.mal^ non fi.cm^e.z de ^ vt &o^t

o t<i. F^obe. »uu4 4uAK (^.. e.. a e^-t -e'uiz^Que OiLiomo/Lpki&me. du. gA.oupe. d& GcUio^ de. K 411^.

Q^, t<it QU. &, 4-<; xe K e-^ |x| = 1 oJiQU |o(x) - xp | < l). So^: F(X) £ 1 + XK[CX]] . So/Lt
A^ = {x e K ; |x[ < 1} t'annwu. d^ enAceA4 da K. A^.o^ F(X) e 1 +XA^rrx]] 4-t e^: 4eu£&-

m&n^ &-i (F(X)) £ 1 +pX A_[[XJ] ou FCT(X) = ^ o(a^)Xn-6-t F(X) = i a^Xn.
F°(XP) n>0 n>0

,
n.

D On peut ecrire formellement F(X) = II (1 +b X") avec b £ K. Supposons que
n>0

F(X) e 1 +X . A_[[X]], alors il est clair que b_ e A_, et done

(F(X))P
n

(l+b_Xn)P
n

1 + bpXnp
n

1 + bPxnp
mod pA^rrx]]. Or

F°(XP) n>l l+a(b_)Xnp n>l I + o(b_)Xnp ' p " l+o(b_)Xnp
e I +pX

n' ~ -' n' ~ '-n
p

par definition de o et done '^'"/_/ £ 1 +pX A_[[X]] Reciproquement, si la derniere
Fa(XP) ' p^
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(l+bX)p
relation est vraie, alors -'-r= 1 + pa, X+ X K[[X]], avec |ot, | < ', et done

1 +CT(b )XP
pb, =pa, ce qui implique |b | < 1. Par recurrence, on montre que

(l. b^Xk)p
1 +CT(b )X

-= 1+paXk+X K[[X3], avec |a^| < 1, et done |b^|<1. D
Xn ... . YnTHEOREME75. - SoU Y= ^a^-, -e^x= ^e^- d&ux -6eA^£4 A. £c^p^oqu&4 dz Q [[X]],

n>l " "" n^l

te^e-& qae. e, = l e^: e_ e z^ pou^. tout e.wU. ^L n> l. Le4 deux p/topo^^iovt& &iu\>a. nt^!>

Aoizt S. quA.vate. ntu :

^) Ona. \e \=\ lit -U e.x-cA^e u £ zz^ '<:e^ (?ue-> Pou^- -tou"t n > 1 e;(L ^ou;(t h > 1 >
e ,_ = h)e ^ , mod(p"ZS_) ,

np np

Li) U. ex^ti. un nombn-a c de. £'ex-te. n4-con max^na^e. non ^am^-ia K de Q^, .(:&£ QU&

|c| = 1 ^ Y= ^ b (ecx- l)n ayec. Sup|b | = 1, e^: on pe-u-t cho^^t (jo=o(c)/c.
n^l n 

' 

n>'l' nl

D Demontrons i)=»ii). Nous allons commencer par montrer que, s'il existe

0) 6 Z tel que e i. = ue ^_, mod(p Z^) , on a en posant (j0=o(c)/c,
np np

ecx= 1 + V d Yn avec |d |<1, d, = c (et done |d, | = 1, car e^ = u mod(p)).
n 'n' ' I . ' l ' P

Pour montrer ceci on va utiliser Ie theoreme 12.

(exp(c I e, ^-))p
n>l n n

exp(CT(c) ^ CT(e^ ^-))

rn. . r- . . Ynp., _. _-. cX
-=exp{( ^ pce -) - ( I CT(c)e -)} ; posons F(Y) = el

n>l n O(n)

= exp(c ^ e --). On a :
n>l

,n

imip. exp( !, P^^E
F"(YP) ' n>l

(n, p)=l

cenp-a(c)en, np
n n

n>l " " n>l

e ~ e

Ynp}, or |"np, "n| <p-l pour tout n> 1.

Par consequent : -JFa)) =exp{ ^ pce^ ̂ -+ I pa^Ynp}, avec |a^| <1.
F"(YP) ' n>} n n n>l

(n, p)=l

(F(Y))POn a done montre que ^['1}}   ' + pX A [[X]] ouAestl'aTineaudes'entiersdeK. D'apres

Ie theoreme 12 ceci implique que |d^| < 1 pour n> 1 et comme d^ =c, (ri=epmod(p), on a
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aussi |d | = 1. On tire immediatement de la que :

(*) ^ b (e - 1) , avec |b|=l et |b|<l pour n> 1 .
n>l

Reciproquement, supposons que les relations (*) soient vraies, alors

ec = 1 + ^ d Yn avec [d | ^ 1 pour n^ 1, et d =c, done X=c~ Log(1 + ^ d Yn)
n n I ^,nn>l

Yn
n>l

}, e^ - avec e^ e Q^ car a_e Q_. Or il est bien clair
n^] n n n "P n -p

Yn,
exp(c ^ e^-^-) e 1 +X A^[[X]]. De la on tire d'abord en derivant logarithmitiquement

n^l nn P
que : c ^ e^Y eA^[[X]] et done que e_ e Z_ , et d'apres Ie theoreme 12

n>l
n

exp(pc ^ e^ -^-)
n>l

n n

1exp(o(c) ^ e
7nP

e 1 + pX A [[X^3 ce qui implique que
ce - 0(c)e

np ' " i
n

e pA et done
p

e

np

n>)
CT(c)

n n

e_£ pnA_. D'ou Ie theoreme en posant (j0=0(c)/c. D

Ce theoreme est utile pour les congruences entre coefficients de fonctions el-

liptiques (F9 a], [19 a], [19 b1). Actuellement il est utilise dans Ie sens i)==»-ii)

mais on pourrait probablement 1 utiliser dans Ie sens ii)===^i) grace aux travaux de
Carlitz.

REMARQUE 1. - Posons c "a_= lim. c " 'r '/t' a ^, la limite etant au sens
n h-x" n+(p-l)pt

p-adique. Sous les hypotheses du theoreme, la limite existe. Ce theoreme traduit

alors 1 equivalence entre les congruences "a la Cartier" pour les e_ et Ie fait que

la suite n->- c a^ est, pour nEimod(p-l) , la restriction a N d'une fonction de

1'algebre d'lwasawa [6]. C'est-a-dire que la suite n ->- (;~I-<. P-I-)n g* ^ ^ gg^ -^g
'i+(p-l)n

restriction a IN de la limite uniforme sur 7L d'une suite de polyn8mes exponen-

tiels ^ X u" ou u e 1+ pZ_ , A e C , |X | < 1, s e Z .
fi'ni""" "" - . -p' -u-p' '-u1--' --p-

REMARQUE 2. - Dans les propositions 1, 2, 3, 4, 6 on peut facil6ment ameliorer Ie

resultat en remarquant que la fonction generatrice ordinaire est un element analyti-

que sur un ensemble plus grand que celui indique dans Ie texte.
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