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ANALYSE p-ADIQUE ET SUITES CLASSIQUES DE NOMBRES

RESUME

Soit (an)n€IJ une suite de nombres rationnels (ou plus généralement de nombres

algébriques sur ) et soit p un nombre premier. On montre que la propriété pour la

; - s ls s h _ ; ’

suite (an)ne]N d'étre pour tout h € N périodique modulo p & partir d'un certain

rang (ou de maniére équivalente, que la suite (a )n€N
n

p it b oz . 3 _ <
une récurrence linéaire modulo p & partir d'un certain rang) est équivalente a des

satisfasse pour tout h € N

propriétés de prolongeabilité analytique p-adique de la série génératrice

n . R A s
Y = z a_ X sur certains sous—ensembles de € (complété de la clGture algébrique
nz0 o ' P
de Qp). On indique comment la géométrie du domaine sur lequel Y est un é€lément ana-

lytique p-adique (i.e. sur lequel Y est prolongeable analytiquement p-adiquement)

permet de prévoir a priori les congruences satisfaites par les a. On montre ensuite
- n

; : . : ; & X . : ’
que, si la fonction génératrice exponentielle Y = 2 A o satisfait certaines
i n>0 :
propriétés fonctionnelles, alors Y = 2 anX est un élément analytique p-adique sur
n20

un domaine de Cp contenant D(O,l)—, le disque ouvert de centre O et de rayon | de Cp;
ceci est le cas par exemple si Y satisfait une 8quation différentielle algébrique et

si a e Z ou si la série réciproque de Y posséde certaines propriétés.

On montre ensuite, sur des suites classiques de nombres, comment on peut obtenir

des résultats effectifs. Pour cela, on est amené 3 introduire la transformation de
n
Laplace formelle £ qui 3 la série de Taylor Y = z a - associe la série de
a n=0 ’
Taylor Y = ) anX et 3 indiquer quelques propriétés évidentes. Enfin, on indique

. n20 " . 3 q i ;
pour terminer le lien qui existe entre les congruences de type Cartier satisfaites

(i.e. pour tout nz1, e % z e hel mod(ph)) et les
np np

congruences de type Kummer satisfaites par les coefficients a de la série

ar une suite d'entiers (e
P o ( n)nzl



n e
X o oo n n
—- Tréciproque de la série X = — Y.
n! n

)
n>0 n=1

I.- ANALYSE p-ADIQUE

Soit p un nombre premier et soit (an)n€ une suite de nombres rationnels (resp.

N
de nombres algébriques). On s'intéressse aux propriétés de congruences modulo ph
(he N) entre les a . I1 est clair alors que 1'analyse p-adique doit pouvoir appor-

ter au moins un langage agréable pour traiter ce genre de questions.

Rappelons les généralités suivantes (cf. [1] ou [20]). Si a/b==Pa a'/b'e Q
avec (a',p)=(b',p) =1, on pose |a/b| = p—a. Avec cette définition @ est muni d'une
valeur absolue ultramétrique, i.e. ]%+%[ < max (|%|, |%|) On peut compléter Q pour
cette valeur absolue, on  obtient ainsi Qp le corps des nombres p-—adiques. Dans
toute la suite |.| désignera une valeur absolue non archimédienne prolongeant la
valeur absolue p-adique sur Q. Le probléme de départ se traduit donc aisément en
terme de cette valeur absolue. On définit Zp = {xe¢ Qp; |x]s 1}. I1 est facile de
voir que Z? est un anneau, complété de Z pour la valeur absolue p-adique, et que
;25 = lim. Z/ph'Z (cf. [[1] ou [20]). On définit de la maniére habituelle la notion
de fonction continue sur M(:Qp a valeur dans Qp, on note Y?(M,Qp) 1'ensemble de ces

fonctions. On a le théoréme important suivant

THEOREME 1.- (MahLen [22]). Soit 6(ZP,QP) L'espace des gonctions continues de
| (x
¢zzp dans Qp. Posons (0) = | e/t(

sont équivalentes :

x)_ x(x=1)...(x-n+1)
n/~ n!

. Les deux propriétés suivantes

L) fe f%(Zp,Qp)

AL) 1 exdiste une unique suite ()\n(f))neN d'eléments de Q telle que
lim. |A (£)] = 0 et, pour tout xe Z_, £(x) = § A (f)(x) La convergence étant uni-
n>o° L p nZO n 3
. . n N
forme sun z .. En buthe A () = ) (-D"(P)eqo) et
B " k=0 K

el =sw, , l£Go| =suw_ [ (]

Zp P

(0 Nous donnons ici la preuve de Bojanic [7]. Z est compact, donc f est uniformé-

ment continue sur Zp . La seule chose 3 montrer est que lim. lAn(f)| =0 si Xn(f)
n->o

est défini comme dans le théoréme, car il est clair que, pour tout me N,



f(m) = Z A (f)(m) et on conclura grice a la densité de N dans Z
o D n ) )
Pour h assez grand, on a |AP £(x)| <1 car |(£ )| <1 si k#0 ou ph et
h

h p h
!f(x+~ph)-f(x)| <1 ou Ap f(x) = Z (—1)p —-k(i )f(x-*k). Donc pour tout
k=0

n
nzpt on a |[A"E(0)]| < 1 car A™PE(x) =A"(A"E(x)). Or si n1=ph, A e e %@ .0) .

h' P T 7
Donc 1l existe n,=p tel que :]A (A f(x))ls {]a (f(x+—n2))-A CICIDIN

n
P ]|A ]f(x)|} <p 2. Et donc, si n=2n, +n |Anf(x)|fép 2. On définit alors par récur-

1 2°
" rence n_ tel que, si n2 notn,+...tn, IAnf(x)|:§p . On a donc montré que
lim. lAnf(x)| =0 pour tout xe Z et comme Sup | (X)I =1, la série z Anf(O))(X)
P XeZ n n
n->o p n=0

converge uniformément sur ZP vers f(x). Le reste du théoréme est évident. []

Ce théoréme peut se généraliser dans diverses directions, on peut remplacer Z
par des ensembles plus généraux (cf. [2]), on peut remplacer les polynOmes Cﬁ)par
d'autres fonctions (cf. [8] et [26]). Carlitz, par exemple [9 a],[9 b],[9 c], a

n
démontré de nombreuses congruences du type z (—])n ke (n) a, =0 mod(pr(n)) pour

k
k=0
nzn_, ol a, est une suite d'entiers définie arithmétiquement ou combinatoirement.
Il exprimait en fait qu'il existait une fonction continue p-adique sous-jacente 3 la

suite a . Nous reviendrons la-dessus ultérieurement.

On peut plus généralement, définir des fonctions dérivables, localement analyti-
ques de Z%) dans Qp, toutes ces fonctions sont caractérisées aisément en terme de

leurs coefficients d'interpolation A . Par exemple
P - P

THEOREME 2.- (Amice [21). Soit fe 6 (Zp ,Qp),f est Localement analytique sun z
({.e. en tout point a de Zp AL existe un disque D(a,pa)+= {xe Zp s|x-a| < p,}
tel que £ s04t neprésentable sur D(a,pa)+ par une sérdie de Taylor en x-a) 44 et
seulement 84 £(x) = ) A (£)(%) et 1im.sup.|xn(f)|‘/“< 1.
n20

On définit & partir de Qp la cldture algébrique de Qp que 1'on note ﬁé, sur la-
quelle la valeur absolue p-adique s'étend de maniére unique si 1'on impose
|p|==p—1 ([11,[20]). Mais @ n'est pas complet pour cette valeur absolue. On compléte
donc 6? et 1'on obtient un zorps complet et algébriquement clos cp. Ce corps Cp est
le bon corps pour manipuler les séries de Taylor car le principe du maximum y est

valide ainsi que le théoréme de Liouville (cf. [1]). On suppose que 1l'on a choisi



une fois pour toutes un plongement de Q dans Cp. On note encore |.| la valeur absolue

sur Cp qui prolonge donc la valeur absolue p-adique de Qp.

. > e Ao . .
Nous allons donner maintenant un critére du 4 Y. Amice [3] qui montre que cer-

taines propriétés de congruences de la suite (an)n se reflétent sur des propriétés

€N
de prolongeabilité analytique p-adique de sa fonction génératrice Y= 2 aan. Aupa-
n=0
ravant nous allons donner quelques définitions.
DEFINITION 1.- ([11,[241). Soit & <€ On dit que F est un elément analytique

(P-adique) sur D 54 et seuwlement 54 F est Limite uniforme sun D d'une suite de

fractions nationnelles F_(X) e cp(x) sans pole dans @D . Si D n'est pas borné, on dit
que F est un element analytique sur O nukl a L'infini 44 F est un élément analytique
sun D et 54 lim. [F(X) | =0. On note (D) , nesp. ?f&o(i) ), £'espace des éléments

| X |0
Xed . d wginl e 3
analytiques sun D, nesp. nuls a L' infind.
On note D(a,r)+= {xeCp 3 |x—a| <r} et D(a,r)—= {xeCp 3 Ix-—al <r} pour aeCp
et reﬁR+.

DEFINITION 2.- ([241). Soit 2 cmp , on dit que 2D est un quasi-connexe 54, powr tout
xe D et pour tout ye D il exuteo<r] <Sr, <. or < |x-y| tels que 34 x¢ D
et |z-x|<|x-y| alorns L existe 1<i<n tel que |z-x|=r,.

Dans les exemples on considérera souvent des quasi-connexes de la forme

=

+ - +
°@=D(a,r) - u D(ai,ri) ot aieD(a,r) et riSr.

i=1

DEFINITION 3.- ([1] ou [241). Soit F(X)= § aan une sénie de Taylor de Cp[[X]]
n=0
convergeant sun D(0,1) et s0it & >D(0,1) un quasi-connexe. On dit que F est pro-

Longeable en un élément analytique (p-adique) sun D 5'il existe un &Lément analyti-
que sur D, noté encone F, dont La nestriction a p(0,1) coincide avec F.

L'intérét de cette définition est qu'il y a unicité du prolongement analytique

a D ([247).

THEOREME 3. -(Amdice [ 3]). Soit (an)ndN une suite d'éléments de mp. Les conditions
sudlvantes sont eéquivalentes :

L) 4l existe une fonction fe 6(zp,q:p) telle que f(n) =a pour tout ne N ;



i4)  La sérnie de Taylor F(X) = ) anxn est prolongeable en un é€ément analytique sur
(EP—D(],I)_, wl a £ infiné. ™0

(] Si Fe ﬁzo(cp-D(],l)—)-alors F est limite uniforme sur Cp-D(l,l)- d'une suite
de fractions rationnelles FI,1 ayant toutes leurs pdles dans D(1,1) . On peut donc
Xk
écrire F (X) = z A ' - avec 1im.|k | =0, et comme |F (X) -F_(X)| <e(n)
; +
n >0 k,n (1-X)k 1 Kk k,n n+1 n

. _ - _ < . -q e
si Xe Cp D(1,1) , on a SqueEJIAk,n+] Ak,n|._€(n). I1 est alors immédiat que la

suite n-*Ak , comverge vers une limi te Ak et en outre 1im.!Ak| =0. On en déduit que
b

ko0
Xk -

F(X) = 2 Ak —— 57 sur ¢ -D(1,1) . De 13 on tire que, si |X| <1,

k20 < (1-X) v

m m g . : . . .

F(x)= ) X z Ak( )-Or comme llm.IXk| =0, il existe une unique fonction continue

s IO - Bt K00
de Z dans € , f, telle que f(x) = Z Ak(ﬁ) et donc F(X) = 2 f(m)Xm si |X]< 1.

B R k>0 m=0

La réciproque est immédiate. [J

Or, dire que fe 6 (Zp,@p) revient 3 dire que les valeurs f(n), pour ne N,

satisfont certaines congruences. Ce théoréme se généralise de la maniére suivante.

THEOREME 4.- (Robba [24]). Une condition nécessaire et sufpisante pour que
F(X) = anxn ¢ Cp[[X]] 804t un elément analytique sur D(0,1) est que La suite

n=0
(an)ne]N 504t (p)-presque périodique (ou bien ultimement périodique modulo ph pour

tout h>0), c'est dine que :

¥ £>0, Elno*el\l et TeN tels que. ¥nxn_, Ian—an+TISe.

0 Une fraction rationnelle sans pdOles dans D(0,1) vérifie le théordme précédent

par application du critére d'Amice aprés décomposition en éléments simples.

i,k,n

= ——— e e < 1 =
En effet P_(X) '2 o€ CP(X) avec |ei,n|"]’ si |ei,nl 1 alors pour tout
i,k (1-e., X)
1,0 '
(> -Dp" -h
he N, il existe r et r' e N tels que |eiPn B 1] <p ; donc si
b
m ; ' L .
Pn(X)-— 2 a_ X" pour [X|< 1, la suite (am,n)mEIi est clairement presque périodique,

m>0 ’
on conclut par passage a la limite pour les éléments analytiques sur D(0,1) . Si,

maintenant, on suppose que la suite (an)nell est presque périodique, on a



F(X)=a_ +aX+...+a _ X° +X 7 2 + €G(X)

ol Sup ; _ IG(X)IS 1 et ol no,T,e sont comme dans 1'énoncé du théoréme. [J
XeD (0, 1)

On voit donc que montrer qu'une suite est (p)-presque-périodique équivaut a
montrer que sa fonction génératrice est un élément analytique p-adique sur D(0,1) .

. . - e S : n

En fait, en regardant les endroits ol la série génératrice F(X) = z anX est pro-
n=0

longeable analytiquement, on peut préciser la liaison qui existe entre e,n et T.

Ceci repose sur le théoréme de Mittag-Leffler p-adique ([24]), que nous allons

donner sans démonstration aprés la définition suivante

DEFINITION 4.- (Robba [24]). Soit & un quasi-connexe de € . Un disque ouvert

T= {xec s |x-al<r } est un thou de D 84 Tca: -9 et )55, T est maxiaml pour

v hd /Le,@a,twn d’ Lnduéwn On note 6 La famille de trous (ouvernts) de D . S& D est
- borng, on admet comme trou Le "disque ouvert" de centrne L'infini € - D(a,R)

ae® etR=1Inf.{r; P CD(a,r)+}. P

:EXEMPLE.— Si ©=D(0,1) les trous de & sont le disque ouvert de centre 1'infini et
jde "rayon 1", p-—D(O I)+, et tous les disques D(a,!) ot les o forment un systéme
complet de representants de o /?Qyp ot @ est 1'anneau des entiers de €_ (i.e.

| 8})"D(O 1) ) et ol %@ est 1'idéal maximal de 62 (i.e. 2&%1=D(0,l)_) ; par

| exemple on peut ch0131r les o comme &tant toutes les racines primitives de 1'unité

fd'ordre premier i p.

THEOREME 5.- (de Mittag-Lef4ler p-adique ; Robba [24]). Soit F un éfément analytique

surn Le quasi-connexe D, s0it G La famille des trous de D. 1L existe pour chaque

‘T ¢ € un unique &Lément analytique F. AWt Cp =T, nul a £'énfind, tel que F-TF, se

prolonge analytiquement dans T. En outre, on a F= ) Fr La somme convergeant uni-
Te®

formément sun D sulvant Le filtre des complémentaires des parties finies et

||F||9 = Supy_o [F(O| =Supp ||F||mp_T=supT€g Supxemp_TlF(X)l.

Comme application immédiate on a le résultat suivant qui montre le lien entre
la géométrie du quasi-connexe sur lequel F se prolonge et la presque périodicité de

la suite a .
n



COROLLAIRE 1.- Une condition nécessaine et suffisante pour que F(X) = Y aan 504t

p-1 _ _ n>0
un éLément analytique sun Cp - v D@ ], 1) nul a £'infini, est que Les suites
i=1

m AL o-1) sodent pour 1<i<p-1 La restriction a Wd'une fonction continue de
Z_  dans C_.
p p
0 D'aprés le théoréme de Mittag-Leffler on a F‘=F} + ...4-Fp_] ol
-1 - e
F.e # (C_ -DGE ,1) ), et F,(X)= ) A,  —=—2°— avec lim|A, , | =0, le résul-
i o' p i k>0 i,k (]-Xi—l)k+] oo i,k

tat est alors immédiat grace au critére d'Amice et au petit théoréme de Fermat. [J

On voit donc que la théorie des éléments analytiques fournit un cadre et un

langage agréable pour le traitement des suites d'entiers p-presque périodiques.
gag g P P~P q P q

[1.-SUITES CLASSIQUES DE NOMBRES

On peut remarquer que la plupart des fonctions génératrices exponentielles (resp.

génératrices ordinaires) des suites classiques de nombres satisfont une équation

‘différentielle algébrique (voir les exemples ci-aprés). Ce type de propriété impose

a priori des limitations assez sévéres sur les dénominateurs des nombres en cause.

En effet, soit F(X) = 2 aanezﬁf[X]] ol Q est la cldture algébrique de Q. On a alors

s ‘ n=0
le théoréme suivant :

THEOREME 6.- (Sibuya-Sperber [25 al). S& Fe QIIX]] satisgait une Equation différen-

tielle algébrique (non triviale), alons F possede un disque de convergence non thi-
vial pour toute valewr absolue non archimédienne v de Q.

La signification de ce théoréme est la suivante. Si Fe Q[[X]] et si v est la
valeur absolue p-adique sur @, alors le dénominateur de a (écrit sous forme irré-

ductible) contient p avec au plus la puissance rn ou reR_ et est indépendant de n.

Ce théoréme généralise les résultats classiques de Eisenstein et Hurwitz que je

rappelle ci-aprés.

' THEOREME 7.- (Eisenstein [13]). Si une sérnie F(X) = ) cnxn de QI[X]] représente une
. n=0

fonction algébrique, alons AL existe un & e N tel que Qgcne I ol T est £'anneau des

entiens de Q. En outrne, il existe c >0 tel que, ou bilen ¢ =0, ou bien

n



|cn|°o2 c">0 ot | | est une valewr absofue archimédienne sur Q.

THEOREME §.- (Hwwitz [17 al). S& F(X) = ) chne QL[X]1], satisfait une equation
n=0

digperentielle algebrique, € existe h(s) e Z[s] et n eN tels que, 44 un nombre
premien p divise Le dénominateur de c powt nn_ alons p divise
h(no)h(n0-+l)...h(n).

Aprés ces généralités, nous allons donner un résultat plus précis du a
Fujiwara et dont le domaine d'application coincide assez bien avec les suites de
nombres provenant de 1'analyse combinatoire ou de l'artihmétique et, en particulier,
des suites de nombres provenant de dénombrement sur le groupe symétrique ou de
nombres provenant de valeurs en certains points de série de Dirichlet ayant une si-—

gnification arithmétique.

THEOREME 9.- (Fujiwara [15]). Soit F(x,y,y',...,y(n)) un polynome a coefficients

entiens rationneds et s0it y=£(x)= ) a_ % avec a_e Z . Si y vérifdie L'équation
n>0

diffornentiolle F(x,y,5" ..., y™) =0 et 44 “’% (x,f<x),f'(x),...,f(“)(x>>| =a

dy =0
avec (a,p) =1, akorns La sérnie de Taylorn g(x) = ) anxn est un éLément analytique
n=0

p-adique swt D(0,1) < cp ; autrement dit, La suite (an)ne]N est p-presque périodique.

‘ -k

| k) _ (), . _ X (n). _ ,

0 On a y =f (x)-—ngk a GowT De F(X,¥yeee,y ) =0 on tire

i afn) . y(n+])-+——7%§TT-. y(n)-+...-+%z-. y'-+§£4=0 ce que l'on peut écrire

dy dy *

(n)

y(n))y(n+])==Qo(ny,y',...,y ). De 13 on tire

P(x’y’y"""

(n+2) _ d _ (n+1) dP _ i (n+1) (n+3) _d_ _ . (n+2) 4P
P.y —dX(QO) y = Q](X’Y9y RIS 4 Yo P oy _dX(Ql) y dx
et donc Pz. y(n+2)==Q2(X,y,...,y(n+l)) et par récurrence Pk. y(n+k+])==Qk(x,y,a..y
X x"
On remarque que si f(x)==ao4-a]-TT+ ...+-an ETJ."' avec a_e Z alors
(f(x)-ao)m==f(x)m-mf(x)m_]ao-+... + (—l)maﬂEEO modulo m!, ol la congruence est 3
: < x"
. prendre au sens suivant : si f(x) = l a_ = Bt hix) = 2 b = avec a_et b e€Z,
n n! n n! n n
n=0 n>0

(n+1)



alors f=h mod(m) équivaut par définition a anE bn mod (m) pour tout n>0. Il faut
donc montrer que si a_ = 0 alors fm(X)EEO mod(m!). On montre ceci par récurrence,

c'est vrai pour m=1, supposons que ce soit vrai pour m- 1 ; alors on remarque

que g%-fm(x)==mf'(x)fm—l(x) et on conclut en utilisant 1'hypothése de récurrence

et le fait que les séries exponentielles forment une algébre. Donc

+1 +1] - .
Qk(x,y,y',---,y(n ))ERk(x,y,y',-u,y(n )) mod (m) ol RkeZ[x,y,y',---,y

est de degré m—2 au plus en chacune des variables et ses coefficients sont modulo m.

(n+l)]

On appelle un tel polyndme un polynOme réduit. Le nombre de polyndOmes réduits dis-

tincts est fini et au plus N- 1. Donc pour tout k, on a

N. y(n+k+]) (n+l))PN—k y(n+1)

P Jmod (m)

EEk(X’Y9°"9

=Qk(X9Y: ceesy

ol ﬁ? est un polynGme réduit. Il existe donc un i tel que 1<i<N-1 et

(n+1) - y(n+1) N y(mNH)EPN. y(n+i+1)

Ri(x,y,...,y )==RN(x,y,..., ) et donc P . mod(m) et

comme on a supposé que P(X,y,y',...,y )|X=O==a avec (a,p) =1 on en déduit que

+N+ +1+
y(n N ])EEy(n ' 1)mod(ph) si 1'on a choisi m==ph. I1 est alors immédiat que la suite

a_ est p-presque périodique. [J

On voit apparaitre dans ce théoréme le fait qui apparaltra constamment dans les
exemples ci-aprés, du passage entre une série génératrice exponentielle ayaﬂt de
bonne propriétés fonctionnelles et la série génératrice ordinaire ayant de bonnes
propriétés de prolongeabilité analytique p-adique. On est donc amené & introduire

la transformation de Laplace formelle.

n

DEFINITION 5.- ([61). Soit F(x) = ¥ a_ ;)1(—,— K[[X]] olt K est un surcornps de Q. On
n=0 ’

pose L (F(X)) =F(X) = y aan. On appelle L'application &, La thansformation de

n>0

Laplace formelle.

LEMME 1.- ([4 d]). La transformation de Laplace formelle possede Les propriétis
Aulvantes :

i) & est continue pour La topologie X-adique,

i) L ==
1 X

iii) a0 F)) =FX) atons £ @ FR)) =—— F(—=)




Py d _d d
i) £ (G X o (F0) =5 (F(0),
0 Toutes ces propriétés sont évidentes, nous allons seulement démontrer iii).

n
On pose F(X) = 2 b 57" il vient
n n!
n=>0

aX~ vk ] &
e "F(X) = 2 ( 2 ab k(g)) — et par conséquent :
n>0 k=0 n
n
LEFm0 =7 (]a% _ (Mhx"=§ b T ™K
n-k\k n k
n>0 k=0 n>0 k>0
p b — X
ase ° (l-apt U
~ Xn
LEMME 2.- Soit F(X) = ) a_ —+eK[[X]], on peut Zerire de manitre unique
n=0 :
F(X)= 2 b (ex--l)n avec b e K.
n n
n>0
0 C'est clair car T==ex-1 est une uniformisante locale de K[[X]]. [

On a le théoréme suivant qui est la clef des applications

n
THEOREME 10.- Soit F(X) = § a_ 2-c¢ [[X]]. Soit F(X = § b (eX-1™= § b 1°=3(T)
——— n n! p n n
n>0 ' n>0 n>0
oll £'on a posé T=eX-1. On pose G(T) = £(G(T)) = § (n!)bnTn . Les deux propositions

n>0

sulvantes sont equivalentes :
L) F(X) est un élément analytique p-adique Aur D(0,1)
L) G(T) est un éfément analytique p-adique sut D(0,1) .

Montrons tout d'abord i) = ii).

Soit Fn une fraction rationnelle de Cp(X) approchant F uniformément sur

D(0,1) . On décompose Fn en é€lément simple et on est donc amené 3 étudier

_ i _ ok _ -0
£, (X) = g avec |a| <1, et h (X)=X", ke N. Ona £ (X) == et £ (X) =5
(1 - aXx)
k-1
£ 0= a g x)). or B =e® = (- 14 1) done ()= ¥ (a)(ex— ne
k k! RS 1 1 g o

et donc EI(T)= y (i)Tn, gy(T) = ) a(a-1)...(a=-n+ 1)T" avec la] <1.
’ n=0 n>0



Or a-k—phEa—k mod(ph@/) ou ﬁp est 1'anneau des entiers de Cp, et donc, si

h
n=rp +q avec Oéqul- 1, on a :

a(a—l)...(a—n+l)§a(a—])...(a—q+l){a(a—])...(a—ph+])}rmod(ph),
ph“,l h h
et donc gl(T)E z a(a—l)...(a—n+])Trl E (aa-1)...(a-p +l))r Trp
n=0 r>0
ph-l
= Z a(a—l)...(a—n+])Tn :
n=0

) h
l-—a(a-1)...(a-p + 1P

modulo phﬁ [[T]]. Raisonnons par récurrence sur k, on a montré que
8 (T) e %(D(O,l)—), supposons que l'on ait montré que 8] € %O(D(O,l)_) ; on a

£ f) X% (gk X)) =7 ddX ax

e ety 2 by (k=D (e’ = )"

1 d X n

= B nZo(b 4] (k-1) . (n+l)+n.bn(k-l))(e -1) =
1 X n

=E§n£0{(n+])bn+l(k_])+nbn(k_l)}(e -1+

Lx ) {(n+2)(n+1)b 42 o (k= 1)+ ((n+ 1)2+n(n+1))bn+l(k—l)+

KA n=>0

+n2bn(k- D}eEX-1

1
On pose An—E-E—l-((n+ ])bn+l(k 1) +nbn(k~ 1)) et

Bn=k—la- ((n+2)(a+ Db_ (k= 1)+ ((n+ 132 4% nlfn & Db, (k= 1) +n2bn(k— ).
I1 est clair que gk(T) = Z A ™ +Log(1+T) z B T" et donc
n>0 n=0 n
n=1
g (D=1 (AT + T 17 § k) ((n-k=DN()B,
n>0 n>0 n=0

I1 est clair que la suite n - (n!)A est p-presque périodique, que la suite k - (k!)Bk

=1

1'est aussi et donc que la suite n —»C = 2 (k') ((n-k - l)')(k) 1'est aussi car la
k=0

suite k > k! tend vers zéro p-adiquement, et la suite n - (E)est p-presque pério-

dique. On a donc montré que g ¢ (D(0, 1)) pour tout ke N. Il reste donc & étudier
9 k
n
(-1) (eX— ])n
n

X :
le cas de x". Or on a X=Log(e —-1+1)= z et la suite n—>(—l)n(n—l)!
n=0 n
est presque périodique.Par récurrence onmontre alors aisément que si X 2 e ( alors

n>0



la suite n - (n!)cn est presque—périodique. On conclut alors que les fractions ra-
tionnelles satisfont ii). Les €léments analytiques vérifient ii) car

F= Fn mod(ph @;[[X]]) entraine G(T) = G (T) modph 0’[[T]]).

Montrons maintenant que ii) => i). On a F(X)-— 2 b (e - )n et donc
n>0
F(X) = (nH)X" . Comme la suite n » (n!)b_ est p-presque pé-
120 (1-X01=-2X)...(1 - nX) n
riodique :

¥h, 3N et 1M tels que ¥ n2N, In!bn"(n*'M)!bn+MlS

On a F(X) EFh mod(ph 3p[[X]]) ol

N-1 a1 x?
Fh(x)=nz NP P T O I

h B
. N+ME 1 . n!Xn 2 XrMp
gy W S Hpesodl=nk) S ee1amy.. . (1 - (R~ 15R)T
N-1 n
_ n!X
Fh(x)-nzo bn (1-X)...(1 =-nX) *
N+Mp - | n h
M B !X (1=%)...(1 = Mp" = DX)
Lo P TTOLL N R
(1-%X)...(1-(Mp" = )X) - X'P

et donc Fh(X) est une fraction rationnelle sans pdle dans D(O,I)—, d'ol le théoréme.

0

REMARQUE. - Un cas particuliérement agréable est celui ol la suite n > n!bn a pour
limite p-adique zéro. Ce cas est fréquent pour les nombres définis combinatoirement

ou arithmétiquement (cf. ci-aprés).

Nous allons montrer sur quelques exemples comment utiliser les techniques indi-

quées ci-dessus.

PROPOSITION 1.- ([161). Soit g Les nobmres deginis par Z =, On a
on n! 2—-eX

g po =g mod(p ) powrt n>h. Autrement dit, ) g X" est un élément analy-

n+(p-1)p p—] _ n>0

tique p-adique suwt D(O, 3 = i D(i,1)
i=1
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Ces nombres ont une interprétation combinatoire. On a

FO0 =—————= ] "= D", ici b_=1. Donc

]+(l—ex) n>0

n

!X n-k/n 1

F(X) = ) — = = ) Yy (-1 —— v . De 13 on déduit par exem-
R (s ey Sy N S () 7=

k

k!X
(1 =X)...(1 -kX)

n-1
ple que : F(X) EFn(X) = Z
k=0

mod(n!Z[TX]]) et donc

n-—1| m
g, = 2 Z (-1 )m_k(;l)kr mod(n!),le petit théoréme de Fermat donne alors les congruences
m=0 k=0

annoncées. D'autre part, on a

n—1
(1-X)...(1=-(n=-1)X) Z g ) = Zm!Xm(l—(m+ DX)...(1-(n-1)X) d'ot des relations
n>0 n m=0

de récurrence mod(n!) entre les g, 0O

REMARQUE }.- Les relations de récurrence mod(n!) s'interprétent dans ce cadre par
le fait que la série génératrice des g, est une limite uniforme de fractions ration-

nelles que 1l'on connalt explicitement.

REMARQUE 2.- On constate que Y=F(X) = (2 - ex)_] vérifie 1'équation différentielle
REMARQULE £ q

algébrique Y' = 2Y2 = Y

PROPOSITION 2.- ([21],[18]). Soit O0<i<p-1 et s0it B Le n-i2me nombnre de

Bertnouwlli. La suite m » (1 —pl+m(p—])—l)Bi+m(p—l) est La hestriction a N d'une
gonction continue de Zp dans Cp (et meme Localement analytique).
< x p-1 eix
g On définit z Bn =T a = z - l(—-?—— et donc
n>0 Toe¥1 i=0 eP¥-
_ n p-l ix p-1 . ix PX _
Y (l-Pnl)Bni;—,—= ) _______x}e( =) -p EE Log()l{+e 1) et donc
n>0 o= P i eP¥ o
p-1 n+l 1 n

. n-1 n (-1 p n!x . y
2 (1-p )B x = z 2 - e =F(X), il est alors facile
050 n S . 5ol n+1 (1-ix)...(1 = (i+np)x)

p~1 _
de voir que F ¢ %O((IIP— u D(i,1) ) et le corollaire | donne le résultat. (cf.[4b]).

i=1

0

PROPOSITION 3. ([5 d1). Soit A_(t) Le n-i2me polynime Eulérien défini par
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z Xrl 1 -t
A TS T XD
050 B n! _ t*—ex(t 1)

p P
tAn(t) . An(t )

. Sodit A;(t) Les fractions rationnelles définies par

An(t) = . Alorns powt n= i mod(p - 1)La suite n ~ A;(t) estla

n~l-l~_p n+1

(t-1) (P -1
restiiction @ N d'une fonction continue p-adique de Zp a valeuns dans Q(t)Gpr.

g On a en effet par un calcul facile (cf.[5 d])

A T T el S G ‘)n
nso ™ Bt S 30 fPog\Po

La suite du calcul est facile et se méne comme pour les nombres de Bernoulli. (]

n 2
PROPOSITION 4. ([161). Soit F(X)= | t_ ;‘—'=exp(x+x7). ALons
n>0 )

2n

2n! . , , .

F(x) = ) tnxn= y nn X s— et done La suite (t ) o est La restriction, s4
n>0 n>0 2 n! (1-x)

p#2, d'une fonction continue p-adique de Zp dans Qp (et méme Localement analytique
cf. théondme 2). (Si p=2 on peut donner des congruences modulo M ontre Les £
c4.[4 dl).

. _ : ; ; ~ X -
Les nombres tn ont une interprétation combinatoire. On a F(x) =e G(x) ol

N 2/2 N _ 2n
G(x) =" . Or £G(x) = z 2 n(2n!) )—(—'— et donc d'aprés le lemme |
oD n!
- ! 2n
F(x) = oe(F(X)) =" L 2  TYS| d'ot le résultat grace au critére d'Amice. On

n>0 20! (1-x)
temarquera que Y =exp(x+ x2/2) satisfait 1'équation différentielle algébrique

-yy' - @)% O

PROPOSITION 5.- ([4 al,[9 ¢1,0141,0161,023]). Les nombres de Bell (Pn)n>0 définis

n X . P _
par ) Pn-§7= e® ]==F(x) vernifient Les congruences sulvantes : on pose k(p) =pp__:
n>0 )
- h ; g -
alorns P =P _lmod(p ) AL p#2 (h>1), Pn_Pn+k(2)mod(2) et
n+k(p)p
P =P mod(Zh), h>2. En outre F(x) = ) ann est un élément analytique sur Le
n+k(2)2 n>0

p _ ”
quasL-connexe SDP =cp— U D(r,i,l) ol Zi sont Les nacines de £'équation - xP 4 xP =o0.
i=1
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~ eX—] eX— 1 xn
On a F(x) =e = z — donc F(x) = z = = .
o M 250 (1 =-x)...(1 =nX)

A partir de 13 on

montre comme au théoréme 10 que F(x) EFh(x) mod(phZ [[x]]) od

h—l
P n h
2 x (1 =-(n+1D)x)...(1=(p =-1)x)
Fh(x) - 20 o . Une étude précise des Fh et le théoréme
h
(1-%)...(1=(p = Dx) -x° .
de Mittag Leffler p-adique donnent le résultat. Remarquons que Y=ee ~l satisfait
1'équation différentielle algébrique Y' =Y"Y-—Y2. 0
x'_ e X n
PROPOSITION 6.- ([161). Soit F(x)= ] d_—r=~—— . la suite n > (-1) d_ est, pour

n=0
tout nombre premien p, La restriction a N d'une fonction continue de zp dans (\:p.

(et meme Localement abalytique de Zp dans cp).

. _ . : . 1

0 Les nombres dn ont une interprétation combinatoire. On a ,C(t—;) = z n!xn et
n=0
o X el
donc d'aprés le lemme 1 on a : £ ( ) = z n! ————. Et par conséquent
. I - x I +x
n=0 (1+x)
n
X

2 (—l)nd X" = Z (—l)nn! ~ Le critére d'Amice donne le résultat. On peut re-
n=0 - n>0 (1-x)

marquer que Y =F(x) vérifie 1'équation différentielle algébrique .

Y==-(1-x)Y-(1-x)Y'. [

+1°

On pourrait multiplier les exemples cf. [4],[51,[91,[14]3,[161,[23] ainsi que de

nombreux articles non cités ici.

On a le résultat suivant dd a Carlitz ([9 b]) (cf. aussi [5 e],[S f] pour une

autre démonstration).

n

THEOREME 11.- ([9 b1,[5 41). Soit X = Zlen %Emp[[xj] avec e =1 et |e | <1, s0it
n=

Y= Zlan i—?— La sérnie néciproque de X. Soit ce £ tel que lcp_] —epl Sp—], alons on
n=

a Y=n§lbn(ecx_ l)rl ol bn=bn(c), avec

L) b1=c_1

AL) |bnlslc|_n AL 1<n<2p-1

ALL) Ibnl < |c|_n. rg_l A4 n>2p ol rp=pl/(2p—2) 5L p#2 et 3, r3=32/7, r2=23/4.



0 La démonstration est basée sur le théoréme d'inversion de Lagrange des séries
formelles. On peut remarquer que ce théoréme est, a priori,en dehors du champ d'ap-

plication du théoréme de Fujiwara. []

COROLLAIRE 2.- Avec fLes notations et Les hypothéses du théoneme 11, La série
F(X) = ) anXD estunelement analytique sur D(0,1) . SL £L'on suppose que |ep| = let

n=1
done que |c| =1, alorns F est un éleément analytique p-adique sur
p-1
+ =1 -1 -
po,D - una e
i=1
ntc"x™ b i 2 e : |
0 On a F(X) = 2 ST LTS ) 0’ et d'apres le théoréme 1],11m|n.bn|-0,
n>1 n-oo

le corollaire est immédiat. []

Parmi les applications de ce théor@me on peut citer les nombres de Schroder
([5f]) et les coefficients des fonctions elliptiques de Weierstrass ([9a],[5 e],

[19 &1,[19 b]).

En fait, on peut remarquer que, si l'on a certaines congruences de type '"Cartier"
entre les e alors on a de meilleures estimationSpourlbnl et donc de meilleures

congruences pour la suite (an)n> Plus précisément, nous allons montrer que si les

0

e € Z et s'il existe we Z_ tel que, pour tout n>0, e hae
& np np

SuPneEJ(Ibnl)= 1 si |ep|= I. Pour montrer ceci, nous aurons besoin du résultat sui-

h
h_lmod(p Z%) alors

vant d4 a Dwork.

THEOREME 12.- ([121,020]). Soit K £'extension maximale non ramifiée de Qp et s0it
o Le Frobenius sunk (L.e. o est L'unique automorphisme du groupe de Galois de K sur
Q, tel que, 54 xeK et |x| =1 alons |o(x) -xP| <1).S04it F(X) e 1 +XK[[X]] . Soit
A= {xek; |x| <1} A£'anneau des entiens de K. Alons F(X) e 1 + XA [1X]] A4 et seule-

p :
ment AL %—g)—)—e 1+pX A [[X]] 0@ FO(X) = ) o(an)xrl 54 F(X) = ) aan.
Fo(xP) P n>0 n>0
0 On peut écrire formellement F(X) = Il (]4-ann) avec bne K. Supposons que

n>0
F(X)e 1l +X. Ap[[X]], alors il est clair que bne Ap’ et donc

n,p PP p,n
(F(X))p (]+-an ) ) l+—an ]+—an P
—6_——'———= 1T ——T: Il Pre mod pA ”X]].Or -————————n—e l+pX
FOxP)  n>1 I+0(b )X P> 1 +0(b )X P P I +0(b )X P
(F(x)P

par définition de o et donc € 1 +pX Ap[[X]] Réciproquement, si la derniére

F (xP)
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(1+b x)P 5
relation est vraie, alors —— =1 +p0LlX+X KL[X]], avec lall <1, et donc
1+0(b )X
pb] =pa ce qui implique |b1| < 1. Par récurrence, on montre que
(1+‘bkxk)p ko _k+l
=1+pa X b5 K[Tx]], avec |a | <1, et donc |b |<1. O
kp k k k
l+0(b )X
& "
THEOREME 15.- Soit Y= ) a_ ;- et X= ) e H’ deux Asénies néciproques de g, EEELT,
nx1 n2]
telles que e =1 et e ¢ Zp pouwr tout entier n=1. Les deux propositions suivantes
sont equivalentes
L) On a |ep| =1 et A exutewez tel que, pour tout n>1 et tout hz1,
e hEu)e he mod(p E),
np np

L) AL exdiste un nombfne c de £'extension maximale non ramifiée K de Q , tel que

lel=1ety= ] b_ X - T avee Sup|b_| =1, et on peut choisir w= o(c)/c
n21 n21
0 Démontrons i) => ii). Nous allons commencer par montrer que, s'il existe

weZ tel que e = we mod(phZ ) , on a en posant w=0(c)/c,
p nph nph—l P

g T o Y avec [d |<1, d

nxl
Pour montrer ceci on va utiliser le théoréme 12.

| =¢ (et donc [d]|=l, car epEw mod (p)) .

I'l
(exp(c ) e ——0)p

a3 D n np
: =exp{( ] pce L - (] o(e)e X——)} ; posons F(Y) =P
¢P . n n 4 n n
exp(o(c) § ole ——)) ne -
031 n O(n)
"
= exp(c z e —). On a :
n2l &
(F(Y))p el ce —O(c)en n e T e, _
N =exp{ ) pce —+ ) P = Y'P}, or | pn <p pour tout n21
Fo(YP) nz| n>|
(n,p)=1
p n
Par conséquent : —%F—QQ) =exp{ ) pce %——+ ) pa_ Y p}, avec |Ol. | 51
Fo(YP) n>l n>l
(n,p)=1
P
On a donc montré que —((jF—(Q) €1+ pX ApF[X]] ol Ap est 1'anneau des‘entiers de K. D'aprés
F (Y )

le théoréme 12 ceci implique que |dn| <1 pour n>1 et comme d] =c, W= epmod(p), on a



aussi ld]| =1. On tire immédiatement de 13 que

(*) Y= ) bn(eCX—])n, avec |bl|=l et [bnlsl pour n2> 1.
n>1

Réciproquement, supposons que les relations (*) soient vraies, alors

eCX= 1+ z d Y" avec |d | <1 pour n>1, et d, =c, donc X=(;4Log(]+ 2 d Yn) =
n n 1 n
n=1 n|
n
= Z e — avec e € car a_e€Q . Or il est bien clair que
>y oo n p n p
¢
exp(c Z ed;r)e 1 +X Ap[[X]]. De 13 on tire d'abord en dérivant logarithmitiquement
n>1
que : ¢ z e Y'e A [[X]] et donc que e. ¢ Z , et d'aprés le théoréme 12
. n p n p
. Y
exp(pcnzlen 77) ce --O(C)en
- o €1+ pX Ap[[x]] ce qui implique que LR = € pAp et donc
exp(o(c) Z e il
a0
-gigl-e e pnA . D'ol le théoréme en posant w=0(c)/c. [
np @ n p

Ce théoréme est utile pour les congruences entre coefficients de fonctions el-
liptiques ([9 al,[19 al,[19 b]). Actuellement il est utilisé dans le sens i) =>1ii)
mais on pourrait probablement 1'utiliser dans le sens ii) =2>i) grAce aux travaux de

Carlitz.

h
-n * 5 =n={p= 5 s »
REMARQUE 1.- Posons c rlan==11m. <t =1)p a , la limite étant au sens
h-oo n+(p-1)p
p-adique. Sous les hypothéses du théoréme, la limite existe. Ce théoréme traduit

~alors 1'équivalence entre les congruences ''d la Cartier" pour les e et le fait que

la suite n » ¢ "a” est, pour n= imod(p-1), la restriction & N d'une fonction de
“ -i-(p-1)n *

ai+(p—l)n

restriction 3 N de la limite uniforme sur Z_d'une suite de polynOmes exponen-

Ikulsl, s € Zp

1'algébre d'Iwasawa [6]. C'est-a-dire que la suite n > ¢ est la

; s .
tiels 2 )\uu ol ue |l +pZ ,)\uec,
fini P P
REMARQUE 2.- Dans les propositions 1, 2, 3, 4, 6 on peut facilément améliorer le
résultat en remarquant que la fonction génératrice ordinaire est un élément analyti-

que sur un ensemble plus grand que celui indiqué dans le texte.
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