Zum g-Analogon der Kongruenz von LUCAS

Volker Strehl

In seiner klassischen Untersuciiing fthar die Kongruenzen filir Euler-
Zahlen verwendet LUCAS folgende, nach ihmi benannte Kongruenz fiir die

Binomialkoeffizienten:

ap+b - [ray (b
(cp4—d E (c)(d) med. B
fiir natiirliche Zahlen a,b,c,d mit osb,d <p und p prim.
In seiner Arbeit lber sogenannte Kummer'sche Kongruenzen fiir die g-

Analoga der Euler-Zahlen macht J.DESARMENIEN entscheident Gebrauch

von einem g-Analogon dieser LUCAS-Kongruenz:
ak +b - ray|b
[ck+d]q = (c)[d]q mod 2, (q)

wobei a,b,c,d,k natiirliche Zahlen mit o<b,d < k sind, und wo ¢k(q)

-

das k-te Kreisteilungspolynom und []q das g-Analogon der Binomial-
koeffizienten bezeichnet. Der von Desarmenien gegebene Beweis ist
rein arithmetischer Natur, so dass sich angesichts der bekannten
kombinatorischen Interpretationen der g-Binomialkoeffizienten (In-
versionsstatistik bzw. major-index von MacMahon, siehe z.B. ANDREWS,
FOATA, KNUTH) die Frage stellt, ob man diese Kongruenz mit (weit-
gehend) kombinatorischen Mitteln beweisen kann.

Die Kongruenz von LUCAS ist insofern etwas unbefriedigend, als
man im Fall b<d nur erfdhrt, dass ein Binomialkoeffizient = o
mod p 1ist; allgemeiner interessiert man sich jedoch fiir die Rest-

e+1

klasse mod p eines Binomialkoeffizienten, wenn pe die h&chste

Potenz von p ist, die diesen Binomialkoeffizienten teilt. Fragen die-
ser Art sind natiirlich in der Literatur schon untersucht worden, z.B.
von SINGMASTER, und es liegt nahe, diese Art der Fragestellung auf

den Fall der g-Kongruenzen auszudehnen. Die Verallgemeinerung fiir g-
Multinomialkoeffizienten kann in einen solchen Ansatz natiirlich gleich

mit einbezogen werden.

Um nun das allgemeine Resultat der gesuchten Art vorzustellen, be-

darf es einiger Notation:
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A bezeichne ein endliches, totalgeordnetes Alphabet, etwa A =
{1,2,...,m} mit der iblichen Ordnung; A+ sei das freie abelsche Mo-
noid {iber A, Elemente von A+ werden geschrieben als Vektoren a =
(a1,a2,...,am) mit aiE.N, Z:A+-»N bezeichne den natiirlichen Morphis-
mus, d.h. Z(a1,a2,".,am) = aqtayt...tay . A* bezeichne, wie iiblich,
das freie Monoid iiber A, dessen Elemente als Wo&rter liber A geschrie-

+ . oo 4 g ai
ben werden. t1:A'+ A" bezeichne den natiirlichen Morphismus, fir

g(EA+ ist dann [a] :={a€A ; Ta=a} die Menge aller Worter (Multi-
permutationen) vom Typ a . Fir a = a1a2...an(EA* sei
inv(a) := card{ (i,j) ; 1€i<jsn ) ay >ay }

die Anzahl der Inversionen von a ; fir géEA+ stellt dann

[aly = P ™vid o aelal )
den zum Typ 0o = (a1,a2,...,am) gehSrenden g-Multinomialkoeffizienten
dar:
[a] = [a a = o ]
q 1, 2,'o¢o'm q .

Sei nun eine ganze Zahl k2 1 fixiert. Flir beliebige n €N seien
On €N und Rn € {0,1,...,k=-1} mittels der iiblichen Division mit Rest
definiert: n = k°On+ Rn . Dies gibt Anlass zur Definition von zwei
Abbildungen Q+:A+-’A+ und R+:A.+-*A+ mit:
4+
Q (agrayreceson) = (Qaq,Qays ... ,Qap) und
+
R (a1,a2,...,am) := (Ra1,Ra2,...,Ram) "
Offensichtlich gilt dann fiir o €A’
+
ke(QeZ - 2°Q")a = (1°R' - Rel)a
und ea := (Q-l - Z'Q+)g
ist eine nichtnegative ganze Zahl. Mit diesen Begriffen kann nun

das Resultat formuliert werden.

*
Theorem: Filir alle a €A gilt:

(1) [g_]q E mod(¢k(q))32
-rQla + + 1+ea
(2) [g]q ._(ZQ+a) (@ al, [R g]q mod (¢, (q))
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Insbesondere erweist sich ea als der (exakte) Exponent von Qk(q)
in [g_]q , so dass sich unter den Folgerungen, die aus diesem Theorem
gezogen werden kdnnen, ganz prdzise Informationen iiber die Zerlegung
von [g]q in irreduzible Faktoren ( in Z[gl) befinden.

Fiir m =2 beinhaltet (2) eine (im oben angedeuteten Sinne) ver-
schidrfte Version der g-LUCAS-Kongruenz von DESARMENIEN. Als weitere
Folgerungen findet man beispielsweise Resultate von FRAY iliber die
p-Bewertung von g-Binomialkoeffizienten flir ganzzahliges q, sowie -
natiirlich - fiir g = 1 die klassischen Resultate iliber Primfaktorzer-

legung und Kongruenzeh flir Binomial-und Multinomialkoeffizienten.

Abschliessend sei betont, dass das Theorem, desses arithmetische
Konsequenzen natilirlich keine grossen Uberraschungen beinhalten, und
die manh auch mit anderen Methoden herleiten kann, ein im Grunde rein
kombinatorisches Resultat ist. Von arithmetischen Eigenschaften der
Kreisteilungspolynome, die iiber die Definition und sich daran unmittel-

bar anschliessende Folgerungen hinausgehen, wird kein Gebrauch gemacht.
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