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Andreas W. M. Dress (Bielefeld)

Uber einige Definitionen und Satze, die als Grundlage beim

Aufbau einer arithmetischen Theorie von Matroiden gebraucht

werden konnen.

Ein kurzer Ergebnisbericht

Sei M ein auf der Menge E = E^ definiertes Matroid vom Range n .

Sei B = B C P (E) die Menge der Basen, H = H^ die Menge der Hyper-
ebenen und C = C», die Menge der Kreislaufe (circuits) van M .

Sei F = F., der auf der Menge B als Eckmenge definierte gerichtete

.2
Graph, dessen Kanten von der Menge Bv"/ der Paare (A, B)  B" mit

I A nBI = n-1 gebildet werden. .

Drei Basen A, B, C65 bilden offenbar dann und nur dann die Ecken

eines Dreiecks in r , wenn entweder A nB n C mit A n B, B n C und

Cn A ubereinstiinmt und die Machti.gkeit n-1 besitzt oder A U BUG

mit A U B, BUC und CUA ubereinstinunt und die Machtigkeit n+1

besitzt.

Vier Basen A-]>A^, A , A^ bilden dann und nur dann die Ecken eines

Vierecks in T , wenn D = A, nA-, mit A^ nA, ubereinstinunt und die

Machtigkeit n-2 besitzt und es wohlbestimmte Elemente a,, a^, a^, a^GE

gibt mit A^ = DU{a^, a^. ^^} (i=1,..., 4 mod 4). Ein solches Viereck

heiBe entartet, wenn zumindest eine der beiden Mengen

B, = DU{ai, a-, } oder B^ = DU{a^, a^} keine Basis ist (N. B. : M ist

genau dann binar, wenn jedes Viereck entartet ist). Andernfalls

bilden die sechs Basen A^,..., A^, B,, B^ die Ecken eines Oktaeders

in F , und jedes in T auftretende Oktaeder wird auf diese Weise

erfaBt:
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Wir definieren die Tutte-Gruppe T = T von M als die Faktorgruppe der

von den Syrabolen E und X^ ((A, B)  BV "' 

erzeugten (multiplikativ ge-

schriebenen) freien abelschen Gruppe nach der Untergruppe, die van e

und s&ntlichen Elementen der Form

XA, B . XB, A ((AyB)   B(2)^ -

und

wird.

,n-IAHB nCI-1 . ̂ ^ . ̂ ^ . x^^((A, B) , (B, C) , (C, A)   B(2))

{A, B *XC, D^A/B'C'D bilden ein entartetes Viereck in T) erzeugt

Sei e., bzw. x^ " das Bild von E bzw. X, ^, in F .
I D t\,

Die wesentlichen Ergebnisse von Tuttes Theorie regularer Matroide kon-

nen unter Verwendung der Tutte-Gruppe wie folgt formuliert werden:

Satz 1: 1st M binar, so sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(i) M 1st regular

(ii) £^ + 1

(iii) ^ £ F^ = {x2 t xer^}
(iv) M besitzt keinen Minor, der zum Fano-Matroid oder dessen

Dual aquivalent ist.

Gelten die Eigenschaften (i) - (iv), so entsprechen die Homomorphismen

<£H>(P : EM -^ {+1} mit <p(£u, ) = "*1 umkehrbar eindeutig den auf M definier-
2

baren regularen Strukturen, ihre Anzahl ist also gleich .^(T^ : T^.)

und damit eine Potenz van 2 .

Problem: Gilt die Aquivalenz der Aussagen (ii), (iii) und (iv) even-

tuell auch fur nicht binare Matroide (mir scheint das wahrscheinlich) ,

oder wie sonst laBt sich die Klasse aller Matroide mit £" + 1 bzw.. ^mit

£.. )  TL kennzeichnen, wie sieht insbesondere andernfalls die Klasse
2

der minimalen Matroide mit e.. = 1 bzw. £" e r,~. aus ?
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Satz 2: Sei F^, die Faktorgruppe der von den Symbolen E und

X, ^ ^ ^({^1 a»}   B) erzeugten freien abelschen Gruppe nach der
y -. . » a_ /i»...»il . ---

2
Untergruppe, die van e" und den Elementen der Form

£ *x(a^..., a^) 'x '(aTTd)
({a,,..., a^}  B, TT : {1,..., n}-

".. f\w) ~ 1- ' n' ~~' '

{1,..., n} eine ungerade Permutation), sowie den Elementen der Form

t(ar"-ran-2rbTC1)"(a1/---'an-2'b2'c2)^_ (a1'""an-2rb1rc2)
(a1"--an-2/b2rc1)

(a^, ,,., a^_^yb^, b^, c^, c^ E; {a^,.. ., a^_^, b^, c^} e B fur i, j =1, 2 ;

{a^,..., a^_^, b^, b^} £B) erzeugt wird. Sei F^ die Faktorengruppe der
von den Symbolen e und Xy ., (HCti, a E<^H) erzeugten freien abelschen

/

2
Gruppe nach der Untergruppe, die von e*" und den Elementen der Form

E . XH,, a, . XH,, a3 . \, ^ . XH,, a, . x^, a, . "H^. a^
(H^, H^, H^   » L = H^ QH^ n H^ = H^ n H^ = H^ n;H^ = H^ n H^

vom Range n-2 ; a^   H^ L fur i = 1, 2, 3) erzeugt wird. Sei schliefilich
,

c .. _ .
r^, die Faktorgruppe der van den Symbolen c und Xp ^ (a C£C) erzeug-

/ ^

ten freien abelschen Gruppe nach der Untergruppe, die von e" und den

Elementen der Form

'E'XC. a_'x^. a *XC_. a . x^1. a ' XC. . » ' x^1
Va2 ^1fa3 L2ya3 L2'a1 L3'a1 L3/a2

(c^c^, c^ e c ; D = c^ u c^ U C^ = C^ UC^ = C^UC^ = CgUC^ ?

2+rkD= ID); a^ D'*<C^ fur i = 1, 2, 3) erzeugt wird. Dann definieren

die Zuordnung

-1

£1" £' XA, B " x(a^..., a , a) . x(a^..., a^_^, b)
(A = {a^,..., a^_^, a} , B = {a^.. ., a^_^, b}  B)

e ^ £' XA, B " x<AnB>, a ' x<AnB>,b

((A, B)  B(2) ? <A nB> = {c 6E I (A OB) U {c} CB} ;

A = (A nB) U {a} , B = (A nB)U{b})

und
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-1
£t-^e, XA^^~* xc(AUB), a* XC(AUB),b

((A, B) 6B(2) , C(AUB) = {CGAUB I (AU B) ̂ {c} 6 B),

A = (AUB) --{a} , B = (AUB) ^{b})

wohldefinierte Homomorphismen

,H
M TM ' TM~*' IrM ' TMT"

' M

die T^, jeweils isomorph auf den Kern der durch die Zuordnungen

£t-*. 0, X^ ^ , l-«-1 bZW. E^-^0, X" " ^-«- ® 5B bzw.
l1/""anj ' -- ' ~' ~'"H'a H7 ti~H

c
eh-»-0, X/, ., »-*' © 15^, definierten Homomorphismen

y a ^, ^^» ^

T^~^ z ' IrM "^ . ^., zl / r
H H M

® z
eec

abbildet (hierbei bezeichnet ® 6^, bzw. ® 6^. wie ublich das-
H'eti 'H' c* ec

jenige Element in © bzw. in © Z , dessen H- bzw. C-Koinponente
H'GH . c'ec

gleich 1 ist, wahrend alle ubrigen Komponenten verschwinden).

Bemerkungen: (1) Wir identifizieren demgemaB T mit seinen Bildern in

r6 bzw. rH bzw. rc .

(2) Fiir die Bilder von X/_ _ ^ bzw. X,,, _< bzw. X/^ _, in IT"
,..., a.^) [, ti, a) (<-'t

.

ti -C
bzw. F" bzw. T" schreiben wir x

,.. ^.. ^^^.. "" -(a^,..., a^) bzw. x^^, bzw. x^^, .

B

(3) 1st TCE eine Teilmenge und bezeichnet M/T bzw. M\T wie ublich

das aus E durch Kontraktion bzgl. T bzw. Herausr-ahme von T gebildete

Matroid, ist also, falls {a,,..., a^} eine maximale unabhangige Teil-

menge von T und {b,,..., b^} eine minimale Teilmenge von T mit

rk(E^T) U (b^,..., b^})=n ist,

und

BM/T ' {{ck+1"-"cncE I <^-... ^, C^^..., C^}CB}

BM-sT = Hch+T---cn>CE^TI<bT--"bhrch+T---'cn}  B} '
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so definiert

. B., - ^ r.B : e.
M/T r-^ AM . C'M/T

bzw.

rM^T 1-^ rM : EM\T

EM ' x(c^,,..., c^)

EM- x(=^,,..., c,)

(a1""yak'ck+1r""cn

(b1y<-"bh/ch+1 'n'

kanonische, von der Auswahl von {a,,..., a^} bzw. {b,,..., b^} unabhangige

Homomorphismen, die r^/rp bzw. T^,^^, in T^ abbilden, und in analoger,

natiirlicher Weise auch zu Abbildungen

. ^ ^ V^ TF^ _^ TI"^
]rM/T -^ rM ' ]rM\T ~^ 1FM

bzw.

IT; rc . rc. - - r(l'M ' ll"M\T ~^LM/T ' *M ' *M\T ' 'M

erweitert werden konnen.

Insbesondere kann die Homotopie-Theorie van Tutte als Studium des

Kernes van IT^, /^^-»- 1^ bzw. von ITM//->I~~^ lr'iui interpretiert werden.

(2) 1st E endlich und bezeichnet M" das zu M duale, auf E definierte

Matroid, so definiert  ^^~*~e^* ' XA. ^-*' £M* * XA. B 
^ArB^ GBV <b/;

A = EsA , B = E\B) einen naturlichen Isomorphismus von T^, auf ?"* ,

der sich in ebenfalls naturlicher Weise zu Isomorphismen

»B
IT

M
'B* . rH _^r°* . r° - rti»
r'M* ' AM -*'1M* ' rM -^ 11M*

fortsetzten laBt.

Das nachste Resultat bezieht sich auf gewisse, in dem von Tu (bzw. IT;

g
bzw. IT^, bzw. T^) frei erzeugten abelschen Monoid N[ITu] (bzw. W[T^, ] bzw.

N[IT^1 bzw. U[r»]) gebildete formale Summen, wie z. B. die der Grassmann-

Identitat nachgebildeten Ausdrucke der Form

n

I 4

 

N[T;S] .
i=0 M x(a^,.., a^,..., a^) ' x(a^, b^,. .. , b^) .fc-"llIM
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Urn dieses Resultat moglichst bequem formulieren zu konnen, nennen

wir eine Teilmenge I des von einer (multiplikativ geschriebeneh) abel-

schen Gruppe U frei erzeugten abelschen Monoids B[U] ein Ideal, wenn I

den Bedingungen 0 I , I+ICi und U . 1C I (also auch TI[U] . I CI) ge-
2

nugt. 1st e  U ein Element mit £"=1 , so nennen wir ein Ideal ICK[U]

ein e-Ideal, wenn zusatzlich x+ex  1 fur alle xGU (und damit auch

fur alle x N[U]) gilt. 1^ = {x + EX I x I?[u]} 1st also das eindeutig
bestinmite kleinste c-Ideal in N[U]. Ein e-Ideal I heiBe eigentlich, wenn

k

es in dem c-Ideal 1^ = 1^ U {[ u, :l kS3 , u,  U} enthalten ist.
i=1 1 ' 1

SchlieBlich heifie ein Ideal ICN[u] gesattigt, wenn fUr alle k£2 ,

alle r,,..., r^  W[U] und alle u_ eO =U U <0}Cli[u] (i, j = 1,. .., k) mit
1J . - - - ' '-^ ' .

uii=o ' uij+ujh+hhi I und uij -uhe+uhj 'uie+uhi'ujeel (i'^h-e=~3e

1,..., k) aus ^ r. u. ^   I fur alle j = 1,. . ., k stets ^ r.   I oder
i=1 1 13 - . . ^ ^

u^ ̂  = 0 fur alle i, j =:1,..., k folgt. Da der Durchschnitt gesSttig er

e-Ideale offenbar wieder ein gesattigtes c-Ideal ist, konnen wir fur

jede Teilmenge J£.Tl[U] den Durchschnitt J^ = ni uber alle J'umfassen-

den gesattigten e-Ideale I^TI[U] als das von J erzeugte gesattigte

e-Ideal definieren. Man sieht leicht, daB !" und Iu gesattigt sind.

Insbesondere gilt also J = I , falls JCIp » insbesonder fur J=0 ,

und Jgclg » falls J ^1^ .

Satz 3: Sei M ein Matroid und sei J" N[ir] die Menge aller Ausdriicke

der Forin x^ ̂ ^ -XA^B^+XA^B^ ' XA B^+£ f wobei A^A^A^^A^^B^B^B
alle Oktaeder in F^ wie oben erlautert (vgl. Abb. 1) durchlauft; sei

!" = J*.*- das von J" erzeugte gesattigte £,, -Ideal in N [IT] , sei
^M ^ ^ pl

1^ = B"6 . 1^ = { £ uiri' k^° ' ui E VB' ri  l^}£N[r8] und sei ent-
H -. H _ _C

I., = IT" . !" , !" = IT" . !" . Setzen wir nun noch
1

x/^ . ^ ^ =Xy ^ =x^^=0 falls {a,,..., a^} eB , bzw. a 6H,
». . . y ci_ / n , a. ^ y ci i 11 .

bzw. a C , so gilt
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n
.B

E £M x/^ _ .S . ^ . x/. v. u ^  1^, fur alle
i=o JYl ^aoy . . . rai<'. . ''an) (a^»t>^, . .. , b ) ~ "M'i'"2 n'

a^,. . . y a_ y i3^ , . .. , b_   E

de t
»a-;irJ = ^t . ' . i ^61^ far alle k S 1 , H ,..., H^  ti and

a^,..., a^ 6E mit rg({a,,..., a^} U n H, )<k+rg(n H^), falls die
IK i=1 1- ^'i=1

Determinante gemaB der Leibnitzformel

det(rij)i, j = 1,..., k = ^ S9n Tr-r1^(1) -k7r(k)

gebildet und sgn TT =
1 fur TT gerade

e^, fur TT ungerade
gesetzt wird, und ebenso

det(x^ ^ )
ci-aj'

,:  1
c ,

C,, a, 'i, j = 1,,.., k " ^M

fur alle kSI , C^..., C^ C und a ,..., a^  E mit

rg( U C^\, {a^,..., a^}) + I {a,,..., a^} n U C, I < rg ( U C, ) + k .
^^ 1 '- I- . K-- - T . K-^^^ -i ~-"i=i ~i'

Ferner gilt fur jede unabhangige Teilmenge {b^^,,..., b^} und jede
n

Abbildung

Bh : E-^II[r0 ] mit z ^ x^ ..... a......a. . b. . .. .. . h ^ -h(ai) eli!
i=o lyl laor" . rair'"yak'bk+1'"*rbn) "'~i'~~M

fur alle a_,..., a,_EE stets auch

n

z EM . x^ . 3 . \ -h(a, ) 6IM
i=o " ^Q^**'^a^,. . . , a ; " i

wahrend - dual - fur jede Teilmenge TCE vom Range k mit

rg(T u {b^^,.. . , b^}) = n und jede Abbildung c : T-^N[]TB] mit
!{aeT i c(a) =F 0} | <co und

E c(a) . x rB
El^ fur alle a^,..., a^ T auch

^ -. ^. "(a, a^,..., a^, b^^..., b^) --M -~ -"" -2"'-'-k

E c(&) . x, ^ ^ ^ ^ e iS fur alle a^,..., a_ E gilt.
, a.^,..., a. ) n z' ' nn

-r . ... _ -LM
Bemerkyng: Es gilt offenbar stets I», Cl'. und es gilt 1^ = Iy"genau

'M

dann, wenn M binar ist.
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Die SMtze 2 und 3 haben neben dem bereits genannten Satz 1 vielerlei

weitere Anwendungen. So lassen sich z. b. die bekannten ('and einige neue)

Theoreme fiber die Darstellbarkeit von Matroiden uber kommutativen Ringen

oder Korpern aus diesen Satzen mittels der Theorie der Grassmann-Identi-

taten leicht herleiten. Es zeigt sich, da6 M genau dann uber einen kommu-

tativen Ring R mit 1   R darstellbar ist, wenn es einen Gruppenhomomor-

phismus 0 : IT--RX in die multiplikative Gruppe Rx der Einheiten von R

mit (ptEu) = ~1o 9ibt derart, daB die induzierte Abbildung-M/ 'R

k k
(p : K[}T]^-^R : E x, »-«- E <p(x,. )(kSO , x, ED die Teilmenge J1'1 

und

i==1 1 i=1 - 1- . . 1
damit auch I.. auf 0 abbildet.

Ebenso ergeben sich aus diesen Satzen leicht die verschiedenen Squivalen-

ten Charakterisierungen orientierter Matroide (und der Beweis von deren

Aquivalenz), indem man diese Satze auf Homomorphismen ip : IT-»{±1} mit

<p(e.. ) = -1 anwendet und bemerkt, dafi ein solcher Homomorphismus genau
M

dann eine orientierte Struktur auf M definiert, wenn die induzierte Ab-

bildung B[ff]-»»[ {±1}] das e-Ideal I in das (gesattigte!) (-1)-Ideal
!_" = {n-1 +m(-1) I n=:m=o oder n'm+0} abbildet.

Man kann diese Satze aber auch benutzen, um "Bewertungen" von Matroiden

zu studieren, d. h. Abbildungen v : S-^T von B in eine linear geordnete

kommutative Gruppe T mit der Eigenschaft "aus {a,,..., a_}, {b,,..., b^}eB

folgt die Existenz eines i   {1,..., n} mit {a^,..., a^. ,..., a^, b, } ,

{a^, b^,..., b^}   B und v({a^,..., a^}) . v({b^,..., b^}) ^ v( a^,..., §^,...
..., a_, b, }) . v({a.. , b^,..., b_})" , indem man bemerkt, daB solche Be-

£*

wertungen gerade denjenigen Homomorphismen 4) : F-»F mit (?(£") = 1

entsprechen, fur die die induzierte Abbildung tp : K[r]-*-N[]T] das

e-Ideal I in das (gesattigte!) 1-Ideal
k

I =: {E -r^ I k = 0 oder k s 2 und -^ ̂ = -r^ ^73 S... s^} abbildet.

Schliefilich kann man mittels dieser Begriffe und Satze auch affine

Strukturen auf M und "Dilworth-truncations" studieren und dabei inte-

ressante Zusammenhange aufdecken.
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