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Giuseppe PIRILLO (Firenze)

SU UN TEOREMA DI JUSTIN

Riassunto. Commentiamo brevemente un profondo teorema di Justin
sui semigruppi a generazioni di cardinale limitato e diamo qualche
indicazione su una piu semplice dimostrazione di questo risultato.

Definizione 1. Di^amo ^h^ mi semigrupDo Sea generazioni di
cardinal^ limitaCo ^ ^ ^^^ positivo m su un s^ ins^eme ^-^
n^ato^_ G (brevemente "S ̂  ^ ^^ (m, G)") ^e p^ o^^^o~~p^
^lllZ" i- la i-^s^ma generazione d^ G ^ S, cioe U sottoinsieme Gi
d^_ S, contiene a]_ piu m elementi.

Osservazione. Un semigruppo finite F e di Cipo (card F, G) per
ogni suo insieme di generator! G ed il semigruppo additive degli
interi positivi e di tipo (1, {1}).

II risultato piu interessante conosciuto su questa classe di
semigruppi e il seguente:

Teorema (Justin). Esistono due applicazioni y: N-^N e 6: N-N
ta]^ ̂ he pe^ ̂ n^ semigruppo S d^ ̂ p^ (m, G) esistono un semigruppo
^^ D di_ cardinale inferiore o ^^al^ a (^(m), w ^itero j inferiore
2. HSllale a /Cm), un sottosemigruppo T di NxD, un morfismo X: T-»S
tali che

1) Z(T) = U GJ
i>J

2) ^(Tn{n}xD)=Gn (n>j).
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La dimosfcrazione che. si. trova in [2] e molto lunga e tecnica;

una dimostrazione un p6 piu semplice e basata su un lemma che sta-

bilisce che ogni elemento s di un semigruppo S si tipo (m, G) ammet-

te una fattorizzazione

n
s=uv u

dove n e un intero e u, v, u' appartengono ad S ed hanno "grado" non

superiore a m ( [5] ) .

II precedente teorema di Justin, oltre ad avere un intrinseco

interesse, gioca un ruolo importante nello studio dei semigruppi

ripetitivi, che ci apprestiamo a definire.

Definizione 2. Data un'applicazione

a: A -E

da A' in un insleme E ed un inCero positive k, diciamo che una paro-

la wsA e una k-poj:enza mpdulp a s^ esj. ste una fattp^rizzazi-pjne

tale che

W=W1W2'* *wk

a(w )=a(w )=.. . =a(w^) .

(w, eA+)

Definizione 3, Diciamo che una parola w contiene una k-potenza

module a se ha un fattore che e una k-potenza modulo a.

Definizione 4. Diciamo che un'applicazione

a: A+-E

^ ripetitiva se ^er ogni intero positivo k esiste un intero positivo

h tale che ogni parola weA' di lunghezza h cont^ene una k-potenza

modulo a.

Definizione 5. Diciamo che un semigruppo S e ripetitivo se per

ogni alfabeto finito A, ogni morfiSTno

y: A' -S

e ripetitivo.

Puo essere utile conoscere quanta dice in proposito Lotario ( [4] )

Qui ci limitiamo brevemente alle considerazioni seguenti. Una
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caratterizzazione dei semigruppi ripetiCivi nella classe di tutti

i semigruppi non e ancora nota. Si conosce pero la seguente carat-

Cerizzazione dei semigruppi ripetitivi commutativi (dovuta a Justin):

Un semigruppo cqmmuCaj:i.Yp e ripetitivo sse non contiene NxN come

s^)^Cos^emi^ruppo. La dimostrazione e in (3J : una costruzione di

Evdokimov ([!]), ritoccata da Justin, interviene nella dimostrazio-

ne della parte "solamenCe se" mentre una tappa fondamentale della

dimostrazione della parte "se" e proprio il teorema di Justin og-

getto di questa comunicazione.
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