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OBER SYMMETRISCHE POLYNOME

von
Heinz Liineburg

Es sei R ein kommutativer Rina mit 1 und R[Xl’ - xn] sei der Poly-
nomring in den Unbestimmten XQo wees X iber R. Ist © der Teilring aller
symmetrischen Polynome aus R[xl, o i 5 xn], so ist R[Xl’ cees xni‘ein~freier-~i“

: €1 ®n-1 . A ; :
z - Modul und die Elemente Xo oo X mit 0 < e, s i bilden eine freie
r-Basis dieses Moduls. Setzt man E(n) = {e|0 < e;sifiri=1,...,n-1},
so gibt es also zu jedem f € R[xl, cees xn] eindeutig bestimmte Se € rmit

e e

i n-1
ZeeE(n) SeXp o Xy

f =
Wir geben hier einen Algorithmus an, der zu f die Se berechnet. Fiir diesen
Algorithmus bendtigen wir die Prozedur naechst(e,initium,ekm,i), die alle
e € E(i) erzeugt. Sie wird mit initium = true gestartet. Nach dem ersten Auf-
ruf ist initium = false. Ist i = 1, so wird beim ersten Aufruf e = @ und
ekm = false ausgegeben. Ist i > 1, so wird beim ersten Aufruf etwa e =
(0, ..., 0) ausgegeben und bei jedem weiteren Aufruf der Nachfolger des bis-
lang aktuellen e. Ferner ist ekm = true, solange noch nicht alle e € E(i) er-
zeugt sind.

Algorithmus SYMKOEF

Berechnet zu f € R[x;, ..., x_] eine Familie (S_|e € E(n)) von sym-
1 n e

metrischen Polvnomen Se mit
€1 %1
f= zeEE(n) SeXp ttXp -

begin Sg = f3 i =1
while i < n do
begin for k := 0 to i do

for j :=k to i do
r: P r J-k-r.-...-r
_ | 1 K.
Pik = Ir %ia1%i "t Xioke2%i-kel :
{Die Summation ist iiber alle r mit 0 < ry < J-k, 0 < rp < J-k - rys

. ,0 < Fe s J-k - ry = ««+ = Feoq 2U erstrecken. }
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initium := true; ekm := true;
while ekm do
begin naechst(e,initium,ekm,i);
T0 1= Se;
if T0 = 0 then for k := 0 to i do Se K iF 0 else
begin for k := 1 to i do
¥*
Teer 3= Teealeo oo Kiogape Xiokens oo )3
T = (T = e/ (a2 ™ Xiokad)

Se,i == Ti; .
for k := i - 1 downto 0 do S, \ =T - 23=k+1 PikSe, ;
end
end;
i=i+1
end
end.

Will man dies wirklich programmieren, sowird man bei der Berechnung

der Tk von der Formel
a b b a (v - x) Xb a-1 a+1Xb—1-i

Xy - XYy s
die im Falle a < b gilt, und von der Formel
b b - b+' -1-i
Xay - ya - y) za b-1 1ya 1 ,

die fiir a > b gilt, Gebrauch machen. Ferner wird man die p\].k nicht explizit
ausrechnen und abspeichern. Sie werden ja nur einmal bendtigt, so daB es ge-
niigt, sich bei der Berechnung von S K sukzessive die in p. 3k vorkommenden
Monome zu verschaffen. Dabei ist es nutz]1ch Zu wissen, daB durch

(rys «ees rk) > (rys vy trp 1, coos vty ¥ D k - 1)

eine Bijektion der Menge der in pj K vorkommenden r auf die Menge der k-Teil-
mengen von {0, .... n+ k- 1} definiert wird.

Ist f € Z[x] und ist der Leitkoeffizient von f gleich 1, so gilt fir
die Diskriminante Dis(f) nach einem Satz von Stickelberger, daB
Dis(f) = 0 oder 1 mod 4 ist. Schur bewies diesen Satz, indem er zeigte, daf
es ganze Zahlen a und b gibt mit Dis(f) = 2 - 4b. Hierin sind a und b natir-
1ich nicht eindeutia bestimmt. Das von Schur benutzte a war nun nichts anderes
als die Permanente der Vandermondematrix aus den Nullstellen von f. Nun ist
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diese Permanente eine symmetrische Funktion in den Nullstellen von f, so
daB sie nach dem Waringschen Satz ein Polynom in den Koeffizienten von f ist.
Es erhebt sich daher die Frage, ob man diese Permanente ohne explizite
Kenntnis der Nullstellen von f berechnen kann. Dies ist in der Tat moglich,
wie man folgendermaBen einsehen kann.

Es seien X1o woes X Unbestimmte liber Z. Ferner sei

( 2 n-1)
1 Xq x1 s Xg
1 x x2 xn-1
Vdm( x; X ) = 2 72 2
10 -0 X,
2 n-1
1 x Xp o0 X, J

Dann ist

1=1

i)-1
perm(Vdm(x;, ..., x)) = Zcesn e x?(1) .

Dies ist ein symmetrisches Polynom in den X Dieses Polynom kan man nun
mit Hilfe bekannter Algorithmen als Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen der X; darstellen. Da die elementarsymmetrischen Funktionen in
den Nullstellen von f nach dem Vietaschen Wurzelsatz bis aufs Vorzeichen,
das man auch beherrscht, die Koeffizienten von f sind, ist unsere Frage be-
jahend beantwortet. Dieser Algorithmus ist praktisch nur fiir sehr kleine
n durchfiihrbar, wie im Ubrigen auch der nichste, der jedoch nicht ganz so
aufwendig ist.

Wir definieren im Polynomring IZ[yl, S yn-l] rekursiv Polynome
f2, cees fn vermoge f2 =Y und

k %1 %1 %k-1 =1

fk+1 = yk Za ra(yl = yk )"‘(yk_l = yk )s
falls o o

B 1 k-1

fo = Lo TY1 * Yke1

ist. Ist dann Bl Bn-l
f 32 ry .o.y
n g g1 n-1°2

so ist

perm(Vdm(xl, cees X)) = ZB rBTéZ)...Tén)l.
n-

Dabei ist «\") = 1 und (") - JI_, xj» falls i > 1 ist. Man beachte, daB die
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Definition von Tén) von der iiblichen Definition abweicht. Oblich ist,

rén) = n zu setzen. Die rgn) kann man nun mit Hilfe der Newtonschen

Formeln durch die elementarsymmetrischen Polynome in den Xy +ees Xy aus-

driicken, so daB wir eine zweite LOsung unserer Aufgabe gefunden haben.
Analysiert man die Entstehung der Monome in fn, so folgt

ZB |rB| = Zi;i a(n,k), wobei die a(n,k) durch folgende Rekursion definiert

sind: a(m,0) = 0 fir alle m und a(2,1) = 1. Ferner

a(m + 1, 1 + 1) = 10 (Ha(mk).

Meine Vermutung lautete, daB ZE;: a(n,k) = (n - 1)! ist. Die Herren
Nicoletti und Comtet bemerkten an Hand einer kleinen Tabelle der a(n,k),
daB a(n,k) = c(n - 1,k) sein miisse, wobei c(n - 1,k) die vorzeichenlosen
Stirlingzahlen sind. Dies konnte ich mittlerweile verifizieren, so daB

in der Tat
= y2-l = (n - 1)!
ZB er‘ - zk._.] a(n’k) (n 1)‘
jst. Einen anderen Beweis dieser Tatsache schickte mir Herr E. Triesch

(Aachen). Der zweite Algorithmus ist also ebenfalls sehr aufwendig.
Eine Note mit detaillierten Beweisen ist in Vorbereitung.
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