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COALGEBRE GRADUATE E SEQUENZE DI GOLDMAN-ROTA

di Luigi Cerlienco e Francesco Piras (Cagliari)

§1

1. 1. Sia K un campo, C un K-spazio vettoriale di dimensioi?e u e

.
). una fissata base di C. Supponiamo che su C agisca una co-

i/ ieu

moltiplicazione coassociativa A data da
H

(D &H : c c»c

b,h , E^ h: b, <9)b, ,
j=0 "j -j- -i-j

con h7/0

e indichiamo con H=(h?) la matrice triangolare inferiore formata

con Ie costanti di struttura scelte. La coassociativitS di A.. si

traduce nella relazione

(2) hi h3 h' hFr
~T J-rj r

tra Ie costanti di struttura.

Posto in (2) i=j=r si ottiene h7=h''; converremo che

(3) h^ =.1
Posto invece r=j^i si ha

(4) h, . ̂  ̂ -
da cui., per j=0, (h^)"=h^; pertanto

h1 = hi hi-j

(5) ho-1 ovvero h~ = 0 .
0

Se, per ogni i, vale la prima delle (5) allora, considerata 1'ap-

plicazione lineare

(6) e : C -1- K (counit^)

b. --- 6°
1 1

la terna C.. = (C, A,,, e) § una coalgebra (coassociativa, counitaria);

risulta in particolare commutativo il diagramma
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e®I !<»£
C(2>K

(<(> § I* isomorfismo canonico) . Diremo in tal caso che C.. 6 una coal-

gebra tri. angolare o ooalgebra graduata. Se invece, per qualche i,

si ha hl=0, solo la parte destra del diagramma precedente risulta

commutativa; diremo allora che e e una counit3 destra e chiamere-

mo  " ooalgebra triangolave (o graduata) destra.

Osserviamo che la (4) coinporta

(7) ho-° -- hl+-'=0

Inoltre ponendo r=0 in (2) si ricazta

(8) ( hl-0 A hj/0 ) hl=0

Indicheremo con A^ = (C , m,,, e) 1'algebra (triangolare o trian-

golare destra) duale di C . Denotata con (bl). _ la pseudobase
. - 1C 0)

di C" duale della (b ) : b (b )=6^, allora la raoltiplicazione
m^ e 1'unitS e sono 1c applicazioni linear! definite da

(9) m
H

c^ c"
bl®b3 ^ hl+^ b1^

(10)

1 t-

c'
0

Se h^=l per ogni i, Ay $ un anello d'integrit5 con unitS bw e ogni

§" E s^. bJCAu con S^T(O ammette un unico inverso §" . Viceversa, se

C,, 6 destra, allora b 6 elemento neutro solo a destra in A... Inol
^__-. ^ .. _ .. _. -_ . __.. __ _. . -. - ~ " - ------ H

tre s'ammette un unico inverso sinistro ma non necessariamente esi-

ste, n6 se esiste 6 unico, un. suo inverso destro. Conveniamo di

chiamare equivalenti due elementi §=I:s^b-/ e t^^t^b-' -in simboli:
§5^-- se s. s:t. per ogni i per cui hJL,<0. Due elementi equivalenti

hanno la stessa inversa sinistra. Inoltre se s=0 allora, per ogni
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t£AH' InH(t<8>§)=0'
Osserviamo infine che C,, e coconunutativa (equivalenteinente, A,

commutativa) se e solo 5e

(11) h^ = h^ , ;
'j "i-j '

in tal caso 6 ovviamente da escludersi che qualche h" possa annul"

larsi.

PiO avanti faremo uso delle proposizionJL seguentJL,

Prop. 1. Le h" siano Ie oostanti di styuttura delta, ooalffebra tyi^
3

angotare destra C . Qualunque sia la suooessione (1^^^^,, di scalari
M nc d)

n(?n nutli. (con v^^l), anche te oostanti

'.^
'. =

Tf . Tf, .

"^ "_i^ h\
IT,.. '4

eoddz-sfano a (2) e (Z) e I'applicazzpne lineare

(12)
'H

bi^
'H

^ \"i

6 un isomorfismo di ooalgebre-(dualmente^ 1'appl. t'f. neaye

(J£') A,
.

'?
&'- V-

'?,
bt/\

6 un isomorfismo d'algebra)

DiinOstrazione. Per venfica diretta.

<7^
Prop. 2. Nell'ipotesi. delta Prop. J., sta inoltre byo per l^^sr-J

e /t.. =0. Allora, per ogni. l^yfs^l e per ogni i sf ha

D.. H.. < .. .
. ^1 . _ "i"i"l

l<7'»n' HjHg ... n^
b) se hp=0 (con p>, s) allora hp^hp, =. . . =hp, 3'~ =0;

.

i-^i+l ^i+s-j'_,o) h",h~. ' ' , . . h'. ' " v ^0
'^ "' '^'

i^-i^l . " \^s+l _ ^i ,. ", "_/" ^-f^n^
-5L- = A". cpn-'n^CT) )^(h'^) s

Jn2 ". nj '7 n

<7 ^
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;:; h;/h?Dimostrazione. Posto in (2) r=l si ha h7= h
'J "j"! "1

per induzione, la a).

In virtQ della a), per ogni 0$q$.jr 'l si ha

hphp--l.,. h^... hp'-.l+l

"5 ̂ ' \^l... h;-

1 ' da cui,

0

da cui la b).

Per quanta concerne la c), proviamola dapprima per ^1 ; per la (2)
e per la a) si ha

l+s"
.

i+s-l, s _ , i+s-l., i+s-2 , i+s-1 "1 ". "1
h^ " ^h^ = h^" "h" ^" ^ h:

S "1 "1 "S-1 "I , s"l . 1
h, . . ,h

da cui, giacchS h,'=0, h:

caso j=l e dalla b),

... h^O. per )>1, la c) consegue dal

B

Osservazione. Considerazionji, similj. alle precedent! avrehbero con-

dotto a coalgebre triangolarj. sinistre se, in (1), sj, fosse sost, },"

tuita la h^O con la h^O o anche se, conservando h^O, sl fos-
se definita la comoltiplicazione tramite la

AH: CH
"^

CHa CH
1 . i

, Z^h: ,. b, »b, ..
.j?o"i"; "j'<y"i"j

1. 2. Esempi.

E ) Coalgebra dei polinomi : C=K[x], K campo di caratterj-stica ze
. . » . . *

ro, b. =x , h. =(^); via 1'identificazione x 8>x^=xly di K[x']<3>K[x]
con K[x, y], la comoltiplicazione risulta essere la valutazione in
x+y^ &u(P(x))=p(x+y). L'algebra duale e quella delle serie di. pa"

teme divise.

E^) Coalgebra dette potense divise e, dualmente, algebra delle

[i]j
eerie di. potenze: h;=l per i^j, b-=x~.

E^) Coatgebra q-euleriana: h. ^ {^)-
) ) ^

dove

Ul, ! C^l,'
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[i] =l. q. q2..... q1 -1, [0]^!-1, [i] q! = [i-l] q-. [i;lq. L'algebra duale

6 nota come algebra delle serie euleriane formali.

Con riferimento a tail esempi ed ai loro legami con la Combina-

toria e, piQ in particolare, col Calcolo Umbrale si vedano [5] , f8 ] ,

[10], [11].
Gli esempi precedent! sono casi particolari del seguente:

E ) Coalgebra C^. Invertendo la a) della Prop. 2., sia data in K
la successione n-Cn^neu tale che no?30' rll?sl e nn?'° per n&l; po"
sto n^=l e nn'=nn-i!-nn
da

(13)

Ie costanti di struttura di, C^ sono date

h1.
n.'

nj n. J LI]
) n^i n^^; LJJ^

La condizione n^^O per n&l coroporta., in virtQ della (7), che or&
hx=l per ogni i; inoltre la (13) implica la (117. C^ 6 pertanto
una coalgebra triangolare cocommutativa. Per coalgebre di questo
tipo vale la

Prop. 3. Siana ̂ (\\^ ^(^n}n^ cn e ^ oome in E4f atlora
I'applioazione lineare

n

b^ I'r'/cc' bi
6 un isomorfismo di. coalgebra.

Bimostraz ione. per la Prop. 1. con v^r\^\/^^ , »

EJ Un esempid di coalgebra triangolare non cocommutativ^ si, h&
assumendo

h^s-^^ 6: . ^ -^^ ̂ '' ^-
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§2.

2. 1. Nel seguito chiameremo sequens-a di pot'inomi ogni collezione

{P^(X, Y)|iea)}cK[X, Y] tale che

(14) P^(X, Y) - ^ p[ X-'Y1'3 con TT^P^O e P^=TT^CI ,
come pure ogni collezione (p^ (x);=P^ (x, l) | ieu} £ K[x] .

In F?] Goldman e Rota hanno posto 1'a.ccento sulla relazione (teo-

reina q"noiniale generale)

(is) P^(x, y) . ^ (^)q P^(X. Z) P^j(Z, Y)
soddisfatta dalla sequenza P^(X, Y)= 1§^(X-qsY); tale teorema e 11
q-analogo del teorema binomiale genexale

(16) P^(X, Y). - ^ ^ P^(X, Z) P^^(Z, Y)
dove P (X, Y)^(^-Y)1.

Prendendo spunto da (15) e (16) (sjL veda anche [4]), cons^de-.
riamo la;

Defini. zione 1. Diciamo ohe la sequenza di polinomi P^(X^y) 6 unq.
. Jt.

g^R^sequema se^ per opportum soatari- h (i^Q) ?i ha

(17) P. (X^) = , 1_ h\ P, (X, Z) P^_, (Z^) .
"-^'".'"" .7=0 ~j ~<7" '"' "i-j

A tali sequenze si accompagnano in modo naturale quelle cosi car&tr.

terizzate:

<J v<J v^ "'
DefinJ. zAorie 2, Didamo ohe la sequenza di pol^nomi $^(X^y)=: ^^sy T
6 una G^R^S'-sequenza 8e

(18) . S. (X^) = , ? ^i\ P, (X, Z) s_, (z, y) .
'V 3:=0 33 't'~3

Pill avanti (Prop. 6. ) proveremo che Ie costanti h. associate ad

una G-R-sequenza possono essere assunte come costanti di struttura

di una coalgebra triangolare destra C . Inoltre, nel §3, mostreremo

come, viceversa, possono essere ottenute tutte Ie G-R-sequenze as-

sociate ad una data C,,.
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Preliminarmente dimostriamo Ie due proposizioni seguenti.
"t, _. * ^ *

Prop. 4. Sia P.. ^, y^=.. E pf. Xay ^ una G-R-sequenza soddisfacen-
te a (17), P=(p3)^ H=(h^) (con h\=0 per z<j^, v ^p'\ ; posto

1- fj ,7 it
H^:(h'. IT.. . /-n. ) ei Tia

3 V^3' -i

(19) tH -- P'1

fertanto la (i-fl'-sequenza P^. f-X^y) 6 univooamente determinata dalte
't

costanti h\ e dai. ooeffi-Qienti IT. =P-"..
-^ - "". ^^. ^ -^-_... - . ^ ^^.

Dijnostraziorie. B' sufficiente osservare che Ie relazioni

(19-) P^(X, 1) - ^ p[ X;
(19") X1 = , £ h1 TT, Jv, P, (X, 1)

j=o "j "jl-j' "i 'jv"'

(quest'ultima si ottiene dalla (17) ponendo y=0, Z=l) esprimono nei

due sensi il cambiamento di riferiinento dalla base X" alia base

P^(a, l) in K[X]. .

Prop. 5, Con Ie notazioni zntrodotte in preoedensdt sono equivft-

lenti atla (18) Ie due relazioni seguenti

(20)

(21)

k ^ ^ ^^' - ^ -k
, E-. /t". p"» s^_1- ?: 6'» 8^
^r "g r^ "i-j "r "ir 'i.

fc ,. ^ _ /_ - ^ ^-k
8i ht \^k = ht s^t

(1<>. r)

Se in quests uttime si sostituisoono i ooeffioienti "s" con i ooef"

ficienti "p" si ha: (I?) ^^(20) ̂ > ((21)^(19)).

Dimostrazione. Utilizzando 1'identity

i J i-3" -. - ^ i~t t+r
(22) ^ ^ -^ f(J. r. t) - ^ ^ ^, f(j, r, r<t-.j)
trasformiamo il secondo membro di (18):

S, (X, Y) - ^ ̂  P^(X, Z) S^j(Z, Y) =
L ± ̂  h^st:yY ir'.(rtZ^r+t. (per la (22))
J:SG rs. o t^o "^rj"i"j'

r .. r.. i-r

- rSo sl x'y
i

E stX'Y
r=o i

\-r 1 1-^ ^+r . i r r+t-i .-r-. i--r+t_t
.
L -^ . ^ h^p^st^"-' X1 Y-

t=o r=o j=r J* j i~J
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i r o r.. i-r 1 i-t t+r . i r r+t-i. .. r.. i-r-t»t1, X ^ ^^~3} XrYl-r-tZt=0= r?o {si - hrPrsi-r)rY' ' - th r£o {j^r hjpjsi-j
che, posto r+t=k, equivale alia (20).

(20) ==> (21) : moltiplichiamo ambo i inembri di (20) per h^7rr-t//7rr
e soinmiamo su r:

k. k , k
.

k k, r ^r<-k-J», r.S^Vt/"k - rit ^ ̂ ^"r-t^r . rh ^ h^s^h^r-z/vr
^^-J r. r

^^ /?t p^,. t/\ . (p" la (19))
-,h ̂ W -hl. s^ .
(21)^(20) : 5^ s^ (per la (19)) = s^ ^ h^k-j/nj p] =
(per la (21)) ^ , j^ h^k^pr . .

Rr } lr~)'}

S.lamo finalmente in grado di provare la

Prop. 6. Le costanti T! . associate nella (17) ad una G-R-sequenza
3

y. (X^y) sono te oostanti di struttura di una ooatgebra triangola-
r ' _. ..i

re destra C,, ^ con H=(h. ).
<7

Dimostrazione. Si deve provare che (17) implica (2) e (3). Si ha

1 -i , k , k-rhi hl-r^ hJ-r Tri-j/ni = k^r 6k hr hj'-r Vj/7Tk

A;{tlik p; hn 1Ti-n/7ri} h'r hJ-r ̂ j/1Tk =

^/TT,. = (Per la PrOp. 4.)

i k, k= , L _!,. h3 TT, _/TT, hk~r TT, , . pV/TT^ = (per la (21))
k^r n£k "n "i-n'"i "j-r "k-j rn"r'

. _.

1 - , i , , k-r i-n_k-r
- A nEk < '. i-n/'-i S:r *k-.i hX^/"k-r

i ,n n k-r
- Jr h^ h; "i-n/Ti k?rh^'^/*K-r P^ - CP" la P"P.<.)

i 1 i_n / ^"r'r

n^r "n "r "i-n'"i ~j-r
- _L ^ ^ ^_J^ ^:: - h; h^ ^_, /^} ̂  ̂ . ^.

0

da cui, semplificando, si trae la (2).

Infine, sempre a causa della Prop. 4. e per la condizione TT -pp=l
sj, ha h^l e quindi h^l.
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2. 2. Vi e una sostanziale identitS tra Ie G-R-(S-)sequenze e quel-

-Ie definite qui di seguito.
i 3 J

Definizione 3. Dioiamo che la sequenza di polinomi p^(x)= L p^x"

di K[se\ 6 una E-A-sequensa se, per opportuni soalarz h. (h^0) si

ha i
(23) p^. (xy) = /|, Ji\ p, (x) y3 P,_, (y) .

^ <7

Dioiamo inoltre ohe s, (x)=, :L_ s^. x3 ̂ K[x} 6 una E-S-A-sequema asso-
i. j=o .Z-

data a p^. (x) se

(24) Bi(xy) = . io ^ p.i(x) y3 si^(y)
,}=<? 3

Le sequenze cosi definite generalizzano i concetti - introdotti
da Andrews in [3] e corrispondenti al caso h^=(^) - di famiglia
euleriana e di famiglia di Eulero-Sheffer .

Prop. 7. L'uguagtianza s (x)=S^(x, l) determina una corrispondenza
biunivoca tra Ie G-R-(S-)sequenze e te E-(S^)A-sequenze relative

^
alle stesse costanti h,.

DiMostrazione. La posizione X=xZ e Z=yY trasforma (18) in (24). i

Come corollario di tale propos. lzione si ha che un'a. ffermazione

an&loga alia Prop. 6. vale anche per Ie E-A-sequenze. Nel:paragrafo
seguente mostreremo coine esse sjlano naturalmente collegate ad oppor-
tune applicazioni IJLneari di C in s6. Ci^ consentira anche di in-
yeytlre la Prop. 6.

In conclusione del presente paragrafo proviamo la

Prop. 8. Sia p^(x) una E-A-sequenza; se, per un indice i post. t-i. vo,
hi^0 allore p^(l)=0. In partioolare ci6 6 vero per ogni i>0 se

0 t-

la corrispondente ooatgebra C 6 triangolare.

Dimostrazione. Ponendo nella (21): "p" in luogo di "s", t=0 e
sommando su k si ha

^ - Jo PihS - h: kSo ^ - h: .3i(l) .
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§3.

Faremo uso delle notazioni seguenti:

a) §=zs^bj 6 un arbitrario elemento di A^;
b) i?=ETr. b3 S un elemento di A tale che TT -1 e TT ?<0;
c) TT 6 1'applicazione lineare definita da

if : C
'H
b,

1

'H

7ribi

d) jp=£p b^ & .I'inverso sinistro di .f?; vale quindi la relazjlone

(2S1 *So Pi"n-ih'i - so .
e) I § il morfismo identico su C^;

f) <(>: C^®K C,,, bfgthi^-^hb § I'isojnorfisino canonico;
1

g) ^, ; Cu_>-K[^c], b^h->-xA § .1'i.somorfismo canonico di spazi vetto-

nalA;

h) o 6 un'applicazJLone lineare associata a § e definita da

-»- c.(26) o -<j)o(I®§)^A^ ; C -

dove

(27)

b, 1--
1

'H

1_ CTJ b,
j^o -i -.j

°i - S si-j 
c hl, "Lj ;

a causa della (7), I'applicazione T associata a t coincide con o

se §st;

i) s_ § un'applicazione lineare - che chiaineremo G-R'-S-appli. cazio-
ne associata alia coppia (§, fr) r- definita da

c.(28) s = ffoo ;= ({, o(7r<2)§)»A^ : C^- 'H

dove

(29)

b,
1

j
. £" ^ b,
j=o -i j

s3 h^iT. s. . =h^7r.:sJ^ .
'J "J "i-J J J i-J

Se §=p, la corrispondente

(28') 'H
-^ c

'H

1 i. J .i
^^ p^b, = .;E^ h; TT^ p_^ b^
j^o ^i"j jSo "j j "i-j ~3
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verr5 detta G-R-applj. cazJLone associata a ft.

1) Tf>t, o*1 e s¥«'ot<<ff sono Ie duali di fl, o e s ;

m) "5"C5^ TT^), n^(§) "(o^) e S''(s^)''n^. n^(§) sono Ie matrici cl:e
rappresentano Ie applicazioni linear! T? , o ed s^, come pure Ie lo-
ro duali (con la convenzione che gljl elejnenti di C^ sono rappre-

?entati con vettorl'-colonna e quelli di A^ con vettorl-rlga).

Va notato che TI" ;A'H

per ft" e che o" 6 .1' a.pplicazione lineare "m^C

zjlone a destra per §) :

A,, 6 1'o.peratore "prodotto djl Hadamard

t)*' (inoltiplica"

^ : A
'H

hi .-
*H.

.
1. s, , K^ bA - 'm,. (b^(2> §)
i"j "i^j "j ~ '"H

Ci5 premesso possiamo provare la

Prop. 9. Con yiferimento alia ooalgebra triangolare degtra C

e alta sua algebra duals A\^ H=(h\), si-ano t un elemento fi. osato
J

e^ § un elemento varzabile di. A,,.

H

i) Estate una, ed una sofa, E-A'-sequenza p^fx) :

(23) pz(xy)" , L ̂ - p/s; y3 pi^(y)
con TT. coeffioi-ente direttore di. p. (x); tale aequenza 6 data da

w] p^f . (a^ii^} -- ̂  p( ̂  - ^:, »; ̂  p,., ̂  .
ii) Tutte Ie E-S-A-sequenze s^. fx) aseooiate a tale E-A-sequenza

.
(x) sono date - at vari-are di 6 i-n A,, - da

1.
1- ^ i' ^ .!

'ix3 

- ,L ̂  ̂  8<-, s;(31) 8. (x) = (^»s_)(bJ = ,. £, s^.
1- IT 1' J .='i

Per la Prop. ?, affermazioni eimili vatgono per Ie G-R-(S-)sequenze

P, (X, Y) e S_. (X, Y).
I I'

Dimostraz-iorie. Osserviamo innanzitutto che, posto i'"j in (30), si
ottiene pl"Tr,. Proviamo che la sequenza (30) soddisfa alia (17)
e quindi, per la Prop. 7., alia (23). Facendo uso della Prop. 5,, ba
sta dimostrare che sono ora soddisfatte sia la

1-1
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(19) Jj p{ ̂  .^/^ " S]
che la

(21) ^ ̂  .^/^ . ^ p^:^ .
Qaest'ultima § di verifica immediata. (con 1'uso di (30) e (2)).
Per quanta concerne la (19), si ha:

I p{ hti 7rt-i/fft ° (per (30)) ' ? hjl 7Tj pi'-J II^ 7rt"I/TTt ;= (per (2))
" Iht, bt]v) "i. j Tt-i/'It E h] v}/\ i "^i pi-, "t-i° (per (25)
" st)h]v, /\ 'str
L'unicitS della sequenza soddisfacente alle condizioni richieste e

poi assicurata dalla affermazione finale della Prop. 4.

Infine, il fatto che la sequenza (31) soddisfi alia (24) viene pro"

yato con un ragionajnento identico al precedente; per concludere ba-

sta osservare che ogni E"S"A-sequenza s^(x) si ottiene nel modo

descritto ponendo §^ Es. b , w

Osserviamo che - posto ft(x)^ £7r^x"b" " dalla (19") consegue

ftW ^ iny((Xp^(x) bz) eft)
e quindl, nel caso in cui hl=l per ogni i, si ha la "funz.ione
generatrice" della E-A-sequenza p^(x): m^(ff(x)(g)^) P ^ P^W b .

Quanta contenuto nei paragrafi 2 e 3 si sejnplifica notevolmente
se si aggiunge la condizione che siano monici i polinomi p^(x)=P^(x, 1)
e quindi anche i loro associati s^(x)=S^(x. 1) (e facile provare in
effetti che s^(x) ha lo stesso coefficiente direttore di p^(x) ).
Va anche notato che se p^ (x) e una E-A'-sequenza associata a C allo-

1 ^-^
ra la sequenza monica P^CX)^TT^ p^(x) § associata a C^j , con

.

H;. P hx Tf. TT, ^/7T, ; tuttavia i P, (^) non corrispondono ai p^(x)
AJ 

' 

"J "j"i-j/"i ' .-""".-- - 

ris - 
- 

-- . .^

nell'isomorfismo (12).
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