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COALGEBRE GRADUATE E SEQUENZE DI GOLDMAN-ROTA

di Luigi Cerlienco e Francesco Piras (Cagliari)

§1

1.1. Sia X un campo, C un K-spazio vettoriale di dimensione w e
(bi)iew una fissata base di C. Supponiamo che su C agisca una co-
moltiplicazione coassociativa AH data da
(1) Ao, C — CB®C

b.k—————+—j2 h; bj@>b I con hi#O

e indichiamo con H=(h;) la matrice triangolare inferiore formata
con le costanti di struttura scelte. La coassociativitd di AH si
traduce nella relazione )

i i-r

h.
r j-r

P
(2) hl h)

J
tra le costanti di struttura.

Posto in (2) i=j=r si ottiene h;=hz; converremo che
4
h, =.
(3) . =1

Posto invece r=j#i si ha

i i i-j
4 h. = h, h
(4 ) ) ©
. ’ 1.2 .4
da cui, per j=0, (ho) =ho; pertanto
(S) ht =1 ovvero hr =0 .
: o o

Se, per ogni i, -vale la prima delle (5) allora, considerata 1'ap-
plicazione lineare
(6) g 3§ C =K (counita)

i, s e

la terna =(C,AH,e) & una coalgebra (coassociativa, counitaria);

C
H
risulta in particolare commutativo il diagramma
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(¢ & 1'isomorfismo canonico). Diremo in tal caso che CH ¢ una coal-
gebra triangolare o coalgebra graduata. Se invece, Ber qualche i,

- si ha hi=0, solo la parte destra del diagramma precedente risulta
commutativa; diremo allora che € €& una counita destra e chiamere-
mo C coalgebra triangolare (o graduata) destra.

H
Osserviamo che la (4) comporta

i= i+j=
(7) h0 0 => hj 0

Inoltre ponendo r=0 in (2) si ricaua

() (h =0 s hlfo) —> h;=0 :

Indicheremo con AH = (C",m m ,€) l'algebra (trlangolare o} trlan-
golare destra) duale di C Denotata con (b ) ol la pseudobase
di C” duale della (bi) : b (b )= GJ allora 1la moltiplicazione

mﬁ e 1'unitd e sono 1le app11c321on1 lineari definite da

(9) my:C®C — "
bleb) — o h;” bt

£ —————e

(10) ' e
‘ 1’————-—»—1)0

Se h;=1 per ogni‘i, AH ¢ un anello d'integrit3 con unita b° e ogni

% j . . <=1 .
S= ; sijeA con sofO ammette un unico inverso § ., Viceversa, se

H
. o 5
CH ¢ destra, allora b @ elemento neutro solo a destra in AH. Inol-
tre sémmette un unico inverso sinistro ma non necessariamente esi-

ste, né se esiste & unico, un. suo inverso destro. Conveniamo di
chiamare equtvalentt due elementi 3= EstJ e t= EtJbJ -in simboli:
§=t-- se s.=t. per ogni i per cui h #O Due elementi equivalenti
i

hanno la stessa inversa sinistra. Inoltrc se §=0 allora, per ogni
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H? mH,(t®§)=0'

Osserviamo infine che CH & cocommutativa (equivalentemente, AH

teA

commutativa) se e solo se
i i

11 h, = .
(11) 3 -

)

g % L . ' i

in tal caso & ovviamente da escludersi che qualche ho possa annul-
larsi.

Pidt avanti faremo uso delle proposizionl seguentl,

Prop. 1. Le h; siano le costanti di struttura della coalgébra trin
angolare destra CH' Qualunque §ta la auccéssioné ("n)new di scalart

non nulli (con nozi), anche le costanti

g M, Ma .
) s J

soddisfano a (2) e (3) e l'applicazione lineare
(12) CH —-———»Cﬁ
b.t—m 7 D s
1 Tt
¢ un isomorfismo di coalgebré.(dualménte, 1'appl. lineare

ez A

t12*). A
( ) ¥ %
é un fsomorfismo d'algebra)

" Dimostrazione. Per verifica diretta, @)

e om Lo B § . ) o 1 o Q j P ) ° ,
Prop. 2. Nell';potesa della Prop.l.,»sza tnoltre hJ#O per 18 j€8~1
e h;=0. Allora, per ogni l§jss—1 e per ogni © st ha

n.n

° ° ° o o © n. . °
a)  [%) :7 s Clal A2 S con?n:(nn):{h:) ;
-J n nlnz o ° o nj J
1 i1
b) se h§=0 (con pys) allora h?:hq+ =...=h§+3 =0;
o3 B LR Vg
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1 da cui,

Dimostrazione. Posto in (2) r=1 si ha h;= h;

* per induzione, la a).

In virtd della a), per ogni O¢qsjr1l si ha

p+q p+qn1 P p+qnj+1
hp+q _ h1 h1 "'hl"'hl . 5
] Wdnd L, |l
11 "1

da cui la b).
Per quanto concerne la c), proviamola dapprima pér jrl pér la (2)

e pér la a) si ha

i+s-2 1
i+s-1's i+s~1 i+s~2 1+snl 1 1
h = =
s h1 h1 s-1 hl hSnl h1
1 e o0 1
. . " i+s~1 i :
da cui, giacché h;=0, h; > ...hi=0 Per j>1, la c) consegue dal
caso j=1 e dalla b), e v B

Osservazione. Considerazioni simili alle precedent}l avrehbero con-

dotto a coalgébre triangolari sinistre sé, in (1), si fosse sostir
tuita 1la .hi#O con 1la hi#O o anche sé, conservando hifo, si fos-
se definita la comoltiplicazione tramite la

C,.®C

H

b e

1 j

ploorRoian

i
iy bj®b

1.2. Esempi.
El) Coalgebra dei polinomi : C=K[x], K campo di caratteristica ze-
TO, bi=x1, h;=(;); via 1'identificazione x e x?=x'y’? di K[x] @K [x]
con K[},y], la comoltiplicazione risulta essere la valutazione in
X+y: _AH(p(x))=p(x+y). L'algebra duale & quella delle serie di po-
tenze divise.
EZ) Coalgébra delle poténzé divise e, dualmente, algébra delle
serie di potenze: h%=1 per i2>j, bl=xt.

g [i],!

E Coalgebra q-euleriana: hi = (7) = 9 dove

) - &y -
3 g By
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[i]q=1+q+q2+,,,+q1—1, [O]q!=1, [i]q}=[i—1]q!-[i]q. L'algebra duale

-8 nota come algebra delle serie euleriane formali.

Con riferimento a tali esempi ed ai loro legami con la Combina-
toria e, pid in particolare, col Calcolo Umbrale si vedano [5], [8],
[10], [11].

Gli esempi precedenti sono casi particolari del seguente:
E4) Coalgébra Cn‘ Invertendo la a) della Prop.2., sia data in K
la successione n=(nn)n€w tale che no=0, n1=1 e nnfO per n2l; po-
sto n _l=1 e n_lI=n fem le costanti di struttura di C_ sono date
0 n° n-1" 'n n
da ol
i i

SO D

| J' ) n

La condizione n fO per nkl comporta, in virtd della (7), che ora
h =] per ognl i; inoltre la (13) implica la (11). C é pertanto

una coalgebra triangolare cocommutativa, Per coalgebre di questo

tipo vale la

Prop. 3. Staﬁo n:(nn)new, C:(Cn)new, Cn e CC come in E allora
l'applicazione lineare

c ——>C

C
b, b——— n_,!/t.! D
T DAMRE A

é un {somorfismo di coalgebra.

DimOStraz1one Pér la Prop.1l. con m.=n. /T u

ES) Un ésempid di coalgebra triangolare non cocommutativa si ha

assumendo
_ 2i+1 _ i j- 6%
2 +s ( ;) q? s ’ h2j+5 "(j)qz a’ gk
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2.1. Nel séguito chiameremo séquéhza di polinomi ogni collezione
{Pi(X,Y)Iiew}g.K[X,Y] tale che
i P .
- i oyxIyi-i pi A
(14) Pi(X,Y) jéo P3 XY con m, pifO e Po U 1

come pure ogni collezione'{pi(x)=Pi(x,1)Iiew}SEK[x].

In [7] Goldman e Rota hanno posto 1'accento sulla relazione (teo-

rema q~nomiale géneralé)

i .
15 P, (X,Y Yy p.(x,2) P, .(Z
(15) ) 7L (g P3062) Py (20
soddisfatta dalla sequenza P (X,Y)= :@i(x—qu); tale teorema & il
q-analogo del teorema b1nomlale generale
(16) P, (X,Y) = g M po(X,2) P, L (Z,Y
R L FyUEEd Fygy el

j~o
dove Py (X, = (XrY)l
Prendendo spunto da (15) e (16) (si veda anche [4]), considew

riamo la:

“Definizione 1. Diciamo che la sequenza dt polznomt P (X,Y) & unaq

" ‘G~R~sequenza se, per opportunt scalari hj (h #0) 8t ha

- (17) P.(X,Y) = .z nt B (x,2) P. (2,Y)
LY ' o j J At

A tali sequenze si accompagnano in modo naturale quelle cosi caratn

terizzate:
» . ; . S £ 4 i f
" Definizione 2, Diciamo che la sequenza di polinomi Si(Xér): gos‘;)ﬂi"t
é una GrR~S~sequenza se
| T4
(18) . S (X,Y) = L h,P.(X,2) S, .(2,Y)
¢ j=o j " J Al

Pidt avanti (Prop.6.) proveremo che le costanti h; associate ad
una G-R-sequenza possono essere assunte come costanti di struttura
Qi una coalgebra triangolare destra CH' Inoltre, nel §3, mostreremo
come, viceversa, pOSsSOno essere ottenute tutte le G-R~sequenze as-

sociate ad una data CH
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Preliminarmente dimostriamo le due proposizioni seguenti.

“Prop. 4. Sta P (X,Y)= Eo p i Y "V una G-R-sequenza soddisfacen-
te a.(17), P= (pi) H= (h;) (con hj—O per 1<j), ﬂi:pz ; posto
B=(n" n, ./n.) si ha

J +-J 1

(19) tH = P i
Pertanto la G—R—séquénza Pi(X,Y) é univocaménte determinata dallé

: 5 3% . e w g 7
costanti hj e dat coeffictentt mLEP

" Dimostrazione. E' sufficiente osservare che le relazioni

' -
(19') Pi(X,l) J§0 P3 X
(19'*) Xi = .; h1 n. ./w. P.(X,1)
j=o 3 1-) 1 J

(quest'ultima si ottiene dalla (17) ponendo Y=0, Z= 1) esprimono nei
due sensi il cambiamento di riferimento dalla base X alla base

P, (X,1) in K[X]. | .

" Prop. 5. Con le notazioni introdotte in precedenza, 8ono equiva-

tenti alla (18) le due relazioni seguenti

k -
- (2a) o ht pr sk J B ék s% (k>r)
jer o § ot
k ,k _ 7 k
(21) - 8 hy o o/ T Py %y

Se in queste ultime si sostituiscono i coefficientt "s" con 1 coef-

fictenti "p" si ha: (17) &>(20) =>((21)A(19)).

Dimostrazione. Utilizzando 1'identita

g ii' " i i-t t+r
jéo r=0 t=0 (3,7t = t o rzo er

(22) £(j,r,r+t-j)

trasformiamo i1 secondo membro di (18):

Si(f,Y) JE j PjEX,ZE S%".(Z,Y) =
= s o 9 B o - B r t- irjet jrr+t_
= L, s; X ' ks xfa Lo j Py X iy Z = (per la (22))

1 s _ i 1i-t t+r = 2
s or Iy - T TronipTsTr XMy Tttt .,
=0 "i tZo rso j=r jrjTi-j
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*to3y )Ty i-r-t,t_,

i iro Y i-r i i-t ter 1 T
.P. s
373 i-j

" 1k {Si ) hrprsi~r}x : " ek glo {er

* che, posto r+t=k, equivale alla (20).

(20) = (21) : moltiplichiamo ambo i membri di (20) per h:"r-t/“r
e sommiamo su ri " "
k, k kK k.1 i1 k-j
h h = -
SiMeMet/ e = rEe O SiMeTrot/™r T rEe jEc P5P5%i- Jht“r ¢/r
k J .
_ 1 k-j p -
jgt §5i-5 rgt pjht“r—t/"r (per 1la (19))
k O k - . .
I I | k-t
Jé hJ 1= Jdt ht ®i-t
_ kK k _ K L r
(21) = (20) : 6. 55 ~© (per la (19)) = Ss jér hjnk_J/ﬂJ 'pj -
k . k“.
(per la (21)) = ,_ h's. Ip~ .
P jrr "iTangP .

Siamo finalmente in grado di provare la

- Prop. 6. Le costanti h; associate nella (17) ad una G—R—séquenza
Pi(X,Y) sono le costanti di struttura di una'codlgebra triangola-

re destra C , con H=(h").
H J

Dimostrazione. Si deve provaré che (17) implica (2) ¢ (3). Si ha

hi h;:; ni_j/ni = kér Gi ht h?:i L J/1r = (pér la Prop.4.)
- kir {ﬂgk Py b SV AR h?:i "k—j/“k §
kgr nzk W oa. /n h§:; s 8 pﬁhf/nk = (per 1a (21))
klr ngk hiom —n/"' b?:i 1Tk—j thﬁ:: k-1
= nér hi h? nl_n/w1 kgr h?:; "knj/"k-r pi:; = (per la Prop.4.)
. nér'hi Y/ a?:: = h§ hi mi 5/

da cui, sémplificando, si trae la (2).
. ; o
Infine, sempre a causa della Prop.4. e per la condizione n0=po=1

si ha ho=1 e quindi h;=1. "
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2.2. Vi & una sostanziale identitd tra le G-R-(S-)sequenze e quel-

-le definite qui di seguito.
A

Definizione 3. Dieiamo che la sequenza di polinomi p; (x)=L p'7 J
r J

di K[z] & una E~A-339uenza se, per opportuni scalari hj (hi#O) st

ha

2

(23) pi(xy) = jgo (x) y p; j(y)
Dieciamo inoltre che si(x)rjé Jm eK[x] é una E-S-A-sequenza asso-
ctata a pi(x) se
L) i
(24) si(xy) o jgo hj pj(x) y si_j(y)

Le sequenze cosi definite generalizzano i concettl - introdotti

da Andrews in [3] e corrispondenti al caso hJ—( )q - di famiglia
euleriana e di famiglia di Eulero-Sheffer .
Prop. 7. L'uguagltanza 8 (x)= S (z,1) determina una corrispondenza

biunivoca tra le G~R-(5- )sequenze e le E- (Sﬂ)A~sequenze relative

alle stesse costanti hj'

Dimostrazione. La posizione X=xZ e Z=yY trasforma (18) in (24). )

Come corollario di tale proposizione si ha che un'affermazione
analoga alla Prop.6. vale anche per le E-A-~sequenze, Nel:paragrafo
séguente mostreremo come esse siano naturalmente collegate ad oppor-
tune applicazioni lineari di Cy in s&. Cid consentira anche di in-
vertire la Prop.6.

In conclusione del presente paragrafo proviamo la

Prop. 8. Stza P (x) una E-A- sequenza, se, per un indice i positivo,
h;#O allore pi(1)~0. In partzcolare eid & vero per ognt 1>0 se

la corrispondente coalgebra CH é triangolare.

Dimostrazione. Ponendo nella (21): '"p" in luogo di "s", t=0 &

sommando su k si ha

i b o kx_ i b ki ;
6 = % piho = ho kgo Py = ho pi(l) :

o k=o
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§3.

Faremo uso delle notazioni seguenti:
a) g=rs.b) & un arbitrario elemento di AH;

b) ﬁ=2njb3 & un elemento di AH tale che n0=1 e nj#O;

c) # & l'applicazione lineare definita da

o~

¥ : C,—>C

H H
d) §=zpjbJ & 1'inverso sinistro di f; vale quindi 1la relazione
n n_ n
(28) ik Pi"n-i"i 7 %o
e) T & il morfismo identico su C

f) ¢: CH®K—~—*-C

H;
H’ b®h+—»hb & 1'isomorfismo canonico;

: 1 % < : ; 2
g) ¥ CH — K[x], biF4>X & 1'isomorfismo canonico di spazi vetto-
riali;

h) ¢ & un'applicazione lineare associata a ¢ e definita da

(26) o =¢o(I®S)ehy, : Co

H CH
i 5
b, —>.Z_ 07 b,
dove ! R0 71 )
27 of m & . = BEe® . ;
(27) i j i-) j °i~J

a causa della (7), l'applicazione t associata a t coincide con ¢
se Sst;
i) S, é”un'applicazioné lineare - che chiameremo G-R-S-applicazio-

ne associata alla coppia (8,f) - definita da

(28) S_" = oo = ¢o(?{®g)°AH : C—C_

H “H
1

| bz sib
dove J L)
29 s? =hlw, s, .= h% m. S. .
= 1 jo3 oi-) j ) oi-)
Se 8=p, la corrispondente

1 -
(23 ). P, CH'———ﬂ> CH

i j 1 i
b, ——> . . = 3 :
1P 5E0 P10y 7 sEo My Ty Piog Py
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verrd detta G-R-applicazione associata a f®.
1) #, o% e §;-o“oﬁ sono le duali di ¥, o e S,

i e ds - j ] - ¥ x on
m) Hﬁw(dj nj), HH(§) (Oi) e S~(§1)~H6 HH(S) sono le matrici cle
rappresentano le applicazioni lineari %, o ed s,» come pure le lo-
ro duali (con la convenzione che gli elementi di CH sono rappre-

séntati con vettori~colonna e quéili di AH con véttori—riga).

Ya notato che i“:AH-¢nAH e l'Qperatoré "prodotto di Hadamard
per #" e che o” & 1'applicazione linearé."mﬂ(wébg)" . (moltjiplica-~
zjone a destra per 8):

oy A, — A

H H.

j = i 4 b1
b?  ——— iEj Sif‘j hj b mH(b ® 8)

Cid premesso possiamo provare la

Prop. 9. Con riferiménto alla coalgébra triangolaré destra CH
e alla sua algebra dualé AH’ Hz(h;), stano f un éleménto ftesato

ed & un elémento variabilé di A

B
1) Esiste una, ed una sola, E-A~sequenza pé(b) :
(23) (wy) = £ 1 po(x) o (y)
p.i j"’O j pj y p‘l:"‘J' ¥/, |
con T, coefficiente direttore di'pi(m); tale sequenza & data da
e dbie E ool b j
(301 pi(x) = (Wop")(bi) = jgo p, =° = jgo hj ﬂj pi—j x

tt) Tutte le E—S—A—séquénzé si(x) associate a tale E-A-sequenza

pikx) sono date - al variare di § in AH - da
, __ 1 . 4 1 : P
(31) s.(z) = (pos )(b,) = L &% 2’ = L n%wm,s, . x
T | Jj=o "1 jso g d -

Per la Prop.?. affermazioni simili valgono per le G-R-(S-)sequenze
P.(X,Y) e S.(X,Y).

1 1

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, posto i=j in (30), si

Proviamo che la sequenza (30) soddisfa alla (17)

ottiene py=m..
e quindi, per la Prop.7.,, alla (23). Facendo uso della Prop.5., ba-

" sta dimostrare che sono ora soddisfétte sia la

11
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t .
it -
‘(19) igj 2 hi nt_i/wt Gj
che 1a
kK, k i k-t
(21) Py Mg Moo/ = Be Py v

Quest'ultima & di verifica immediata.(con 1l'uso di (30) e (2)).

Per quanto concerne la (19), si ha:

J pb - : - 1 t _
FPY Py Mo/ (per (30)) ¢ By "y Pinj hy wo_y/ve = (per (2))
t t-] | t t-j
hy hi dom, p, . ow . . . -
" § J 1) TTJ pl"‘J “tﬁl/wt hj "j/nt § hi—j pl"J “t'-l (per (25)
t,t t
§., h., 7m./w §..
J ) _J/ t J

L'unicitd della sequénza soddisfacente alle condizioni richieste &
poi assicurata dalla affermazione finale della Prop.4.

Infine, il fatto che 1la séquenza (31j soddisfi alla (24) viene pro-
vato con un ragionamento identico al precedenté; pér concludere ba-
sta osservare che ogni E~S-~A-sequenza si(x) si ottiene nel modo

(0]

descritto ponendo &= Zsj b, w

Osserviamo che -~ posto M(x)= anxnbn ~ dalla (19") consegue
i
R(x) = my((Zp; () bY@ ™

T P i o g .
e quindi, nel caso in cuil ho=1 per ogni i, si ha la "funzione

generafricé" della E—Aﬁsequénza pi(x): mH(ﬂ(x)@>ﬁ) R § pi(x) bt

Quanto contenuto nei paragrafi 2 e 3 si semplifica notevolmente
se si aggiunge la condizione che siano monici i poiinomi pi(x)=Pi(x,1)
e quindi anche i loro associati si(x)=Si(x,1) (& facile provare in
effetti che si(x) ha 1o stesso coefficiente direttore di pi(x) ) »
Va anche notato che se pi(x) & una E-~A-sequenza associata a CH allo-
ra la sequenza monica ﬁi(x)=v;1 pi(x) & associata a Cy , con
ﬁ; = h; "j“i—j/“i ;  tuttavia i ﬁi(x) non corrispondono ai pi(x)
nell'isomorfismo (12).
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