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KOMBINATORISCHE STRUKTUREN , UNIPOTENTE GRUPPEN

UND POTENZREIHEN-DARSTELLUNGEN

Arne Dur

lns+i+u+ fur Ma+hema+ik der Universi+at Innsbruck

Innrain 52 . A-6020 Innsbruck , Os+erreich

Vorwort

Bei AbzShlproblemen auf einer lokalend Iichen geordne+en Menge erweist sich
hSufig die zugehorige InzidenzaIgebra als nu+zliches a Igebra i sch-es Hilfsmi+te],
man denke z. B. an die Mobius-1nversion. P. DoubiIe+, G. C. Ro+a und R. Stanley zeigen
in ihrer Arbeit "The Idea o-f Generating Func+ion" ([8]), daB die reduzier+en
Inzidenzalgebren wich+iger geordne+er Mengen isomorph zu Algebren von formalen
Po+enzreihen sind, z. B. fuhren end Iiche Tei Imengen einer abzahlb.aren Menge auf-
Exponential re;hen und end Iich-dimensionaIe Un+erraume eines Vek+orraums abzahl-
barer Dimension uber einem end Iichen Korper auf Euler-Reihen. Kombina+orische

Anwendungen davon bespricht M. Aigner in [1], pp. 318.
Die vorliegende Arbeit se+z+ die Idee von Doubi le+, Ro+a und Stanley,

geordne+e S+ruk+uren mi+hilfe geeigne+er erzeugender Funk+ionen zu un+ersuchen,
fort. In §5, (i) wird z. B. gezeigt, wie die Verbande der Tei Ipar+i+ionen end-
llcher Vek+orrSume und die Komposi+ion endlicher Euter-Reihen zusammenhangen.
lch habe versucht, sowohI einen Uberblick uber die allgemeine Theorie der

Inzidenzalgebren und der affinen Monoide mu1+iplika+iver Funk+ionen zu geben,
wie sie-in den Grundzugen berei+s in [10] en+hal+en is+, alsauch in einer Reihe
kombtna+onsch in+eressan+er Beispiele de.ren Anwendungen zu erlau+em. Aus

Pla+zgl-Unden muB+e dabei auf Beweise verzich+et werden. Einige der Beispiele
wurden in [10] erwahnt, andere sind neu.

In §1 wird eine Kons+ruk+ron von InzidenzaIgebren zu kombina+orischen
S+ruk+uren besprochen, welche in kurzer Form in [10] vorges+ellt wurde und die
verschiedenen Ar+en van InzidenzaIgebren in [8] vereinhei+1 ich+. Die van

Doublle+, Ro+a und Stanley be+rach+e+en FamiIien geordne+er Mengen sind hier
Famltien von Un+er- bzw. Fak+orobjek+en in einer Ka+egorie.

In §2 werden Bedingungen fur die kombina+orische S+ruk+ur angegeben, un+er
denen die InzidenzaIgebra eine Bialgebra wird und durch das affine Monoid G der
mul+iplika+iven Funk+ionen beschrieben werden kann. Hier weiche ich van der
Arbeit [10] ab und folge [9]. Der wesen-Miche Bes+and+ei I von G is+ eine unl-
po+en+e affine Gruppe, die im allgemeinon unendIich-dimensionaI is+.
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In vleten Fallen besi+z+ das affine Monoid der mu1+iplika+iven Funk+ionen

'eine treue Dars+ellung durch Endomorphismen von Po+enzreihenaIgebren. Wie diese

Dars+ellung zur Berechnung der Mobius-Funk+ion und zur Bes+immung erzeugender

Funk+Ionen von Anzahlen verwendet werden kann, wird am Ende von §2 erklart. Das

bekann+es+e Beispiel aus der Li+era+ur sind Par+i+ionen endlicher Mengen

([8], pp. 100 und [I], pp. 525), wo G isomorph zum Endomorphismen-Monoid der Po+enz-

reihenaIgebra in einer Variablen is+. Neue Beispiele dazu werden in §3 vor-

ges+etlt, un+er anderem Dars+eI Iungen geordne+er Mengen, invarian+e Aquivalenz-

rela+ionen auf endlichen Mengen un+er Gruppen-Opera+ion,TeiIpar+i+ionen end-

licher Mengen und TeiIpar+i+ionen end Iicher Vek+orraume. Eine in+eressan+e

Anwendung in der Numferischen Ma+hema+ik ha+ die aus den WurzelwaIdem kons+ru-

ier+e unlpo+en+e Gruppe, deren Dars+eI Iungen durch Bu+cher-Reihen in der Theorie

der Runge-Kut+a-Verfahren be+rach+et werden ([12]). Die Dars+elIungen (3. 1)-

-(5. 9) zeigen, daB eine Reihe in+eressan+er S+ruk+uren mi++els geeigne+er

Po+enzreihenaIgebren beschrieben werden konnen.

Bezelchnungen:

IN^ , IN ... die Menge der na+urlichen Zahlen mi+ bzw. ohrie Null

Z ... der Ring der ganzen Zahlen

(0 , fR ... der Korper der ra+ionalen bzw. der reellen Zahlen

1X1 ==fr(X) ... die Anzahl der Elemen+e der endlichen Menge X

X+Y ... die disjunk+e Vereinigung der Mengen X,Y

X^Y ... die Objek+e X, Y einer Ka+egorie sind isornorph
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§ 1 Komb i na+or i sc he S+ruk+uren und InzidenzaIgebren

In dieser Arbeit werden "kombina+orische S+ruk+uren" be+r.ach+et, die sich durch
eine Ka+egorie K, eine Ktasse M van Morphismen in K und eine Aquivalenzrela+ion
~ beschreiben lassen. Wie allgemein dieses Konzept is+, zeigen die Beispiele am
Ende dieses Paragraphen und in §3.

Sei K eine Ka+egorie mi+ der Eigenschaft
(K1) K is+ bis auf Isomorphie klein, dh. die Isomorphiektassen der Objek+e von K

biIden eine Menge.

Sel M eine Klasse van Morphismen inj<mi+ den Eigenschaf+en (M1)-(M5):
(M1) M en+h8l+ nur Monomorphismen oder nur Epimorphismen. A I Ie Isomorphismen van

K gehoren zu M.

(M2) M is+ bzgl. der Komposi+ion abgeschlessen.

Die Dimension eines Morphismus s£M sei das S'upremum in IN^U{°°} der Langen aller
Produkt-Dars+ellungen

5 = Sj...S^ ,

deren Fak+oren s^,..., s CM keine Isomorphismen sind. Dimension 0 haben nur die
Isomorphtsmen. Wir verlangen
(M3) Alle Morphismen in M haben endliche Dimension.

FUr 1=2, 3,... sel

S, (M) = {(s ,..., Sj) MI;die Komposi+ion s^... s^ exis+iert}
die Klasse der 1-Simplizes aus M. Wir definieren auf S^(M) eine Aquivalenz-
relation durch (s,,..., s, ) w (r^,..., r^) , falls Isomorphismen a^,..., a^_^
exls+leren, sodaB das Diagramm
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idl

Y/
1

kx
. 1-2

^ x
'1-1

1-2

'1-2

^ x

I -2 , : 1-1

. 1-1
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->Y,
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TQ-^T^-- T^-... '-|_^ '., _1 -.|

kommu+iert. Die Menge der Aquivalenzklassen van S^(M) bzgl. » bezeichnen wir mi+
S|[M] = S, (M)/w

ihre Elemen+e mi+ [s^,..., s ]. Fur [5^,..., s, ]CS, [M] is+ die Komposi+ion s,... s^
wohldefiniert. Die nachs+e Bedingung an M lau+e+

(M4) Jeder Morphismus sGM laB+ sich - bis auf simpliziale Aquivalenz - nur end-
lich of+ als Komposi+ion zweier Morphismen aus M schreiben, dh. die Menge

{[s^, s^]CS^[M];s^s, =s}
ts+ endlich.

Daraus folgt dann die Endlichkeit von {[s,,..., s, ]£S, [M];Sj... s, =s) fUr alle 1>2,
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Nach (M1) en+hal+ M nur Monomorphismen oder nur Epimorphismen.
»

1-Fall: A I Ie Elemen+e von M sind Monomorphismen.

Sei Y ein beliebiges Objekt von K. Wir definieren auf der Klasse M(-^Y) aller

Morphismen aus M mi+ Ziel Y eine Pra-Ordnung, indem wir s^<s se+zen, falls
etn Morphismus s in J< exis+iert mi+ s, =s., s.

Dann is+ s eindeu+ig bes+immt, wird mi+
\
'I'1-

s^ 's, bezeichnet und is+ ein Monomorphismus.

-1

4-
X.Wlr verlangen

(M5-Mono) Fur s^, s^CM mi+ s^<s^ is+ auch s=s^ 's^ M.
Sel » die zu obiger Pra-Ordnung gehorende Aquivalenzrela+ion auf M(^-Y), dh. es

sei s^ss,, falls s^<s^ und s^>s^ is+. Dann is+ die Menge der Aquivalenzklassen
Sub^(Y) = M(-^Y)/»< = {[s];sEM(-^Y)}

geordnet mi+ der induzier+en Ordnung, heiBt die Menge der Un+erobjek+e von Y

in M und besi+z+ a Is gr6(3+es Element [idy].
SImplizes und Un+erobjek+e hangen wie folgt zusammen.
(1. 1) Lemma: Sei s:X-+-Y ein Monomorphismus und 1>2. Dann is+ die Abbildung

{[s ..., Sj] Sj[M];s^... SFs}

I
{([u^],..., [Uj])CSub^(Y)l-1;[s]<[u^]<... <[u^5[idY])

[s^,. ^., Sj]
I

([Sj.. . 5^], .. ., [s^S^_^], [Sj.l)
bljek+iv. a . .

Insbesondere is+ Axiom (M4) aquivalent zur Loka1-EndI ichkeit der geordne+en

Mengen Sub^(Y), Y ein Objekt van K.

2. Fall: A I Ie Elemen+e von M sind Epimorphismen.

Sei X ein beliebiges Objekt von K. Wir definieren auf der Klasse WX->) a I I er

Morphismen aus M mi+ Quelle X eine Pra-Ordnung, indem wir s^<s^ se+zen, falls
ein Morphismus s in K exis+iert mi+ s^, =ss, .

Dann ts+ s eindeu+ig bes+imm+, wird mi+

s^s, bezeichnet und is+ ein Epimorphismus. X

Wi r verlangen

(M5-Epi) Fur Si, s., M mi+ s, <s., i st auch s=s.,s, ' M.

Durch Ubergang zu Aquivalenzklassen wie im 1. Fall erhalt man die geordne+e Menge

Fak+or (X) = M(X^)/» = {[s]; sCM( X-^)}
der Fak+orobjek+e von X in M, deren kleins+es Element- tid^] is+.
Der Zusammenhang zwischen Simplizes und Fak+orobjek+en is+ gegeben durch das
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(1. 2) Lemma: Sei s:X->-Y ein Epimorphismus und 1>2. Dann is+ die Abbildung

{[s ,..., Sj]CS [M];Sj... s^s)

^.
{(tv^],..., [v ])CFak+or^(X)t-l;[id^]<[v^]<... <[v^_^]<[s]}

[s^,. ^., Sj]

([s ], [s^sp,..., [s, _p.. s^])
bijek+i'v. a

In diesem Fall is+ die Bedingung (M4) aquivalent zur Loka1-EndIichkeit der

geordne+en Mengen Fak+or^(X), X ein Objekt von K. (Ende des 2. Falles)

Neben K und M sei wei+ers eine Aquivatenzreta+ion ~ auf M mi+ den Eigenschaf+en

(^1)-(~4) gegeben. ~ heiBt Aquivalenz, die Elemen+e von

T = M/~.

nennen wfr Typen und bezeichnen sie mi+ s, s M.

(~1) Isomorphie impliziert Aquivalenz, dh. fur s,, s^, M mi+ a^s, =s.,a,, wobei

a,, a>., Isomorphismen sind, gilt Si~s^.

(~2) Die Isomorphismen von K sind bzgl. ~ sa+uriert, dh. fur s, CM und einen

I somorphismus s., folgt aus s,~s^,, daB auch s^ ein Isomorphismus is+.

T laR+ sich daher in die zwei disjunk+en Tei Imengen

T' = {s; s ein Isomorphismus) und

T(1) = {s; s M, s kein Isomorphismus}

zerlegen.

(~5) FUr s,, s^ M, Si:Xi->Yi, s^:X^-»-Y., folgt aus Si~s^ auch idy~idy und

Id^ ~id^ . ... --- . - "1 "2
r1 . '2

Dann sind die Abbildungen

dom (fur domatn): T-»-T' , s:X->\->'\d^ und

cod (fUr codomain): T-^T' , siX-^Y^idy
wohldefiniert. Die wich+igs+e Bedingung an'^ i s+

(~4) FUr Typen +, +^, +^£T is+ die ZahI
G(+;+ , +^) ==fr{[s^s^]CS [M];s s, =s, s~, -+,, s^=+^}

unabhangig von der WahI des Reprasen+an+en s von +.

Die Zahten G(+;+^, +^) heiBen Schni++koeffizien+en (nach G. C. Ro+a in [l5], p. 96).
G(+;+,, +^) gib+ an, wieoft man - bis auf simpliziale Aquivalenz - einen Morphis-

mus vom Typ + in einen Morphismus vom Typ +, und einen Morphismus vom Typ +.

auf+eilen kann. Aus (1. 1) und (1. 2) folg+, daB G(+;+^, +^) auch gewisse Un+er-
bzw. Fak+orobjek+e abzahlt:

FUr Typen +, +,, +^ und eipen Reprasen+an+en s:X-^Y von + is+
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~^T
(1. 3) G(+;+,, +^) =*{[u]CSub^(Y);[s]<[u]<[idY], u~'5=+,, u=+^}

^

bzw. =:fr{[vJeFak+o^(X);[id^]<[v]<[s], ^+,, sv-1=+^}
1

Das S+andardbeispiel fur Aquivalenz is+ die Isomorphierela+ion auf M, die alle
Bedingungen (~1 )-(~4) erfull+. s

s, 1st isomorph zu s^,,

falls es Isomorphismen a,, a^ gib+, a

is+.sodaB a^s, =s^a

1
-^Y

.^Y.

FUr Monomorphismen laB+ sich die Aquivalenz ~ of+ definieren durch s, ~s^

falls die "Komplemen+e" der Bitder van s^, s^ in j< isomorph sind. Beispiele
hlerfur findet man am Ende von §1.

Wegen (~4) kann die Dimension eines Typs + als die Dimension eines Reprasen+an-
ten s von + definiert werden. Fur e in Un+erobjekt [u:X-^Y] is+ dim(u) die maxi-

male Lange einer Ke++e in Sub^(Y) von [u] nach [idy], fur e in Fak+orobjek-t-
[v:X->Y] is+ dim(v) die maximale Lange einer Ke++e in Fak+or,, (X) von [ i d,J nach
[v].

Aus den Da+en j<, M, ~ kons+ruieren wir nun die Inzidenzalgebra k[[T]] :

Sei k ein Haup+idealring der Chdrak+eris+ik 0, z. B. Z oder Q. Wir nehmen an,
daB k die ganzen Zahlen en+hal+, und be+rach+en k als +opologischen Ring mi+ der
diskre+en Topologie.

k wird mil der komponen+enweisen Addition und Skalarmu1+ipIika+ion und der

Produk+topologie zu einem linear +opologischen k-Modul, der Hausdorff-Raum und

volls+Sndig is+. Mi+hilfe der +opologischen S+andardbasis

(e(+)=(0,.., 0, 1, 0,.. ), 1 an +-+er S+elIe; + T)

ISB+ sich ein f k eindeu+ig schreiben a Is konvergen+e Reihe

f = Z f(+)e(+)
(1. 4) Sa+z: (vergleiche [10], p. 147)

MI+der"Fal+ungsmul+iplika+ion" (f, g)-»-fg ,

f9<+) = ^ ^. g-T G(+;+^, +^)f(+^g(+) fur+ T ,
T . ...

wird k' eine assozia+ive topologische k-Algebra mi+ Einselement 6,

6(+) -l\ fur~ +eTI
.
0 sonst

wird mi+ k[[T]] bezeichnet und heiBt die InzidenzaIgebra van M reduziert
mcxlulo ~. Fur +, +,, +^CT is+

e(+^)e(+^) = Z.^-^. G(+;+^, +^)e(+) ,
dh. die Zahlen G(+;+^, + ) aus (1. 3) sind die S+ruk+urkons+an+en van k[[T]]
bzgl. der topologischen Basis (e(+);+CT). a
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Die wesen+lichen Aussagen dieses Sa+zes sind die Exis+enz des Fal+ungsprodukts

fQ -
(A) Zu + T gib+ es nur end I ich viete +^+2eT mi+ G(+'"+i'+2)+0

- und die Assozia+ivi+at der Fal+ungsmul+ipliRation, die auf folgende Beziehung

zwischen den Schni+tkoeffizien+en hinauslSuft:

(B) FUr +, +^, +^, +56T is+
1^^. 6(x;+,, +^)G(+;x, +^) ° Z^-,-G(+;+^y)G(y;+^, +3) .

DIese zwei Eigenschaf+en der G(+;+,, +^) folgen hier aus den Axiomen an K, M und

~. G. C. Ro+a und S. A. Joni hingegen gehen in [13], p. 96 van Zahlen (ilj, k) aus und

kons+ruieren daraus - dual zu (1. 4) - Coalgebren. A. Joyal lei+e+ in [14], p. 64

(A) und (B) aus den Coalgebra-Axiomen her.

Die algebraische S+ruk+ur van InzidenzaIgebren beschreibt der

(1. 5) Sa+z:

(a) f is+ inver+ierbar in k[[T]] genau dann,. wenn f(+) inver+ierbar in k fur

alIe + T' is+.

(b) FUr die abgeschlossenen zweisei+igen Ideale von k[[T]]

Kd) = {fCk[[T]]; f(+)=0 fUr alIe + T mi+ dim(+)<d-1} , d=0, 1, 2,...

gilt l(dpl (d^)cl(d, +d^) .
(c) Die Fil+rierung von k[[T]]

kt[T]]=l(0)3l(1)=3l(2)=3...

konvergiert gegen 0, dh. zu jeder Umgebung D von 0 exis+iert ein d mi+

Kd)cU.

(d) k[[T]] is+ graduiert durch

V(d) = {f k[[T]]; f(t)-0 fur alIe+ T mi+dim(+)+d} , d=0, 1, 2,...

(dh. V.(d, )V(d^)c:V(d, +d^) fur at Ie d,, d^) genau dann, wenn fur alte Objek+e

Y bzw. X in K die geordne+en Mengen Sub^(Y) bzw. Faktor^(X) die Jordan-

Dedekindsche Ke+tenbed i ngung erfiillen. n

Definition: Die kons+an+e Funk+ion r. :T-»k, t^i iiennen wir die Ze+a-Funk+ion,

Ihre Inverse p=c ' die Mobi us-FunkNon.

Die Namen erklaren sich aus dem

Spezialfall: Lokale Inzidenzalgebren oder InzidenzaIgebren von geordne+en Mengen
Sei P eine lokal-endIiche geordne+e Menge, dh. P sei geordne-t und alle In+er-

vaI Ie von P seien end Iich. Wir konstruieren aus P eine kleine Ka+egorie K:
.2

Die Objek+e von K seien die Elemen+e von P. Fijr Objek+e x, y mi+ x<y sei (x, y)CP"

der einzige Morphismus von x nach y. Falls x^y is+, gebe es keine Morphismen mit
Quelle x und Zie I y. Die Komposi+ion zweier Mor'phismen (x, y) und (y, z), x<y<z,

wird definiert durch (y, z)(x, y):=(x, z). Dann sind alte Morphismen von j< sowohl

Mono- alsauch Epimorphismen, und es gib+ keine I sornorphi smen auBer den
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lden+1+S+en (x, x), x P.

'WIr se+zen M={ (x, y) Pi-; x<y} und wahlen als Squivalenz ~ die Isomorphie, also

die Gleichheit. Dann is+ T=M und

1 falIs x=x,, yi =x^, y=y.
G((x, y);(x,, y, ), (x^y^)) - \^ ^; " -. 1'71 "2" 72 .

M
Daher 1st das Fal+ungsprodukl von f, g k" gegeben durch

fg(x, y) = E f(x, z)g(z, y) fUr alIe (x, y) M .
x<7<y

Die Algebra k[[M]] heiB+ in der Litera+ur die Inzidenzalgebr-a von P.

Wir bezeichnen sie mi+ k[[P]]. Eine ausfuhrliche Dars+eltung ihrer Theorie mi+

vie ten kombina+orischen Anwendungen findet sich in [8] und [1].

Wir kehren zur allgemeinen Si+ua+ion zuruck, in der eine Ka+egorie K,

elne Klasse M van Morphismen und eine ^quivalenzreta+ion ~ auf M gegeben sind.

Der folgende Sa+z s+ell+ die Verbindung zwischen der grofien Inzidenzalgebra

k[[T]l und den lokalen Inzidenzalgebren k[[Sub (Y)]] bzw. kt[Fak+or^(X)]] her
(Je nachdem, ob M eine Klasse von Monomorphismen oder eine Klasse von Epi-

morphismen ts+).

(1. 6) Sa+z: (vergleiche [10], p. 148)

Die Abbt tdung lok: k[[T]]^ k[[Sub,. (Y)]] bzw. k[[Fak+or.. (X)]]

definiert durch tok(f)([s^], [s^]) = f(s^-1s^) bzw. f(s^s^-1)
fUr f6k[[T]] und [s^]<[s ] in Sub^(Y) bzw. Fak+or^(X) ,
1st ein s+e+iger k-Algebra-Homomorphismus. lok erhalt die MQbius-Funk+ion,

dh. es 1st

aySub«(Y)(ts1L[52]) ~- ̂ 52~1S1) bzw- yFak+or, (X)([s1L[s2:l) = P(S2S1~1) .
Die Kons+ruk+'ion der Inzidenza Igebra k[[T]] zu den Da+en K, M,~ is+ "na+urlich"

Sa+urier+e Teilklassen M^cM fuhren zu Un+eralgebren von k[[T]], Produk+e von

S+ruk+uren J<^)<j<^, M^xM^, ~^x~^ zu +opoiogischen Tensorproduk+en k[[T^ ]] ̂ k[[T^] ]
von Inzldenzalgebren.

Belspiele:

(a) Sei H das van der Indexmenge I erzeug+e freie kommu+a+ive Monoid oder das

Wor+monoid tiber dern Alphabet A. Sei K die Ka+egorie mi+ einem Objek+ und

Morphlsmen s H, sei M=H und ~ die Isomorphie, also die Gleichhei+.

Dann is+ T=H und k[[T]] is+ die Po+enzreihenatge&ra in den Unbes'1-imm+en

z(I), id, bzw. die nich+-kommu+a+ive topologische Wor+algebra uber dem

Alphabet A (siehe [16], LA 4. 15).

(b) Sei A ein Alphabet und Wo(A) das Wortmonoid Uber A. Sei K die Ka+egorie,

deren Objek+e die Wor+er uber A und deren Morphismen s:v->w die Einbet+ungen

des Wor+es v in das Wor+ w (in der gegebenen Reihenfolge) sind. Sei M die
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Klasse alter Morphismen und sei (s, :v, -.w, )~(s^v^w^), falls d i e Res+wSr+er
W, -s, (v^) und w^-s^(v^) Ubereins+trrvnen. Dann is+ T=Wo(A) und k[[T]l die
topologische shuffle algebra (siehe [15], p. 126).

(c) Sei K die Ka+egorie der endlichen Mengen, M die Ktasse der Injek+iven
AbbUdungen und sel (s, :X^Y^)~(s^X^Y2)' falls d'e KornPlemen+e YI-SI^,)
und Y2~S2(X2) isomor-Ph sind- Ein Un+erobjekt [s:X-<-Y] der endllchen Menge Y
lden+Tfiz!er:+ man Ub I icherweise ml+ der TeiImenge s(X) von Y. Oann Is+ die

geordne+e Menge Sub^(Y) die Po+enzmenge von Y. Den Typen en+sprechen
bijek+iv die na+Urlichen Zahlen 0, 1, 2,... durch

sTx^T-^ IY-S(X)I ,

und OttTll 1st isomorph zur Algebra der forma I en Exponen+ialreihen un+er
f -> TL f(n)

n"0
nr

(siehe t8l, p. 97)

(d) Set F ein endttcher K6rper mi+ q Elemen+en. Sei K die Ka+egorte der end Iich-
dtmensionaten F-Vek+orrSume, M. die Klasse der injek+Iven linearen Abbildun-

gen und sei (s :X^Y^)~(s^X^Y^, falls die Fak+orrSume Y/s, (X, ) und
Y2/S2(X2) isomor~Ph sind- ldentifi7-iel"+ man Un+erobjek+e ml+ Un+errSumen
durch [s:X-^Y]=s(X), so is+ Sub^(Y) die projek+ive Geome+rie von Y. Den
Typen en+sprechen btjek+iv die na+Urllchen Zahlen 0, 1, 2,... durch

s: X-^Y ->- F-Dimension von Y/s(X) ,

C?[[T]] is+ isomorph zur Algebra der forma I en Euler-Reihen un+er
co n

f -<- 2: f(n)'-w- (siehe [8], p. 98)
n=0 '^'n

(e) Set K die Ka+egorie der end'lichen zyklischen Gruppen, M die Klasse der
Injek+lven Gruppen-Homomorphismen und sei (s^ :X^Y^ )~(s^:X^Y^), falls die
Fak+orgruppen Y /s, (X, ) und ̂ ^--^^ isomorph sind. Hier IdentlfIziert man
Un+erobjek+e mi+ Un+ergruppen. Den Typen en+sprechen btjek+iv die na+Ur-
IIchen Zahlen 1, 2, 3,... durch

s:X-^Y -»- Ordnung van Y/s(X) ,

OttT]] Is+ isomorph zur Algebra der formalen Di rich le-t'-Reihen un+er .
f -^ £ f(n)/n~

n=1
(siehe [8], p. 97, 98)

(f) Wel+ere in+eressan+e Beispiele von Inztdenzalgebren finde+ man in [8] und
[13], darun+er die (topologische) Hall-Algebra ([8], pp. 1105. In [13] werden
zu den kombina+orischen S+ruk+uren nicht die Inzidenzalgebren kons+ruiert,
sondem die dazu dual en Coalgebren.



142 -

§2 Spezielle kombina+orische S+ruk+uren, Bialgebren und unipo+en+e Gruppen

In §1 haben wlr zu einer Ka+egorie K, einer Klasse M von Morphismen und einer

Squlvalenzrela+ion ~ die Inzidenzalgebra k[[T]] kons+ruiert. In diesem Para-

graphen geben wir Bedingungen fur K, M und ~ an, un+er denen k[[T]] eine topolo-

gtsche Bialgebra ls+ und durch eine unipo+en+e affine Gruppe beschrieben werden

kann. Beisplele dazu werden in §3 besprochen.

Die Ka+egorte K erfUlle neben (K1) noch die Bedingungen (K2)-(K6):

(K2) In K g(b+ es ein Objekt 0 mi+ folgender Eigenschaft:

Zu Jedem Objekt X in K exis+iert genau e in Morphismus 0->-X.

DerartIge Objek+e nennen wir ini+ial.

(j<3) Zu zwei Objek+en X^, X^ in j^ exis+ieren ein Objek+ X und Morphismen
u, ;Xi-»-X und u<, :X.,-»-X so, daB fur alle Objek+e Y die Abbildung

Hom(X, Y)-*-Hom(XpY)?<Hom(X Y), s-^(su^su^) bijek+iv is+.
X"X^!LX^ heiBt die direk+e Summe von X und X^.

(j^4) Die Injek+ionen u^:X^^X^-lLX und u^:X^-+X^ JlX sind Monomorphismen.
(K5) Die dlrek+e Summe is+ disjunk+, dh. in jedem kommu+a+iven Diagramm von

Monomorphismen u,
->X 1LX

1st Y initial.

EIn Objekt X in j< heiB+ unzerlegbar (in der Kombiria+orik oft "zusammenhangend"),
falls X nicht initial is+ und in jeder Zerlegung X^X, !LX.
is+.

X, oder X^ initial

Set Y-eln Objekt van K und sei
. Sub(Y) = {[u]; u:X^-Y e in Monomorphismus)

die geordne+e Menge alter Un+erobjek+e von Y.

EIne Part 1+1 on von Y in K is+ eine endliche TeiImenge

ir ° {[u:X(u)^Y]}

von Sub(Y) so, daB keln X(u) ini+ial is+ und der induzier+e Morphismus

(u;[u] Tr):jLX(u)->-Y ein I sanorphismus is+. Falls alle X(u) unzerlegbar sind,
helfit ff eine Krul l-Schmidt-Par+i+ion (kurz: KS-Par+ition).

Die le+z+e Bedingung an die Ka+egorie K lau+e+:

(K6) Jedes Obj'ekt von K besi+zt eine eindeu+ige KS-Par+ition.

Beispiele:

(a) In der Ka+egorie Mef der endlichen Mengen is+ das ini+iale Objekt die leere

Menge und die direk+e Summe die disjunk+e Vereinigung. Die unzerlegbaren
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Objek+e von Mef sind die einelemen+igen Mengen. Iden+ifizier+ man Un+er-
objek+e mi+ TeiImengen durch [u]=Bild von u, so s+imm+ die ka+egorielle
Definition einer Par+i+ion mi+ der in der Kombina+orik ublichen uberein.

Die eindeu+ige KS-Par+i+ion einer endlichen Menge X is+ dann {{x};x X}.
(b) Sel F ein KOrper und F-VT^ die Ka+egorie der end Iich-dimensionalen

F-Vek+orraume. Die initial en Objek+e von F-Vrf sind die einelemen+igen

F-Vek+orrSume, die ka+egorielle direk+e Summe is+ die ubhche dlrek+e Summe.

Die unzerlegbaren Objek+e sind die eindimensionalen F-Vek+orrSume. Wir
Iden+ifizleren Un+erobjek-f-e mi+ Un+erraumen durch [u]=Bild van u. Dann ist
eine Par+i+ion des F-Vek+orraums V eine Menge TT van Un+erraumen von V, sodaB

V die direk+e Summe dieser Un+erraume is+. In F-Vrf gilt offenbar nicht (j<6).

(c) Sei A eine Gruppe und A-Mef die Ka+egorie der endlichen Mengen, auf denen A
von links operiert. Die Morphismen von A-Mef sind die A-homogenen Abbildun-

gen. Das Ini+ialobjekt 0 is+ die leere Menge, und die direk+e Summe zweier
A-Mengen ls+ die dlsj'unk+e Vereinigung der- Mengen mi+ der induzier+en
Operation. Die unzerlegbaren Objek+e van A-Mef sind die nich+leeren A-Mengen,
auf denen A transi+iv openert. Die eindeu+ige KS-Par+i+ton einer endlichen

A-Menge X is+ die Menge A\X={Ax;xCX) der Bahnen van A auf X, wobei Un+er-
objek+e mi+ A-s+abilen Teilmengen iden+ifiziert werden.

(d) In der Ka+egorie der endlichen ungerich+e+en Graphen is+ das Ini+ialobjekt 0
der leere Graph und die direk+e Summe die disjunk+e Vereinigung der Ecken-

und Kan+enmengen. Ein nich+leerer endlicher Graph is+ genau dann unzerlegbar,

wenn er zusammenhSngend is+. Die eindeu+ige KS-Par+i+ion eines endlichen

Graphen is+ die Menge seiner Zusammenhangskomponen+en.

Die Eigenscha'f+en (K1)-(K5) vererben sich von j< auf die Ka+egone Morph(K),
deren . Objek+e die Morphismen von K sind. Fur zwei Objek+e r, sGMorph(j<) sind die

Morphismen von r nach s a lie Paare (d, c) van Mor-phismen in ]<, die das Diagramm

x--r-.

)i_l1z-^->w

kommu+a+iv machen. Ein ini'Males Objek+ von Morph(K) i s+ 0>-0. Die direk+e Summe

zweier Morphismen s^-. X^Y^ und s^:X^Y^ is+ gegeben durch die kommu+a+iven
Dlagramme s,

->Y,

V,

S1JLS2... ^-'
X, JLX-"->Y, JLY^

(i=1, 2)

Un+erobjek+e in der Ka+egorie Morph(J<) nennen wir Un+ermorphismen
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Die Klasse M von Morphismen in K besi+ze neben (M1)-(M5) noch die Eigenschaf+en

(M6)-(M8):

(M6) 1st das Ziel eines Morphismus aus M ini+ial, so ist auch dieQuelle ini+ial

(M7) Fur Morphismen s,, 5.7 in j< is+ s^JLs^CM genau dann, wenn s^, s^ M sind.
Sei s:X-*-Y aus M und sei o={ [ (d, c) :s(d, c)-^s]} eine Par+i+ion von s in Morph(K). '

X(d, c) s(d'c) >Y(d, c)
T . F

-^Y

Dann nennen wir die Parti+ion von Y

TT = {[c:Y(d, c)-^Y];[(d, c)] o}

die van o Induzier+e BiIdpar+i+ion von Y.

Die wich+igs+e Bedingung an M is+ die "Garbenbedingung"

(MB) Sei s:X-)-Y aus M und iT°{[u^ :Y^>-Y] , [u^:Y -^Y]} eine Par+i+ion von Y in zwei
Un+erobjek+e. Dann gib+ es genau eine Parti+ion o van s in zwei Unter-

moTphismen, deren zugehorige Bi Idpar+i+ion IT is+.

In der Ka+egorie Mef erfullt jeder Morphismus s:X->-Y (MB):

Zur Par+i+ion ir={Y^, Y^} von Y gehort die Par+i+ion {sls-1 (Y^) :s~ (Y^ )-»-Y^,
sls''1(Y^):s~1(Y^)-<-Y^} van s.
In der Ka+egorie F-Vrf hingegen erfulten die Monomorphismen nicht (M8):

Die Inklusion X-^Y=Y,

XnY,-^Y, und XOY^Y.

Die Inklusion X-+-Y=Y,©Y^ is+ i. a. nicht die direk+e Summe der Inklusionen

Aus den Axiomen an M folgt:

(i) Eln Morphismus s:X-+Y aus M is+ unzerlegbar in Morph(K) genau dann,

wenn Y unzerlegbar in K is+.

(II) Jeder Morphismus aus M besi+zt eine eindeu+ige KS-Par+i+ion.

In der Ka+egorie Mef is+ die eindeu+ige KS-Par+i+ion von s:X-^Y {s ' (y)-i-{y};y Y).

Set P ein Reprasen+an+ensys+em der Isomorphieklassen der unzerlegbaren Objek+e

von K und sei

INo " tn=(n(P))   IN p; n(P)+0 nur fijr end I ich viete PGP}
das freie kommu+a+ive Monoid mi+ Basis P. Wegen (K6) gib+ es fur jedes Objekt X

(p)
In K genau ein n61N^-' mi+

X ^ JL(PJ-... -ILP) =JL,, n(P)P
P P ^~-^--^ r

n(P)-mal

n=n(X) heiB+ der Kryll-Schmid+-Typ (kurz: KS-Typ) von X. Offenbar is+ n(0)=0

und n(XJLY)=n(X)+n(Y). Falls M eine Klasse van Monomorphismen is+, so is+

Sub^(X) ordnungs-isomorph zum Produkt ~TT-Sub^(P)
pep

n(P)
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.
(p) IN und der KS-Typ einer endlichenIn der Ka+egorle Mef^ is+ z. B. ?={{. )), IN^-'

>Menge X ihre MSch+igkeI+. ({. } is+ eine beliebige einelemen+ige Menge.)
(2. 1) Fotgerung: Sei X ein Objekt von j< mi+ KS-Typ n. Dann is+ die
Au+omorphismen-Gruppe von X isomorph zum direk+en Produkt

~n- S(n(P))tXAu+(P)n
P P

,

n(P)der Kranz-Produk+e S(n(P) )tXAu+(P)nvr\ Hier is+ S(n(P)) die symme+rische Gruppe

auf (1,..., n(P)} und Au+(P) die Au+omorphismen-Gruppe van P. Falls die Gruppen
Au+(P) endliche Ordnungen a(P) besi+zen, so is+

a(n) - IAu+(X)l = ~TTn(P)!a(P)n(p) = "!an . °
pep

FUr die Kquivalenzrela+ion ~ auf M verlangen wir neben (~1)-(~4) noch (~5)-(~6):
(~5) Aus .~^~'~2 und S1~S2 in M fol9+ (~1-^-S1 ~ r2^LS2 .'
Die Menge der Typen T=M/~ wird dann mi+ der Addition

+: TxT -> T, (r, s) ->. rJLs

eln kommuta+ives Monoid mi+ Nullelement 0=^0. Wir nennen einen Typ +

unzerlegbac, falls ++0 is+ und in jeder Dars+ellung +=+i+'t'2 +1C O ode(~ +2=0 is

Sel U die Menge der unzerlegbaren Typen. Es gel+e

(~6) Jeder Typ t besi+zt eine Dars+eltung a Is Summe von unze:-legbaren Typen,
die elndeu+ig bis auf die Reihenfolge ls+.

Das konmu+a+ive Monoid T is+ dann frei mi+ Basis U, dh.

T = ©IN^u , + = 2: +(u)u
u?U ° ' uCU

Insbesondere ls+ fur alle +£7 die Menge {(+, ,+^) T2;+^+^=+) endlich. FUr Typen
+,, +^ is+ dim(+, ++,, )'-dim(+j)+dim(+^), also die Dimension addi+iv.
Set U' die Menge der unzerlegbar-en Typen von Isomorphismen und sei U'' die Menge
der unzerlegbaren Typen von Nicht-lsomorphismen. Wegen (~2) is+

U- LI' + U'' .

Das S+andardbeispiel fUr Aquivalen/- is! die J_somorpl)iei-ela+ion auf M, die alte
EIgenschaf+en (~1)-(~6) besi+z+. Die unzerlegbaren Typen sind die Isomorphie-
typen der unzerlegbaren Morphismen aus M.

Die hier be+rach+e+en Struk+uren K, M, sind Versl Igernei nei-ungen der "garben-

Shnllchen" Ka+egorien in [10], pp. 150, 155. Dor+ wurde die "Garbenbedingung" (M8)
als die UnlversaJi+8+ von Coproduk+en formutier+.

Die kommu+a-Mve Monoid-S+ruk+ur auf T induziert eine cokommu+a+ive +opologische
Coalgebra-S+ruk+ur auf k=k[[Tl]:
dm folgenden verwenden wir die Terminologie von [17] und [7] fur Hopf-Algebren
und afflne Gruppen-Schema+a.)
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Die Comul+tplika+ion is+

A: k[[T]] -> k[[T]]^k[[T]], e(+)
+1++2=+

e(+^)-^e(+^)

die Coeinheit Is+

e: k[[T]]^-k, e(+)-»-6+,0 (Kronecker-Del+a)

Aus der Garbenbedlngung folgt die Ver+rSglichkeit der Algebra- und Coalgebra-
S+ruk+ur auf kT=k[[T]].
(2. 2) _Sa+z^ (verglelche [10], pp. 156)

MI+ den k-Algebra-Homomorphismen A und e wird die Inzidenzalgebra k[[T]] zu

elner cokommu+a+iven topologlschen Bialqebra. a

Die wesen+tiche Auss.age dieses Sa+zes ts+ die Mul+iplika+ivi+St von A -

A(fg)=A(f)A(g) fUr f, gek[[T]] ,

die Squtvalent zu folgender Eigenschaft der Schnit+koeffizien+en is+:

(C) FUr Typen v, w, +^, +^ is+
G(v+w;+^+^) = £ G(v;v^, v^). G(w;w^w^)

V1+W1=+1
V2+W2C +2

G. C. Ro+a und S. A. Joni gehen in [13], p. 97 van Zahlen (llj, k) mi+ den Eigen-
schaf+en (A), (B) (siehe §1) und (0 aus und kons+ruieren daraus - dual zu (2. 2)

- Btalgebren (vergleiche auch [14], p. 69). Hier hingegen kQnnen (A), (B), (C) aus
den Axlomen an K, M,~ allgemein abgelei+et werden.

(2. 3) Defini+ion: FUr Jede k-Algebra R sei Mon(T, R) die Menge der
mul+Ipllka+Iven Funk+ionen van T nach R, dh. aller f R mi+

f(0)=l und f(+, ++^). f(+^)f(+^) fOr alle+^, +^ T .
f 1st dann durch die Werte auf der Basis D von T, dh. durch die Wer+e auf den

unzerlegbaren. Typen eindeu+ig bes+imm+:

FUr +=Z^^+(u)u  T Is+
f(+) = TTf(u)+(u) .

ueu

(2. 4) Sa+z: FUr jede k-Algebra R is+ Mon(T, R) ein muItiplfkatives Un+ermonoid
von R[(T]]. Der Funk+or

G: Al ->Mon, R-+Mon(T, R)
deflnlert ein k-freies affines Monoid, dessen covarian+e Biatgebra k[[T]] is+.

G heiBt das affine Monoid der mul+iplka+iven Funk+ionen auf T. a

(2. 5) Sa+z: (vergleiche [9], [10])

G en+hSI+ das abgeschlossene affine Un+ermonoid

G': AI, -+Mon, R-r{f Mon(T, R);f(u")=0 fur al Ie u" U"}
und die abgesch.lossene affine Un+ergruppe

G": ̂ -^, R-^{f Mon(T, R);f(u')=1 fur alle u' U'} .
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Die affine Gruppe der Einhei+en von G
E(G): AI,--Gr, R+{f Mon(T, R);f(u') E(R) fur alle u' U'}

(E(R) 1st die Einhei+engruppe von R)

1st das semidirek+e Produkt des diagonalisierbaren, i. a. unendIich-dimensionalen
Torus E(G') und des unipo+en+en Normal+eilers G" und is+ somit +rigonatisierbar,
Die Operation von E(G') auf G" durch innere Au+omor-phismen is+ gegeben durch

lnt(a)<h)(t). 9b9-'(+). ^S}}h<+)
fUr g E(G')(R), h G"(R) und + T. D
Der algebralsch in+eressan+e Bes+and+eiI van G is+ daher die unipo+en+e affine
Gruppe G".
(2. 6) Sa+z: G" besi+z+ die Fil+rierung

G"=G"(1) => G"(2) => G"(3) 3 ...

aus den abgeschlossenen affinen normal en Un+ergruppen
G"(d)(R)={feG"(R);f(u")=0 fur alle u" U" mi+ dim(u"Xd-1}

und is+ der inverse Limes der Gruppenfunk+oren

G"/G"(d) , d=1, 2,... . o

Falls es nur endlich viele unzerlegbare T.ypen von Nich+-lsomorphi smen mi+
Dimension kleiner als d gib+, is+ G"/G"(d) end I i ch-d imensional, also eine

unipo+en+e atgebraische Gruppe.

Die Ze+a-Funk+ion ^:T-<-k, +-^1 is+ offenbar mu l+i pl i ka+iv und in G"(k) en+hal+en.

Daher liegt auch ihre Inverse, die Mobi us-Funk+ion p=i: in G"(k). Fur die
In §2 be+rach+e+en speziellen kombina+orischen S+ruk+uren genug+ es also,

p(u") fur al Ie u' '£U"

zu kennen, urn die Mobi us-Funk-Nonen auf den geordne+en Mengen der Un+er- bzw.

Fak+orobjek+e-nach (1. 6) berechnen zu kOnnen.
Die Kons+ruk+ion des affinen Monoids G aus K, M, ~ is+ "na+urlich":

Sa+urler+e Teilklassen M_cM ftihren zu Un+ermonoiden von G, Produk+e van

S+ruk+uren K^xl<^, M^M
0-

^~ x~ zu Prod uk I en von Monoiden G^Gy.

In den kombina+orischen Anwendungen sucht man eine treue Dars+ellung von G
durch Endomorphismen von Po+enzreihenalgebren

p: G(R)-^ End(R[[z(i);i l]]) , RC^ .
_-1

Damit kann vc. durch Inver+ieren des Au+omorphi smus Pi/t. ) berechnet werden.

Wei+ers liefert die Dars+ellung p erzeugende Funk+ionen fur Anzahlen von Un+er-

bzw. Fak+orobjek+en:

Falls f, g G(k) nur die Wer+e 0 oder 1 annehmen, zahten nach (1. 5)
fg(+) = £, ,. G(+;+,, +^)f(+, )g(+^) , + T

r'2 . - . '-
gewisse Mengen van Un+er- bzw. Fak+orobjek+en in der Ka+egorie K ab.
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Zum Belspiel i s+ fur s:X-^Y aus M

t;2(^) = ^ + G(s;+,, +^)
r'2

die Anzahl der Un+erobjek+e von Y gr66er gleich [s] bzw. die Anzahl der Fak+or-

objek+e von X kIeincr gleich [s],

Aus p^(fg)'sp^(f)op|(g) erhalt man dann durch Anwenden auf z(i), i l, erzeugende

Funk+Ionen fUr die Anzahlen fg(+), tGT (siehe §3 Beispiele).

P. Doubile+, G. C. Ro+a und R. Stanley berechnen in [8], pp. 100 mi+hiIfe einer

Po+enzreihen-Dars+ellung der mu1+iplika+iven Funk+ionen auf den Typen von

Par+i+ionen endlicher Mengen (siehe §3, Beispiel (b)) die Mobius-Funk+ion auf

den Par+I+ionsverbSnden sowie erzeugende Funk+ionen fur die Anzahlen von

Par+i+ionen, von zusammenhSngenden Graphen und von Permu+a+ionen s mi+ s =id.

Ob es Immer eine treue Dars+ellung von G durch Endomorphismen von Po+enzreihen-

algebren gib+, js+ mir derzeit nicht bekannt. Auf der Suche nach einer solchen

Dars+ellung so I I+e man beach+en

(2. 7) Sa+z: Sei k ein Korper der Charak+eris+ik 0, G'' eine unipo+en+e affine

Gruppe und PD:G'' (R)-+-Au+(R[[z( i); id ]]), R£AI^, eine Po+enzreihen-Dars+etlung

von G". Dann operiert G''(R) auf R[[z(i);iCI]] durch topologisch unipo+en+e

Au+omorphismen. D
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§5 Beisptele
»

In diesem Paragraphen werden Beispiele zur allgemeinen Theorie von §2 besprochen
Wlr erklSren jeweils, was die Typen tGT der kombina+orischen S+ruk+ur ^, M,~ sind
und geben eine treue Dars+ellung p des affinen Monoids G der mul+iplika+iven
Funk+tonen auf T mit+els Po+enzreihen an. Bei den An^endungen der Dars+ellung p

auf die Un+ersuchung der geordne+en Mengen der Un+er- bzw. Fak+orobjek+e

beschrSnken wir uns meis+ens auf die Berechnung der Mobius-Funk+ion,

gelegen+lich s+ellen wir auch erzeugende Funk+ionen fur Anzahlen von Un+er- bzw.
Fak+orobjek+en auf.

(a) TelImengen end I icher Mengen:
Set K die Ka+egorie der endlichen Mengen, M die Klasse der injek+iven Abbi Idun-

gen und sel (s^ :X^-^Y^ )~(s^:X^Y^), falls IY^-S^(X^)I=IY^-s^(X^)I Is+ (siehe §1,
Beispiel (c)). Da die Bijek+ion T-i-IN^, s:X-»-Y-»-IY-s(X) I sogar ein Isomorphismus
von Monoiden is+, iden+ifizieren wir T mi+ IN^. Dann ha+ T die Basis U°{1}S;U".
Die Schnit+koeffizien+en G(+;+^, +^) sind die Binomialkoeffizien+en

+!

+7-+2' falIs +, ++2'+

0 sonst ,

Bedlngung (0 nach Sa+z (2. 2) is+ somit die Vandermonde-lden+i+at fur Binomial

koeffizien+en. FUr f, g Mon(T, R) is+

fgd) = E^. ^ G(1;+,, +^)f(+i)g(+^) = f(1)+g(1) ,
>

und daher is+ G=G'' isomorph zur eindimensionalen addi+iven Gruppe G un+er dem
funk+orielten Isomorphismus

F : G(R) ^ (R, +) RCAI,

f f(1)

Aus F,/(^)=1 folgt F|, (P)=-I, also p(-l)=y(1)=(-1) Nach (1. 6) kann die Mobius-
^M, <I i^iyi -^

Funk+ion auf der Po+enzmenge van Y bei ecl-inet woiden a Is

llPo+(Y)(x>z) = V(Y^) = u(lz-xl) = l^D'z~xl - (-1)lzl-lxl .
EIne treue Dars+ellung van G durch Au+omorphismen van Po+enzreihenalgebren is+

(5. 1) p^:
w ->- w

p^: G(R) -> Au+(R[[w, z]]) R6A-Lk

z -> z+f(1)w

Die unipo+en+e Gruppe zur Produkt-S+ruk+ur KS, M , ~ is+ isomorph zum s-fachen
Produkt der addi+iven Gruppe G_, ihre affine Algebra is+ die "binomial coalgebra"

von G. C. Ro+a in [15], p. 101.
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(b) Par+i+ionen endlicher Mengen:
»

Set K die Ka+egorte der end Iichen Mengen, M die Klasse der surj'ek+iven Abblldun-

gen und sei ~ die Isomorphierela+ion auf M. Ein Fak+orobjekt [s:X-*-Y] der end-

IIchen Menge X is+ gegeben durch die Urbild-Par+i+ion {s (y);y Y) von s. Daher

1st die geordne+e Menge Faktor^(X) der Par+i+ionsverband von X. Der Isomorphie-

+yp elner surjek+iven Abbildung s:X->-Y is+ eindeu+ig bes+imm+ durch den (in der

Kombtna+orik Ublichen) "Typ" (1')'( )2+(2)3+(5)... ) der UrbiId-Par+i+ion von s.
Dabei is+ +(n) die ZahI der Blocke mi+ n Elemen+en. Wir iden+ifizieren T mi+

der Menge

{+=(1+(n2+(2)5+(3)... ); +(n)+0 nur fur endlich viele n} .
Die dlrek+e Summe auf M induziert auf T die Addi+ion

(1V(1)2V(2)... ) . (1w(n2w(2)... ) - (iV(D+w(D2v(2). w(2)^^ ^
das Nullelement von T is+ (12°... ). T besi+zt die Basis U={(n1);n=l, 2,... }.

FUr +CT sei gew(+)«Z^^ n+(n) das Gewicht vbn + und l+l=Z-\^+(n) der Be+rag
von +. Die Schnit+koeffizien+en

n=1, 2,...
G((n');+, (l+l')) »

n!

+(1)!(1!)+(n+(2)!(2!)+(2)
+ T
gew(+)=n

zShlen die Par+i+ionen van {1,..., n} vom Typ t=( 1+( n2+(2)... ) ab und heiBen
be I Ro+a die Faa di Bruno-Koeffizien+en (siehe [15], pp. 110). Das affine Mono id G

der mul+lplika+iven Funk+ionen auf T besi+z+ nach P. Doubile+.G. C. Ro+a und

R. Stanley Uber Q die treue Dars+ellung

(3. 2) pp: G(R) -^ End(R[tz]]) R AI

^1
f - ^ -. ^, f((n'))^-]
t; -> [z -> exp(z)-1]

durch Endomorphismen der Po+enzreihenaIgebra in einer Variablen. Mi+ der am

Ende von §2 besprochenen Me+hode erhalt man daraus die Mobius-Funk+ion auf den

Par+t+ionsverbanden sowie die erzeugenden Funk+ionen fur die Bellzahlen und

die S+irlingzahlen 2. Ar+

L" 
= ^., ^.,. 1-1^-1 ,,^ r00 

c/« i^zn 
- 

(exp(z)-D'
En=1B(n)^r = exp(exP(z)-n-1 und ^, |S(n, l)^, - = lv^'-" .

Die affine Algebra von G nenn+ Ro+a die Faa di Bruno-BiaIgebra.

(c) Dars+ellungen end Iicher geordne+er Mengen:

Sei J eine endliche geordne+e Menge. Un+er einer Dars+ellung von J vers+ehen wir

elne mono+one Abbildung J->-Po+(X), j-»-XJ, wobei X eine endliche Menge und Po+(X)
die Po+enzmenge von X is+. Wir schreiben dafur (X, (XJ)). Ein Morphismus von
slner Dars+ellung (X, (XJ)) zu einer Dars+ellung (Y, (YJ)) is+ eine AbbiIdung
s:X-»-Y, sodaB s(XJ)c?('j fUr a I Ie j J ls+.
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Sel K die Ka+egorie der Dars+ellungen von J. Falls J leer is+, is+ j< die Ka+e-
gorle der endlichen Mengen. Fur eine Ke++e J erh8t+ man die Ka+egorie der end-
IIchen Mengen mi+ einer Ke++e van TeiImengen, fUr eine An+ike+te die Ka+egorle
der endlichen Mengen mi+ einer Familie von Teilmengen.

Das Inl+lalobjekt 0 von j< is+ die leere Dars+ellung (0, (0)), die direk+e Summe
von (X, (XJ)) und (Y, (YJ)7 is+ die dlsjunk+e Vereinigung (X+Y, (XJ+YJ)).
Die unzerlegbaren Objek+e van ̂  sind at Ie (W, (W^)), wo W nur efn Element
besl+zt. Dann is+ {j J;WJ=W} ein Co idea I von J. Ein ReprSsen+an+ensys+em der
unzerlegbaren Objek+e van K moduIo Isomorphie is+ die end Iiche Menge

P = {Pr. ', C e in Co idea I van J} ,

wobel P^=({«}, ((*} fur j C, 0 fUr j^O) und {. } eine beliebige einelemen+ige
p

Menge 1st. Set Co(J) die end I icheMenge der Coideale van J. Der KS-Typ nC IN -
von (X, (X>')) is+ gegeben durch

n(Pp) ==fr{x X; x XJ fur j£C, x(XJ fur jf^C} C Co(J)

Falls z. B. J die An+iket+e {1, 2, 5} is+, lies't man den KS-Typ nG IN - aus dem
folgenden Diagramm ab.

In K erfUllen alle Morphismen die Garbenbedingung. Nach (2. 1) besi+z+ die

Au+omorphismen-Gruppe eines Objek+s (X, (XJ)) vom KS-Typ n die Ordnung
a(n) = n! ° n^n(P^)! .
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^. Fall: Sei M die Klasse der Monomorphismen van K, dh. der injek+iven Abbildun-
gen s:X-<-Y mi+ s(XJ)cYJ fUr alle j J. Die Squivalenz ~ sei die Isomorphierela+ion
auf M.

Wir Iden+ifizieren ein Un+erobjekt [s: (X, (XJ ))->. (¥, (YJ))] von (Y, (YJ)) ml+ dem
Objekt (s(X), (s(XJ))). Dann is+ Sub(Y, (YJ)) die Menge aller Objek+e (Z, (Zj)),
wo ZcY und ZJcYj f0r a I Ie j J is+. In Sub(Y, (YJ)) is+

(X, (XJ))<(Z, (ZJ)) , falls XcZ und XJ'cZJ fUr at Ie j J is+.
Jeder unzerlegbare Monomorphismus in j< is+ isomorph zu genau elnem der Mono-
morph(smen

O^P^ , ceco(j)
Wir k6nnen daher

oder PB-PC B, ceco(j), B=C

U={(0, P^);C Co(J)}+{(Pg, P );B, C CO(J), GCC}
T-.?u IN°"

und

se+zen.

PR: G(R)

f

Aus p^(p)=p^(^)

V(0, P^)

-1

R ALk

c;

(3. 3) Sa+z: Das affine Monoid G der mul+ipIika+iven Funk+ionen auf T is+
algebraisch und besl+zt die treue Darstellung

End(R[[w, z(C);C Co(J)]])
w -»- w

^z(C) -^ f(0, P^)w + z^cf(PB'PC)z(B)l
erhalt man die Wer+e der Mobius-Funk+ion auf den unzerleg-

baren Typen:
fur C=0

.

0 sonst und P(PB'PC) = PCo(J)(B'c)
HIer 1st VCQ(J) die M6bius-Funk+-ion auf der durch Inklusion geordne+en Menge
Co(J) der Coideale von J. Nach (1. 6) ISB+ sich daraus die Mobius-Funk+ion auf
den VerbSnden'Sub(Y, (YJ)) berechnen.

2. Fall: Sei M die Ktasse der Epimorphismen von K. dh. der surjek+iven Abbildun-
gen s:X-^Y mi+ s(Xj)ei'J fur alIe jCJ. Die Aquival^nz ~ sei wieder die Isomorphie-
relation auf M.

Wlr iden+tfizieren ein Fak+orobjekt ts:(X, (XJ ) )-^(Y, (YJ )) ] von (X, (XJ)) mi+ dem
Objekt (. {s-1(y);y Y}, ({5~'(y);y Yj})) von K. Dann is) Fak+or(X, (XJ)) dieMenge
alter Objek+e (F, (FJ)), wo F eine Parti+ion von X is+ und jedes XJ von den
B16cken in FJ uberdeckt wird. In Fak+or(X, (XJ)) is+

(F, (FJ)X(H, (HJ)) , falls F eine Verfeinerung van H is+ und jeder Block
von FJ in einem Block von HJ en+hal+en is+.

Jeder unzerlegbare Epimorphismus in j< is+ isomorph zu genau einem der Epi-
mprphismen

JLBn(PB)PB " PC '
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wobel n£ IN - ungleich 0, C Co(J) und n(P )°;0 fUr at Ie B ls+, die nicht in C
liegen. Wir se+zen daher

U=((n, P );C n  IN^'-, ceCo(J), n(Pg)=0 fur alle E^C) und

T=
u U

IN_u
0

(3. 4) Sa+z: Das affine Monoid G der mul+ipIika+iven Funk+ionen auf T besi+z+

Uber <E? die treue Dars+ellung

Po: G(R) -^ End(R[[z(C);CeCo(J)]]) , R AI
_n

f - [z(0 -> Z f(n, P^)^y] .
Hier 1st zn=n^z(B)n(PB) u nd n!=n^n(P^)!=a(n)

Durch Inver+ieren van p^(^)=[z(C) Z^zn/n!=exp(ZQ^^z(B))-l] lessen sich die
n

Wer+e van y auf den unzerlegbaren Typen berechnen:

l-1(l-1)!p^, , J8, C) fur n=IP^, 16|N, B=C
p(n, P^> = ^"

.°
'Co(J) B'

sonst

(d) Idempo+en+e Endomorphismen auf endlichen Mengen^

Wir be+rach+en folgende Ka+egorie K: Die Objek+e van K sind alIe Paare (X, p),

wo X eine endliche Menge und p:X~>X ein idempo+en+er Endomorphismus ish (dh,
2

p^=p). Ein Morphismus von (X, p) nach (Y, q) is+ eine Abbildung s:X-»-Y, sodaR

sp°qs gilt.

Das Ini+ialobjekt 0 von K is+ die leere Menge mi+ dem leeren Endomorphismus,

die direk+e Summe (X, p)_U_(Y, q) is+ die disjunkte Vereinigung (X*Y, p+q). Ein

Objekt (X, p) is+ unzerlegbar, falls p genau einen Fixpunkt besi+z+. Ein Repra-

sen+an+ensys+em der unzer legbaren Obj'ek+e von K moduto Isomorphie is+

P = {P^; n=1, 2,... ) ,
wobei-die Objek+e P^ aus der Menge X^=d,..., n} und

n n D .

dem Idempo+en+en Endomorphismus p^ :X ->-X^, i->1 bes+ehen. ^

Sei M die Klasse der Monomorphismen von K, dh. der

Injek+iven Morphismen, und sei ~ die Isomorphierela+ion auf M.

Die Un+erobjek+e van (Y, q) konnen mi+ den q-s-t-abilen Tei Imengen von Y iden+ifi

zlert werden. Dann is+ die Ordnung auf Sub(Y, q) die !nklusion.

Jeder unzerlegbare Monomorphismus von K is+ isomorph zu genau eincr der

Inklusionen

^, n  IN

W|r se+zen daher

oder P, -»P, , l, n  IN, Kn

U={(0, P^);n IN}+{(P^, P^);l, n  IN, I <n) und

u U
IN_u

0
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.
(3'5) Sa+z: Das affine Monoid G der mu1+lpIika+iven Funk+ionen auf T besi+z+
Uber <Q die treue Dars+ellung

PR: G(R) -> End(R[[w, z,, z . ]])
w -^ w

. r"2'

f ->
zn " f<°'pn)w/(n-1)' + 2:1)1. ^ (P, »P^Z|/(n-I >!

' R AL^

w -»- w

Z1" -w + Z1
zn-'z^1'(-1)n~lz|/(n-l)! ' n=2, 3,...

(e) J^nvarlan+e /<quivalenzrela+ionen auf Mengen un+er Gruppen-Opera+ion:
Set A elne Gruppe und A-Mef die Ka+egorie der endlichen Mengen, auf denen A von
links operiert (siehe §2, Beispiel (c)). Sei M die Klasse der Epimorphismen von

j<, dh. der surjek+iven A-homogenen Abbildungen. Als Aquivalenz ~ wahten wir die
IsomorphI ere Ia+ion auf M.

Sei X elne endliche A-Menge. Dann operiert A auf der Po+enzmenge von X durch
aZ={az;z Z}. Eine mengen+heore+ische Par+i-Non van X, deren Blocke un+er der
Operation von A permu+iert werden, nennen wir aquivanant. Beispiele fur aqui-
varian+e Par+i+ionen sind {{x};x X} und die ka+egorietlen Par+i+ionen von X in
A-Mef, wo A die Blocke sogar fix laB+. Fine aquivanan+e Par+i+ion TT von X kann
man als A-invarian+e ^quivalenzrela+ion w auf X auffassen: Es sei ys^' gensu
dann, wenn x und y im gleichen Block van ir liegen. Dann folgt aus x^y auch axway
fUr alle aGA. Umgekehrt Iiefert eine A-invarian+e Aquivatenzrela+ion auf X eine
Squivarian+e Par+i+ion von X in Aquivalenzklassen.

Die Menge der Fak+orobjek+e van X ist ordnungs-isomorph zum Verband der Squi-
varlan+en Par+i+ionen von X mi+ der Verfeinerungs-Rela+ion un+er der Abbildung

[s:X-^Y] -^ {s~1(y);yCY} .
Wir konnen daher Fak+orobjek+e mi+ aquivarianien Par+i+ionen iden+ifizieren. Fur-
die triviale Gruppe haben wir das sclion in Beispiel (b) ge+an.
Die expllzi+e Berechnung des affinen Monoids G der multipIika+iven Funktionen
schejnt fUr beliebiges A schwierig zu sein. Wir beschranken uns im folgenden auf
elne endliche abelsche Gruppe A (mi+ Addi+ion +).

Sei P(A) die endliche Menge der Un+ergruppen von A. Ein Reprasen+an+ensys+em der
unzerlegbaren Objek+e von A-Mef moduIo Isomorphie sind die homogenen Raurne

P = (A/V; VCP(A)}

Der KS-Typ n  IN^'- einer endlichen A-Menge X is+ gegeben durch
n(A/V) = Anzahl der Bahnen van A auf X mit S+abilisa+or V , V P(A)

Jeder unzerlegbare Epimorphismus von A-Mef is+ isomorph zu genau einem der
Epimorphismen
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JL,,n(A/V)A/V -*- A/W , a+V -- a+W ,
» v

wobel n !N_p ungleich 0, WGP(A) und n(A/V)=0 fur at Ie VCP(A) is+, die nicht in W
IIegen. Wir se+zen daher

U={(n, A/W);0+n IN p, V P(A), n(A/V)-0 fur alle V^f) und

T= IN u
uCU

(3. 6) Sa+z: Das affine Monoid G der mu1+iplika+iven Funk+ionen auf T besi+z+

Uber (D die treue Dars+ellung

. p^: G(R) -- End(R[[z(W);WGP(A)]])

f -. [z(W)-^f(n, A/W)^-]

R AI
~^-<Q

'w

HIer is+ zn=^z(V)n(A/v) und a^(n)=tAu+(lLyn(A/V)W/V)l^^^
n(A/V)

n(A/V)!

1st die Ordnung der Au+omorphismen-Gruppe van l. ^n(A/V)W/V in der Ka+egorie
W-Mef . a

Durch Inver+ieren van p^(^) erhalt man die Wer+e von v auf den unzerlegbaren

Typen:

<-. >l-l<'-'""p,. '->o<p"o<p)t21-3>/2
, o(p)

D(n, A/W)

falls n=IA/V mi+ 1  IN, VcW und W/V^7

y(n, A/W) = 0 sonst .

.

(?J*
p pr i m p

ist, und

( Z_ is+ die zykl ische Gruppe der Ordnung p. )

Nach (1. 6) kann daraus die Mobius-Funk+ion auf den Verbanden der aquivarian+en
Par+i+Ionen berechnet werden. Die Anzahl der A-invar-ian+en Aquivalenzrela+ionen

2. . /., . / -2
auf einer A-Menge X vom KS-Typ n is+ ^^(n, A/A). Aus p^(^")(z(A))°
'=p^(^)op^(?) (z(A)) ergibt sich die erzeugende Funk+ion

. . zi:2(n'A/A)^2TnT = e><Pa-^i-[exP{., z.-^T z(v)}-1])-1 .
n' ' a^n> ' Wlnl VCM'

(f) Wurzelwalder und Bu+cher-Reihen:

Ein Wurzelwald X is+ ein endlicher ungenchteter Graph, dessen Zusammenhangs-

komponen+en Wurzelbaume sind. Wir ordnen die Eckeiimeiige von X
auf na+Urliche Weise: Eine Ecke e is+ kleiner oder gleich einer

Ecke f, falls der Weg von der Wurzel w nach f uber e fuhrt.
Ein Un+erwurzelwald van X is+ ein Un+ergraph von X, der selbst

Wurzelwatd is+ und dessen Wurzeln auch Wurzeln van X sind.

Eln Morphismus von WurzelwaIdem is+ eine Abbildung zwischen den Eckenmengen,
die Wurzeln, Nachbarschaft und die Ordnung erhalt.

Sei K die Ka+egorie der WurzetwaIder. Das lni+ialobjek+ 0 is+ der leere Wald,
dlrek+e Summon bildet inan durch disjunk+e Ver-einigung der Ecken- und Kan+en-
mengen. Die unzertegbaren Wurzelwalder sind die Wurzelbaume. Die Monomorphismen
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von j< slnd injek+iv, und wir iden+ifizieren Un+erobjek+e mi+ Un+erwurzelwaldern.
.

Dann is+ die eindeu+ige KS-Par+i+ion eines Wurzelwalds die Menge seiner
Zusammenhangskomponen+en. .

Set Y ein Wurzelwald und Z ein Un+erwurzelwaId van Y. Den Wurzelwald Y-Z erh31+
man, indem man aus Y alle Ecken van Z und

at Ie angrenzenden Kan+en en+fem+ und als

neue Wurzeln die Ubriggebl iebenen (\ ^''i - \ ^ -
minimalen Ecken wahtt. ^ Jr-'' y .

Auf der Klasse M der Monomorphismen van K be+rach+en wir fotgende Squivalenz-

relation ~ : Sei (s, :X, -^Y^ )~(s^:X^Y^), falls die Wurzelwalder Y^-s (X, ) und
Y^-s^(X^) isomorph sind.

Set P ein Reprasen+an+ensys+em der tsomorphieklassen von WurzelbSumen. Das
Monoid der Typen T=M/~ is+ isomorph zu IN(P Un+er der Abbi Idung

, (p)
s:X-^-Y -0 KS-Typ van Y-s(X)

WIr se+zen daher T= |N^L und U=P . Die Dimension eines Typs + is+ die Anzahl der
Ecken van JLp+(P)P. Fur Typen +, +,, +^ und einen Wurzelwald Y vom KS-Typ + gib+
der Schni++koeffizien+ G(+;+^, + ) tau+ (1. 3) die Zaht der Un+erwurzelwatder
von Y mi+ KS-Typ +^ an, nach deren Wegnahme ein Wurzelwald vom KS-Typ +.
Ubrigbleibt.
Da U* leer is+, bilden die mul+ipIika+iven Funk+ionen auf T eine unipo+en+e
affine Gruppe G=G" uber Z. Zum Beispiel is+ fUr f, g6G(R)
^Q(V) = ^^^G(V;+i, +2)f(+, )g(+2) = f(V)+2f( I )g(. )^(. )g(. )2.g(V) .

Der Gruppe G( IR) begegnet man auch in der numerischen Ma+hema+ik bei der

Integration au+onomer gewohnlicher Differen+ialgleichungen (siehe [12]):
Sel U eine pffene Tei Imenge des |Rm und F:l^|Rm unendlich oft differenzierbar.
WIr be+rach+en das Anfangswer-t-Prob lem (*) y'=F(y) , y(x^)=y,
FUr P P is+ das "elemen+are Di fferen+i a I" DF(P):U-^IRm rekursiv definiert durch

undDF(»)(y)=F(yJ

DF(P)(y)=F(l)(y)(DF(P, )(y),..., DF(P )(y))

Wurzel

wobei F'"(y) die l-+e Ablei+ung von F an der S+elle y
und P^,. -.., P CP (bis auf Isomorphie) die As+e von P sind

(p)
FUr n£ INp- sei a(n) die Ordnung der Au+omorphi smen-Gruppe von JILr,n(P)P und

mon(P) die ZahI der bijek+iven mono+onen Abbildungen von _U_^n(P)P nach
{1<2<... <Jim(n)}. Nach J. C. Bu+cher ([12], p. 2) gilt fur die d-+e Ablei+ung der
L6sung y von (*)

y(d)'x_, . z, man (P)
0

1,

DF(P)(y^)-P P, di.m(P)=d a(P)

Zum Beispiel is+ y" (x^)^DF( J )(y^). F-(y^)(F(y )). Die Taylor-Reihe von y um x
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1st somit

E00
-d=0

y(<"ixj^o)-dT = yo+
,
dim(P)

mon(P) npfPKv ^
£P P a(P) ut-th>)tyo^im(P)!

_dim(P)Forma Ie Reihen der Form

^o+ zpep f(p)DF(p)(yo)'-'-a(rr '
wobet f:P>IR elne beliebige Funk+ion is+, heiBen in [12] Bu+cher-Reihen. Mi+
threr Hitfe s+udieren E. Hairer und G. Wanner numerische Verfahren zur Losung von

(*), un+er anderem Runge-Kut+a-Verfahren. Die Hin+ereinander-Ausfuhrung dieser
Me+hoden wird dabei durch die Komposi+ion der zugehGrigen Bu+cher-Reihen be-

schrieben. Die zen+rale Rolle der Gruppe G( IR) in der Theorie der Bu+cher-Reihen

erklSrt der folgende Sa+z:

FUr jedes Anfangswert-Problem (*) is+ durch
dim(P)

(3. 7)

,m

f - Yo + zp£P f(p)DF(p)(yo)'-a^T
elne Dars+ellung der Gruppe G( tR) gegeben. Damit kann fUr beliebtges F:U+IR
die Komposi+ion der numerischen Verfahren beschrieben und deren Ordnung

angegeben werden.

(g) Ma+roide:
Sei Ma+f die Ka+egorie der endlichen Ma+roide ([6], [18]).
Sei K eine Klasse endlicher Ma+roide mi+ folgenden Eigenschaf+en:

(1) K is+ bzgl. Isomorphie in Ma+f abgeschlessen.

(2) FUr jedes Ma+roid in K is+ auch die zugehorige kombina+orische Geome+rie
in K en+hal+en.

(5) K is+ bzgl. direk+er Summe und Zerlegung in direk+e Summanden in Ma+f

/ abgeschlossen.

(4) Reduk+iOn und Kon+rak+ion eines Ma+roids in K auf bzw. durch abgeschtossene

Tellmengen ergibt wieder ein Ma+roid in K.

Beispiete hierfur sind freie Ma+roide, graphische Ma+roide, seriel1-parallele
Ne+zwerke und andere (siehe 115], p. 137).

Set K die volIe Un+erka+egorie von Ma-t^ mi+ Objek-t-kl asse K. Sei M die Klasse

at ler Monomorphismen s:X->Y in j<, deren BiId abgeschlessen is+ und die X isomorph
auf die'Reduk+ion Yts(X) abbilden. Iden+ifiziert man Un+erobjek+e von Y aus M

ml+ abgeschlossenen TeiImengen von Y, so is+ die geor-dne+e Menge Sub^(Y) der
gepme+rische Verband van Y. Zwei Morphismen SJ:X^YJ BUS M seien Squivalen+,
falls die kombina+orischen Geome+rien der Kon+rak+ionen Yj-5j(Xj) isomorph sind.
Den Typen +CT en+sprechen hier bijek+iv die Isomorphieklassen kombina+orischer
Geome+rien aus K. Die mul+iplika+iven Funk+ionen auf T bilden eine unipo+en+e

affine Gruppe G=G", deren affine Algebra G. C. Ro+a in [15], pp. 135 eine
"hereditary bialgebra" nennt.
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(h) TeU^ar+i+ionen endlicher Mengen:
<

Wir be+rach+en folgende Ka+egorie K: Die Objek+e von K seien Paare (X, IT), wobei

X elne end)Iche Menge und TT eine Parti+ion von X (in der Ka+egorie der endlichen

Mengen) is+. Ein Morphismus von (X, 7r) nach (Y, o) is+ eine Abbildung s:X-^Y, sodaB

jeder Block von v in einen Block von o abgebildet wird. Na+urlich kann man K

auch als die Ka+egorie der endlichen Mengen mi+ einer Squivalenzrela+ion auf-

fassen, in der die Morphlsmen die aquivatenz-erhal+enden AbbiIdungen sind.

Das lni+ialobjek+ van K is+ die leere Menge mi+ der leeren Par+i+ion (0, 0), die

dtrek+e Summe (X, Tr)JL(Y, o) is+ die disjunk+e Vereinigung (X*Y, IT+O). Ein Objek+
(Z, T) is+ unzerlegbar, falls T nur einen Block besil-zt. Ein ReprSsen+an+ensys+em

der unzerlegbaren Objek+e van K modulo Isomorphie is+ '-

P = {({1,..., m}, {{1,..., m}}); m=1, 2,... }-;
(p) ~

Der KS-Typ n  IN^-' eines Objek+s (X, ir) gib+ an, wieviele Blocke zu m Elemen+en
Jewel Is TT besi+z+. Wir konnen daher ans+elle der KS-Typen die in der Kombina-
torlk Ubllchen "Typen" (1 )2a(2)... ) VOR Par+i+ionen ([3], p. 38) verwenden.
Sel M die Klasse der Monomorphismen van K, dh. der injek+iven Morphismen, und

sei ~ die Isomorphierela+ion auf M. Wir iden+ifizieren ein Un+erobjekt
[s;(X, ir5-»-(Y, CT)] von (Y, o) mi+ der Par+ition {s(B);B£Tr} von sCX). Dann ts+

S'jb(Y, {Y}) die Menge alter "Tei Ipar+i+ionen" von Y, dh. alter Par+i+ionen von
Teilmengen von Y. In Sub(Y, {Y}) is+

T < f , falls jeder Block von v in einem Block van T en+hal+en is+ .

Sub(Y, {Y}) is+ ein Verband und en+hal+ den Par+i+ionsverband von Y als Un+er-
verband.

Der Isomorphie+yp eines unzerlegbaren Monomorphismus s: (X, TT)-»-(Y, {Y} ) is+ durch

den Typ a der Par+i+ion TT und die Mach+igkeit m van Y eindeu+ig bes+immt. Da s
injek+iv is+, gil+ IXI=gew(a)=l7_Joi(i) < m=IYI. Wir se+zen daher

) = ( -

. U = {(a, m); gew(a)<m} und T = © IN^u
u U

0

(3. 8) Sa+z: Das affine Monoid G der mull-i p I i ka+iven Funk+ionen auf T besi+z+

Uber (D die treue Dars+ellung

p^: G(R) -> End(R[[w, z^, z^,... ]])
w -^ w

-m /m^ i i^- ^/-.. "< z" , m-1
rt=0 ll )(l!za, gew(a)=lf(ot'm)af^- ) w"zm"

RCAL<,,

Hier is+ (m) der Binomialkoeffizien+, za=nro (z )a(i) , a=(1 u(1), a(2)
2""" ... ), und

a(a)=n<ji>^a( i ) !a(( i 1 ). )a( ' )=n^i"( i )!(i !) ati)
is+ die Ordnung der Au+omorphismen-

Gruppe eines Objek+s (X, TT), TT vom Typ a. a

Analog zu Beispiel (b), wo Par+i+ionsverbande endlicher Mengen be+rach+et warden,

konnen mi+hilfe dieser Dars+ellung d.ie Verbande der Tei Iparti-t ionen un+ersucht
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werden. Durch Inver+ieren von p^(?) erh§lt man die Wer+e der Mobius-Funk+ion auf
<w

den unzerlegbaren Typen:

y((102°... ), 1) ° -1 p((11203°... ), 1) = 1
and f Or m>2 is+

v(a . ») - (
0̂

lal-1 (lal-D! falls gew(a)=m

falIs gew(a)<m

( lal=£Y^^a(i5 ).
Im folgenden ZShI problem fragt man nach der Mach+igkei+ von In+ervatlen:

Sei Y elne Menge mi+ m Elementen, X eine Tei Imenge von Y und ~ eine Aquivalenz-

relation auf X. Sei a der Typ der Parti+ion X/~. Un+er einer "Erwei+erung von -J

tn Y" vers+ehen wir ein Paar (Z,w), wobei XcZcY is+ und fur alle x,, x^ X aus

x,"^^ auch X,R<X^ folgt. Den Erwei+erungen von ~ in Y en+sprechen bijek+iv die

TelIpar+i+Ionen von Y groBer gleich X/~. Daher is+ die Zahl der Erwei+er-ungen
2

von ~ In Y gleich ?^(a, m) und besi+zt die erzeugende Funk+ion

a , m~gew(a)
^/- «'><-ii ^ (a, m) -^rrv T^-^-7-TVTT = exp(w+exp(w+I;_iZ;/it)-1)-1 ,
"(a, m)eU '' *"'"" a(a) (m-gew(a))! -"K'"-"lr<" -j^pj

(I) TelIpar+i+ionen endllcher Vek+orraume- ein q-Analogon zu (h):

Sel F eln Korper mi+ q Etemen+en und K folgende Ka+egone: Die Objek+e van K

seI en Paare (V, n), wobei V ein end I ich-d imensionaler F-Vek+orraum und -IT eine

Par+i+ion von V in der Ka+egorie F-Vrf is+ (siehe §2, Beispiet (b)). Ein

Morphismus van (V, ir) nach (W, o) is+ eine I ineare Abbildung s:V-+W, sodaB jeder

Block van v in einen Block von a abgebildet wird.

Die initial en Objek+e von K sind die einelemen+igen F-Vek+orrSume mi+ der leeren

Par+i+Ion ({*}, 0), die direk+e Summe (V, TT)JL(W,O) i s+ (V®W,TT+O). Ein Objekt

(Z, x) 1st unzerlegbar, falls T nur einen Block besi+z+. Ein ReprSsen+an+ensys+em

der unzerlegbaren Objek+e von K moduIo Isomorphie is+

.
(p)

P - {(Fm, {Fm}); m=1, 2,...}

Der KS-Typ n IN^-' eines Objek+s (V, w) gib+ an, wieviele BIGcke der Dimension m

Jewel Is ir besi+z+. Wir definieren den "Typ" (1a(1)2a(2)... ) von IT durch
a(m) c Zahl der Btocke von TT der Dimension m , m=1, 2,...

und verwenden ans+elle der KS-Typen die "Typen" d"'''2"""/... ) aus der Komblna-

tori k.

Sei M die Klasse der Monomorphismen van K, dh. der injek+iven Morphismen, und

sel ~ die Isomorphierela+ion auf M. Wie im Beispiel (h) identifizieren wir ein

Un+erobjekt [s: (V, ir)->(W, o) ] von (W, o) mi+ der Par+i+ion {s(B);BCff} von s(V) In

F-Vrf. Dann is+ Sub(W, (W}) die Menge aller "TeiIpar+itionen" von W, dh. alter

Par+i+ionen van Un+erraumen von W in F-Vrf. In Sub(W, {W}) is+

ff < T , falls jeder Block von TI in einem Block von T en+hal+en is+
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Mi+ dieser Ordnung is+ Sub(W, {W}) ein endlicher Punk+verband.

Der Isomorphie+yp eines unzerlegbaren Monomorphismus s: (V, 7t )-^(W, {W}) is+ durch
den Typ a der Parti+ion TT und die Dimension m von W eindeu+ig bestimm+. Da s

Injek+iv is+, gilt dim(V)=gew(a)=£. iu(i) < m=dim(W). Wir se+zen daher
U = {(a, m); gew(a)<m} und T =

Der folgende Sa+z is+ ein q-Analogon zu (3. 8).

(5'9) sa+z: Das affine Monoid G der mu I tip I i ka-Nven Funk+ionen auf T besi+z+
Uber <0 die treue Dars+ellung

u U
INOU

Pp: G(R) -> End(R[[w, z,, z^,... ]]) R A

f
w

zm -ZT.o(^<V"^, 9e-<«,. lf<». ">i^'"m-;
Hfer 1st

1-<P

,q , ,"-...... . ^^
jj der GauB-Koeffizient, der die Zah I der 1-d imens iona len Un+err-aume

von Fm angibt (siehe [11], p. 240). b (I)=(q'-1)(q'-q)... (q'-ql-l) , ^ ^ie Ordnung
der allgemeinen linearen Gruppe auf Fl. Fur a=(1a(1)20l(2)... ) is+

z»<, (z,, , und a^(a)=n^^(i)!bq(i)a(t) is+ die Ordnung der Au+omorphis-

.

^(0, {Fm}) --^:\ (qm-q-) ( V, (0, {F)) = -1 )
-1

men-Gruppe eines Objek+s (V, TT), ir vom Typ a. a

In der Dars+ellung p +re+en endliche Euler-Reihen in unendlich vie)en Variablen
auf. Mi+hilfe von p lassen sich - nach der am Ende van §2 skizzier+en Me+hode
erzeugende Funk+ionen fUr Anzahlen van TeiIpar+i+ionen aufs+ellen und die
Moblus-Funk+ion v G"( Q) berechnen. FUr die Mobius-Funk+ionen auf den Verbanden
L^Sub(Fm, {Fm}) (m=1, 2,... ) erhalt man nach (1. 6)

(0, {Fm}) = - ^ nr[1^
m

Dami+'ISBt sich folgendes Zahlproblem losen:

Wieviele mxm-Ma+rizen uber F gib+ es, die keinen Eigenwert in F besi+zen ?
Die Menge aller mxm-Ma+rizen uber F bezeichnen wir mi+ M.. (F). Fur TT. CTCL sei
A(ir)={aeM^(F);7r is+ die Tei Ipar+j+ion von Fm in Eigenraume von a} und"
B(o)={a M^(F);a is+ auf jedem Block von a eine Skalarmul+ipIika+ion}.
Die gesuch+e Zahl z^(m) is+ offenbar IA(0)|.

Aus B(O)=^A(TT), also IB(o) I =Z^^|A( TT) I fo|g+ durch Mobius-1nversion auf ^
IA(0) I = ^ P^ (0, 7r)IB(7r)| .

m

Daraus ls3^ ̂ ch eme explizi+e For me I fur z^(m) ablei+en, in der uber alle
Typen a=(1 '"2 ... ) mi+ gew(a)<m summier-t- wird. Als erzeugende Funk+ion der
z^(m) ergibt sich



m

1 . Z00 . z (m)-w,
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±;nl, (1-qnw)1-q=e, (-^,-)q-1/(l-w)
q-1L-(n=1'q""'b7(m) 

" 

1^-w "n°OV

1^

Hier is+ e (x)=2. ^, ^-i^-y, - J. Ciglers q-Exponen+i al funk+ion ([4], p. 29).
2

Die Wahrscheinlichkeit z^(m)/q , daB eine mxm-Ma+rix uber F keinen Eigenwert

In F besi+z+, s+rebt fUr m -* <» gegen

e, (-,ir>q-T':. i('-('-">q .
Zum Beisptel is+fur F={0, 1} e^(-1) w 0. 085 .
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