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KOMB INATOR I SCHE STRUKTUREN , UNIPOTENTE GRUPPEN
. UND POTENZRE IHEN-DARSTELLUNGEN

Arne Dir
Institut fiir Mathematik der Universitat Innsbruck

Innrain 52 , A-6020 Innsbruck , Osterreich

Vorwort

Bei Abz&hlproblemen auf einer lokalendlichen geordneten Menge erweist sich
hdufig die zugehérigé Inzidenzalgebra als niitzliches algebraisches Hilfsmittel,
man denke z.B. an die Mdbius-Inversion. P.Doubilet,G.C.Rota und R.Stanley zeigen
in ihrer Arbeit "The ldea of Generating Function" ([8]), daB die reduzierten
Inzidenzalgebren wichtiger geordneter Mengen‘isomorph zu Algebren von formalen
Potenzreihen sind, z.B. fiihren endliche Teiiﬁengen einer abzshlbaren Menge auf
Exponentialreihen und endlich-dimensionale Unterrdume eines Vektorraums abzéhl-
barer Dimension lber einem endlichen Kérper auf Euler-Reihen. Kombinatorische
Anwendungen davon bespricht M.Aigner in [1],pp.318.

Die vorliegende Arbeit setzt die Idee von Doubi let,Rota und Stanley,
geordnete Strukturen mithilfe geeignetfer erzeugender Funktionen zu untersuchen,
fort. In §3,(i) wird z.B. gezeigt, wie die Verbdnde der Tei lpartitionen end-
licher Vektorrsume und die Komposition endlicher Euler-Reihen zusammenhangen .
Ich habe versucht, sowoh! einen Uberblick lber die allgemeine Theorie der
Ipzidenzalgebren und der affinen Monoide multiplikativer Funktionen zu geben,
wie siein den Grundziigen bereits in [10] enthalten ist, alsauch in einer Reihe
komb!na*oriéch interessanter Beispiele deren Anwendungen zu erldutern. Aus
Platzgriinden muBte dabei auf Beweise verzichtet werden. Einige der Beispiele
wurden jn'[IO] erwdhnt, andere sind neu.

In §1 wird eine konsfruk*ion von Inzidenzalgebren zu kombinatorischen
Strukturen besprochen, welche in kurzer Form in [10] vorgestellt wurde und die
verschiedenen Arten von Inzidenzalgebren in [8] vereinheitlicht. Die von
Doubi let,Rota und Stanley betrachteten Familien geordneter Mengen sind hier
Famllien von Unter- bzw. Faktorobjekten in einer Kategorie.

In §2 werden Bedingungen fiir die kombinatorische Struktur angegében, unter
denen die Inzidenzalgebra eine Bialgebra wird und durch das affine Monoid G der
multiplikativen Funktionen beschrieben werden kann. Hier weiche ich von der
Arbeit [10] ab und folge [9]. Der wesentliche Bestandteil von G ist eine uni-

potente affine Gruppe, die im allgemeinen unendlich-dimensional ist.
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In vielen Féllen besitzt das affine Monoid der multiplikativen Funktionen

‘eine treue Darstellung durch Endomorphismen von Potenzreihenalgebren. Wie diese

~Darstellung zur Berechnung der M&bius-Funktion und zur Bestimmung erzeugender
Funktionen von Anzahlen verwendet werden kann, wird am Ende von §2 erklsrt. Das
bekannteste Beispiel aus der Literatur sind Partitionen endlicher Mengen
([8],pp.100 und [1],pp.325), wo G isomorph zum Endomorphismen-Monoid der Potenz-
reihenalgebra in einer Variablen ist. Neue Beispiele dazu werden in §3 vor-
gestellt, unter anderem Darstellungen geordneter Mengen,invariante Aquivalenz-
relationen auf endlichen Mengen unter Gruppen-Operation,Teilpartitionen end-
licher Mengen und Teilpartitionen endlicher Vektorrdume. Eine interessante
Anwendung in der Numerischen Mathematik hat die aus den Wurzelw&ldern konstru-
ierte unipotente Gruppe, deren Darstellungen durch Butcher-Reihen in der Theorie
der Runge-Kutta-Verfahren betrachtet werden ([12]). Die Darstellungen (3.1)-
-(3.9) zeigen, daB eine Reihe interessanter Strukturen mittels geeigneter

Potenzreihenalgebren beschrieben werden kdnnen.

Bezeichnungen:

INo , N ... die Menge der natiirlichen Zahlen mit bzw. ohne Null
Z ... der Ring der ganzen Zahlen

Q, R 5is der Kdrper der rationalen bzw. der reellen Zahlen

IX1 = $(X) ... die Anzah| der Elemente der endlichen Menge X
X+Y T die disjunkte Vereinigung der Mengen X,Y

XY ... die Objekte X,Y einer Kategorie sind isomorph
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§1 Kombinatorische Strukturen und Inzidenzalgebren

In dieser Arbeit werden "kombinatorische Strukturen" betrachtet, die sich durch
eine Kategorie K, eine Klasse M von Morphismen in K und eine Aquivalenzrelation
~ beschreiben lassen. Wie allgemein dieses Konzept ist, zeigen die Beispiele am

Ende dieses Paragraphen und in §3.

Sei K eine Kategorie mit der Eigenschaft

(K1) K ist bis auf Isomorphie klein, dh. die Isomorphieklassen der Objekte von K
bilden eine Menge.

Sel M eine Klasse von Morphismen in K mit den Eigenschaffen (M1)=(M5) :

(M1) M enth&lt nur Monomorphismen oder nur Epimorphismen. Alle lsomorphismen von
K gehdren zu M.

(M2) M ist bzgl. der Komposition abgeschlossen.

Die Dimension eines Morphismus s€M sei das Supremum in lNOU{w} der Léngen aller

Produkt-Darstel lungen

S =5 .S

REEE .

deren Faktoren sl,...,s €M keine |somorphismen sind. Dimension 0 haben nur die

Isomorphismen. Wir verléngen
(M3) Alle Morphismen in M haben endliche Dimension.
Fur 1=2,3,... sel
SI(M) = {(s],...,s|)€Ml;die Komposition s ...s, existiert}
die Klasse der |-Simplizes aus M. Wir definieren auf Sl(M) eine Aquivalenz-
relation durch (s],...,sl) 3 (r],...,r|) , falls Isomorphismen Byse 2y

exlsfleren, sodaB3 das Diagramm

X
Y
kommu*ierf. Die Menge der Aquivalenzklassen von SI(M) bzgl. = bezeichnen wir mit

S, M) = Sl(M)ﬁu ,

ihre Elemente mit [51,...,s|]. Fiir [51,...,5‘]€S|[M] ist die Komposition s ...s

s, s s s
=2

Ry > X, Rioa X
l %2 F r lal—z r la|_1 r l|d
v, -2, | -1,y g

3,

A4
W
v
L
|

»
S

wohldefiniert. Die nichste Bedingung an M lautet
(M4) Jeder Morphismus s€M 183t sich - bis auf simpliziale Aquivalenz - nur end-
lich oft als Komposition zweier Morphismen aus M schreiben, dh. die Menge
{[51,52]682[M];5251=s}
Ist endlich.
Daraus folgt dann die Endlichkeit von {[sl,...,s']ESI[M];sl...s1=s} fur alle 1>2.
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Nach (M1) enth&lt M nur Monomorphismen oder nur Epimorphismen.

~

1.Fall: Alle Elemente von M sind Monomorphismen. _
Sei Y ein beliebiges Objekt von K. Wir definieren auf der Klasse M(=>Y) aller
Morphismen aus M mit Ziel Y eine Pra-Ordnung, indem wir 51552 setzen, falls

ein Morphismus s in K existiert mit $17S,S-

Dann ist s eindeutig bestimmt, wird mit T1\\\\s

sz-ls‘ bezeichnet und ist ein Monomorphismus. s: Y
v ////z

Wir verlangen X 2

. : e ™1
(M5-Mono) Fir s],szeM mit 5155, ist auch s=s, s1€M.

Sel % die zu obiger Pr&-Ordnung gehdrende Aquivalenzrelation auf M(»Y), dh. es
sei %5, falls s, <s, und s>s, ist. Dann ist die Menge der Aquivalenzklassen

SubM(Y) = M(>Y)/3x = {[s];sEM(>Y)}

geordnef mlf der induzierten Ordnung, heiBt dle Menge der UnferobJekfe von Y

‘In M und besitzt als groBtes Element [id, |

Simplizes und Unterobjekte hdngen wie folgf zusammen.

(1.1) Lemma: Sei s:X»Y ein Monomorphismus und [>2. Dann ist die Abbildung
{[Sl'""SI]ESI[M];SI"'SI=S}

1

{Clu,], ..., [u DESub, vy sIsl<lu,)<.. <[u|]5[idY]}
[51""’SI]

!

([s)...s,),...,0sys, 41,05 D)

2
bijektiv. o
Insbesondere ist Axiom (M4) &quivalent zur Lokal-Endlichkeit der geordneten

Mengen Suby,(Y), Y ein Objekt von K.

2.Fall: Alle Elemente von M sind Epimorphismen.
Sei X ein beliebigés Objekt von K. Wir definieren auf der Klasse M(X>) aller
Morphismen aus M mit Quelle X eine Pré-Ordnung, indem wir slfs2 setzen, falls

ein Morphismus s in K existiert mit 5,55,

Dann ist s eindeutig bestimmt, wird mit //E*/ZTI

5251—1 bezeichnet und ist ein Epimorphismus. X :s
\'b

Wir verlangen S5 Yz

: . : -1
(M5-Epi) Fir s;,s €M mit s <s, ist auch s=s,s, "EM.
Durch Ubergang zu Aquivalenzklassen wie im 1.Fall erhdlt man die geordnete Menge

Faktor, (X) = MOX>)/x = {[s];seM(X>) )

der FakforobJekTe von X in M deren kleinstes Element [idX] ist.

Der Zusammenhang zwischen Simplizes und Faktorobjekten ist gegeben durch das
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(1.2) Lemma: Sei s:X»Y ein Epimorphismus und [>2. Dann ist die Abbildung
{[s],...,s|]€S|[M];s'...s]=s}

{([v1],...,[v|_]])€Fak+orM(X)|-1;[idX]5[v1]§...f[vl_1]5[s]}
[sl,...,s‘]

([51]’[5251]’""[S|—1'°'S1])
bijektiv. ©
In diesem Fall ist die Bedingung (M4) dquivalent zur Lokal-Endlichkeit der
geordneten Mengen Fak*orM(X), X ein Objekt von K. (Ende des 2.Falles)

Neben K und M sei weiters eine Aquivalenzrelation ~ auf M mit den Eigenschaften
(~1)-(~4) gegeben. ~ heiBt Aquivalenz, die Elemente von
T = M/~
nennen wir Typen und bezeichnen sie mit s, SEM.
(~1) lsomorphie impliziert Aquivalenz, dh. fir 51,52€M mit 8,5175,21, wobei

a,,a Isomorphismen sind, gilt S~Sy-

2 2

(~2) Die Isomorphismen von K sind bzgl. ~ saturiert, dh. fir S]EM und einen

| somorphismus S5 folgt aus SINSZ’ daB auch 52 ein lsomorphismus ist.

T 158t sich daher in die zwei disjunkten Teilmengen

T' = {s; s ein lsomorphismus} und
T(1) = {s; s€M, s kein |somorphismus}
zer legen.
(~3) Fir sI,SZEM, 51:X]+Y1, 52:X2+Y2 folgt aus S1™5 auch idx1~idX2 und
ldY ~4dY "
. 1 2
Dann sind die Abbi ldungen
dom (fir domain): T»T' , ETRIY+T6; und

. cod (fiir codomain): T»T' , 577374T3;
wohldefiniert. Die wichtigste Bedingung an ~ ist
(~4) FUr Typen T,+1,+2€T ist die Zahl
G(T;T],
unabhdngig von der Wahl des Reprisentanten s von *.
Die Zahlen G(f;*],*z) heiBen Schnittkoeffizienten (nach G.C. Rota in [13),p.96).

G(+;+],+2) gibt an, wieoft man - bis auf simpliziale Aquivalenz - einen Morphis-

+2) - #{[S] ’SZ]ESZ[M] ;5251=5,51=T] ,52=‘r2}

mus vom Typ t in einen Morphismus vom Typ T] und einen Morphismus vom Typ +2
aufteilen kann. Aus (1.1) und (1.2) folgt, daB G(+;+],+2) auch gewisse Unter-
bzw. Faktorob jekte abzdhlt:

Fir Typen +,+],+2 und einen Reprdsentanten s:X?Y von t ist
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a3 - . H —] - -
{7 .3) Git;1,,1,) -4#([u163ubM(Y>,[slf[ulf[de],u s-T],u—fz}-

~

-1
=fis}

Das Standardbeispiel fiir Aquivalenz ist die Isomorphierelation auf M, die alle

bzw. =#{[vI€Faktory, (x);[id, J<lvi<ls],v=t,,sv

Bedingungen (~1)-(~4) erfiillt. S
X,—Y
Sy Ist isomorph zu So» 1 1
falls es Isomorphismen al,a2 gibt, a‘l laz
- . ' s
sodaf 3,58, 5,3, ist. X2 2 Y2

FUr Monomorphismen 148t sich die Aquivalenz ~ oft definieren durch S~y
falls die "Komplemente" der Bilder von S$125 in K isomorph sind. Beispiele
hierfir findet man am Ende von §1.

Wegen (~4) kann die Dimension eines Typs t als die Dimension eines Repréasentan-
ten s von t definiert werden. Fiir ein Unterobjekt [u:X»Y] ist dim(u) die maxi-
male Ldnge einer Kette in Suby,(Y) von [u] nach [idY], fur ein Faktorob jekt
[v:X+Y] ist dim(v) die maximale Ldnge einer Kette in FakforM(X) von [idx] nach

[v].

Aus den Daten K,M,~ konstruieren wir nun die Inzidenzalgebra k[[T]]

Sei k ein Hauptidealring der Charakteristik 0, z.B. Z oder ©. Wir nehmen an,
daB k die ganzen Zahlen enthslt, und betrachten k als topologischen Ring mit der
diskreten Topologie.
kT wird mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation und der
Produkttopologie zu einem linear topologischen k-Modul, der Hausdorff-Raum und
vollsténdig ist. Mithilfe der topologischen Standardbasis

(e(t)=(0,..,0,1,0,..),1 an t-ter Stelle; t€T)
laB+ sich ein fEkT eindeutig schreiben als konvergente Reihe

f = +€T f(t)e(t)

(1.4) Satz: (vergleiche [10],p.147)
Mit+ der"Faltungsmultiplikation" (f,g)+fg ,

fo(t) = Zy  tyer ST T fCr gty for et

wird kT eine assoziative topologische k-Algebra mit Einselement §,

1 fur teT
6(T)_<O sonst g

wird mit k[[T]] bezeichnet und heiBt die Inzidenzalgebra von M reduziert
modulo ~, Fiir T,+l,+2€T ist

e(T )e(* ) = Zf€ G(t; T],T e(t)
dh. die Zalilen Gl#: it),1,) aus (l %) sind die Strukturkonstanten von k[[T]]
bzgl. der topologischen Basis (e(+);t€T). o
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Die wesentlichen Aussagen dieses Satzes sind die Existenz des Faltungsprodukts

fg -
(A) Zu €T gibt es nur endlich viele f],+2€T mit G(*;T],+2)*O
- und die Assoziativitat der Faltungsmultiplikation, die auf folgende Beziehung
zwischen den Schnittkoeffizienten hinausl&uft:
(B) Fur T,T1,+2,+3€T ist
szT G(x;Tl,fz)G(T;x,TS) = ZyeT G(T;+1,y)G(y;f2,+3)
Diese zwei Eigenschaften der G(T;+1,T2) folgen hier aus den Axiomen an K,M und
~. G.C.Rota und S.A.Joni hingegen gehen in [13],p.96 von Zahlen (ilj,k) aus und
konstruieren daraus - dual zu (1.4) - Coalgebren. A.Joyal leitet in [14],p.64
(A) und (B) aus den Coalgebra-Axiomen her.
Die algebraische Struktur von Inzidenzalgebren beschreibt der
(1.5) Satz: g
(a) § ist invertierbar in k[[T]] genau dann, wenn f(+) invertierbar in k fiur
alle t€T' ist.
(b) Fur die abgeschlossenen zweiseitigen ldeale von k[[T]]
_ 1(d) = {fek[[T1]; f(+)=0 fur alle t€T mit dim(t)<d-1} , d=0,1,2,...
gi It 1(d)1(d,)ci(d,+d,) ‘
(¢) Die Filtrierung von k[[T]]
k[[T11=1(0)2l (1)1 (2)>. ..
konvergiert gegen 0, dh. zu jeder Umgebung U von O existiert ein d mit
1 (d)cU.
(d) k[[T]] ist graduiert durch '
V(d) = {fek[[T)]; f(1)=0 fiir alle t€T mit dim(t)*d} , d=0,1,2,...
(dh. V(d,IV(d,)cV(d, +d,
Y bzw. X in K die geordneten Mengen SubM(Y) bzw. FakforM(X) die Jordan-

) fir alle d],dz) genau dann, wenn fir alle Objekte

Dedekindsche Kettenbedingung erfiillen. O

Definition: Die konstante Funktion r:i-k,t=i nennen wir die Zeta-Funktion,

ihre lInverse u=c—] die Mébiué—Funkfion.

Die Namen erkldren sich aus dem

Spezialfall: Lokale Inzidenzalgebren oder Inzidenzalgebren von geordneten Mengen

Sei P eine lokal-endliche geordnete Menge, dh. P sei qgeordnet und alle Inter-
valle von P seien endlich. Wir konstruieren aus P eine kleine Kategorie K:

Die Objekte von K seien die Elemente von P. Fiir Objekte x,y mit x<y sei (x,y)EP7
der einzige Morphismus von X nach y. Falls xfy ist, gebe es keine Morphismen mit
Quelle x und Ziel y. Die Komposition zweier Morphismen (x,y) und (y,z), x<y<z,
wird definiert durch (y,z)(x,y):=(x,z). Dann sind alle Morphismen von K sowoh |

Mono- alsauch Epimorphismen, und es gibt keine lsomorphismen auBer den
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ldentitéten (x,x), XEP.
Wir setzen M={(x,y)€P2; x<y} und wdhlen als Aquivalenz ~ die lsomorphie, also
die Gleichheit. Dann ist T=M und

. _ 1 falls x=x,,y,=X%,,y=y
G((x,y),(xl,yl),(xz,yz)) --{() S 127172 2

Daher ist das Faltungsprodukt von f,gEkM gegeben durch

fglx,y) = ¥ f(x,z)g(z,y) fir alle (x,y)€EM
x<2z<y

Die Algebra k[[M]] heiBt in der Literatur die Inzidenzalgebra von P.

Wir bezeichnen sie mit k[[P]]. Eine ausfiihrliche Darstellung ihrer Theorie mit

vielen kombinatorischen Anwendungen findet sich in [8] und [1].

Wir kehren zur allgemeinen Situation zuriick, in der eine Kategorie K,

eine Klasse M von Morphismen und eine RAquivalenzrelation ~ auf M gegeben sind.
Der folgende Satz stellt die Verbindung zwischen der groBen Inzidenzalgebra
k[[T]) und den lokalen Inzidenzalgebren k[[SubM(Y)]] bzw. k[[Fak+orM(X)]] her
(Je nachdem, ob M eine Klasse von Monomorphismen oder eine Klasse von Epi-
morphismen ist).

(1.6) Satz: (vergleiche [10],p.148)

Die Abbildung lok: k[[T]]> k[[Suby,(Y)]] bzw. kl[Faktor )11,

M

-1 -1
s]) bzw. f(szsl )

definiert durch Iok(f)([s]],[szl) = f(s2
fur fek[[T1) und [s,J<[s,] in Suby,(Y) bzw. Faktor (X) ,

ist ein stetiger k-Algebra-Homomorphismus. lok erhdlt die Mobius-Funktion,
dh, es ist

I : AT
([s]],[szl) = u(s,7's;) bzw. uFakforM(X)([sl]’[szl) = u(s,s,”) . @

“SubM(y)
Die Konstruktion der Inzidenzalgebra k[[T)] zu den Daten K,M,~ ist "natiirlich"
Saturierte Teilklassen M cM fihren zu Unteralgebren von k[[T1], Produkte von
Strukturen K, *K,,M XM, ,~ %~, zu topologischen Tensorprodukten k[[Tl]]éak[[TZ]]
von Inzidenzalgebren.

Belspiele:

(a) Sei H das von der Indexmenge | erzeugte freie kommutative Monoid oder das
Wortmonoid {iber dem Alphabet A. Sei K die Kategorie mit einem Objekt und
Morphismen s€H, sei M=H und ~ die Isomorphie, also die Gleichheit.

Dann ist T=H und k[[T]] ist die Potenzreihenalgebra in den Unbestimmten
z(1), i€l, bzw. die nicht-kommutative topologische Wortalgebra iber dem

 Alphabet A (siehe [16],LA 4.13).

(b) Sei A ein Alphabet und Wo(A) das Wortmonoid iiber A. Sei K die Kategorie,

' deren Objekte die Worter iiber A und deren Morphismen s:v»w die Einbettungen

des Wortes v in das Wort w (in der gegebenen Reihenfolge) sind. Sei M die



(c)

(d)

(e)

(f)

= 14, =

Klasse aller Morphismen und sel (s‘:v‘+w])~(szzv2+w2), fal{s die Restwdrter
w-s,(v,) und W,=5,(Vv,) lbereinstimmen. Dann ist T=Wo(A) und k[[T]] die
topologische shuffle algebra (siehe [(15],p.126).
Sel K die Kategorie der endlichen Mengen, M die Klasse der Injektiven
Abbl Idungen und sei (sl:X]+Y1)~(52:X2+Y2), falls die Komplemente Yl—s‘(xl)
und Y2~52(X2) isomorph sind. Ein Unterob jekt [s:X+Y] der endlichen Menge Y
identifiziert man Ublicherweise mit der Teilmenge s(X) von Y. Dann ist die
geordnete Menge SubM(Y) die Potenzmenge von Y. Den Typen entsprechen
bijektiv die natlirlichen Zahien 0,%:2;5 «» durch

Sy + 1Y=s(X)I

und OL[T)] ist isomorph zur Algebra der formalen Exponentialreihen unter

© n
£+ I f(n (siehe [8],p.97)
n!
n=0

Sel F ein endlicher Kdrper mit q Elementen. Sei K die Kategorie der endlich-
dimensionalen F-Vektorrdume, M die Klasse der injektiven linearen Abbildun-
gen und sei (s]:X]4Y1)~452:X2+Y2), falls die Faktorrdume Y1/s‘(xl) und
Yzlsz(Xz) isomorph sind. ldentifiziert man Unterob jekte mit Unterrdumen

durch [s:X+Y)=s(X), so ist Suby,(Y) die projektive Geometrie von Y. Den
Typen entsprechen bijektiv die nattrlichen Zahlen 0,1,2,... durch
S XY + F-Dimension von Y/s(X) &

©I[T]) ist isomorph zur Algebra der formalen Euler-Reihen unter

oo n
z
f > nfof(n)757; (siehe [8],p.98)

Seil K die Kategorie der endlichen zyklischen Gruppen, M die Klasse der
Injek#qun Gruppen~Homomorphismen und seli (s1zx1+Y1)~452:X2+Y ), falls die
Faktorgruppen Y‘/SI(X') und Yz/sz(xz) isomorph sind. Hier identifiziert man
Unterob jekte mit Untergruppen. Den Typen entsprechen bijektiv die natir-
lichen Zahlen 1,2,3,... durch _
| 5:X2Y - Ordnung von Y/s(X)

OL[T]) ist Isomorph zur Algebra der formalen Dirichlet-Reihen unter

f > £ f(n)/n° (siehe [8],p.97,98) .

n=1 :

Weltere interessante Beispiele von Inzidenzalgebren findet man in [8] und
[13), darunter die (topologische) Hall-Algebra ([81,pp.110). In [13] werden
2u den kombinatorischen Strukturen nicht die Inzidenzalgebren konstruiert,

sondern die dazu dualen Coalgebren.
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§2 Spezielle kombinatorische Strukturen, Bialgebren und unipotente Gruppen

In §1 haben wir zu einer Kategorie K, einer Klasse M von Morphismen und einer
Aquivalenzrelation ~ die Inzidenzalgebra k[[T]] konstruiert. In diesem Para-
graphen geben wir Bedingungen fiir K,M und ~ an, unter denen k[[T]] eine topolo-
gische Blalgebra ist und durch eine unipotente affine Gruppe beschrieben werden

kann. Beispiele dazu werden in §3 besprochen.

Die Kategorie K erflille neben (K1) noch die Bedingungen (K2)-(K6):
(K2) In K gibt es ein Objekt O mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem Objekt X in K existiert genau ein Morphismus O-X.
Derartige Objekte nennen wir initial.
(K3) Zu zwei Objekten XysXy in K existieren ein Objekt X und Morphismen

Z*X so, daB fiir alle Objekte Y die Abbildung

Hom( X Y)+Hom(XI,Y)XHom(X2,Y), s+(su],su2) bijektiv ist,

X-X‘.U_X2 heiBt die direkte Summe von X und X?.

(K4) Die Injektionen U XX ALX und X2 »X,dLX,, sind Monomorphismen.

(K5) Die direkte Summe ist disjunkt, dh. in Jedem kommufafiven Diagramm von

u1:X‘+X und u2:X

Monomorphismen
'——-———9x _lL)(2

X
e
Y ————————4x2
ist Y initial.
Ein Objekt X in K heiB3t Qﬂggﬂlggggg_(in der'Kombiha*orik oft "zusammenh&ngend"),
falls X nicht initial ist und in jeder Zerlegung X&!XIJ.LX2 X, oder X, initial
ist.
Sel Y-eln Objekt von K und sei
-Sub(Y) = {[ul; u:X>Y ein Monomorphismus}
die geordnete Menge aller Unterobjekte von Y.
Eine Partition von Y in K ist eine endliche Teilmenge
_ = {[u:X(u)»Y]}
von Sub(Y) so, daB kein X(u) initial ist und der induzierte Morphismus
(u; [ulEm) : AL X(u)»Y ein Isomorphismus ist. Falls alle X(u) unzerlegbar sind,
heit 7 eine Krull-Schmidt-Partition (kurz: KS-Partition).
Die letzte Bedingung an die Kategorie K lautet:
(K6) Jedes Objekt von K besitzt eine eindeutige KS-Partition.
Beispiele:

(a) In der Kategorie Mef der endlichen Mengen ist das initiale Objekt die leere

Menge und die direkte Summe die disjunkte Vereinigung. Die unzerlegbaren
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Objekte von Mef sind die einelementigen Mengen. ldentifiziert man Unter-
ob jekte mit Teilmengen durch [ul=Bild von'u, so stimmt die kategorielle
Deflni+i6n einer Partition mit der in der Kombinatorik iiblichen lberein.
Die eindeutige KS-Partition einer endlichen Menge X ist dann {{x};x€EX}.

(b) Sel F ein Kérper und F-Vrf die Kategorie der end lich-dimensionalen
F-Vektorrsume. Die initialen Objekte von F-Vrf sind die einelementigen
F-Vektorraume, die kategorielle direkte Summe ist die iibtiche direkte Summe.
Die unzerlegbaren Objekte sind die eindimensionalen F-Vektorr&ume. Wir
identifizieren Unterobjekte mit Unterrdumen durch fu]=8ild von u. Dann ist
eine Partition des F-Vektorraums V eine Menge m von Unterr&umen von V, sodaB
V die direkte Summe dieser Unterrdume ist. In F-Vrf gilt offenbar nicht (K6).

(c) Sei A eine Gruppe und A-Mef die Kategorie der end | ichen Mengen, auf denen A
von |inks operiert. Die Morphismen von A-Mef sind die A-homogenen Abbildun-
gen. Das Initialobjekt O ist die leere Menge, und die direktfe Summe zweier
A-Mengen ist die disjunkte Vereinigung der Mengen mit der induzierten
Operation. Die unzerlegbaren ObjekTebvon A-Mef sind die nichtleeren A-Mengen,
auf denen A transitiv operiert. Die éindeufige KS-Partition einer endlichen
A-Menge X ist die Menge A\X={Ax;xEX} der Bahnen von A auf X, wobei Unter-
objekte mit A-stabilen Teilmengen identifiziert werden.

(d) In der Kategorie der endlichen ungerichteten Graphen ist das Initialobjekt O
der leere Graph und die direkte Summe die disjunkte Vereinigung der Ecken-
und Kantenmengen. Ein nichtleerer endlicher Graph ist genau dann unzerlegbar,
wenn er zusammenhdngend ist. Die eindeutige KS-Partition eines endlichen

Graphen ist die Menge seiner Zusammenhangskomponenten.

Die Eigenschaften (K1)-(K5) vererben sich von K auf die Kategorie Morph(K),
deren Objekte die Morphismen von K sind. Fir zwei Objekte r,s€Morph(K) sind die

Morphismen von r nach s alle Paare (d,c) von Morphismen in K, die das Diagramm

X —I sy
dl lc
p LY

kommutativ machen. Ein initiales Objekt von Morph(K) ist 0+0. Die direkte Summe

zweler Morphismen s‘:X]*Y1 und 52:X2+Y2 ist gegeben durch die kommutativen

Diagramme "
! X, : > Y,
| |
uil ivvi (i=1,2)
s]_lLs2
X11LX2———~—~—->Y]M_Y2 .

Unterobjekte in der Kategorie Morph(K) nennen wir Untermorphismen.
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Die Klasse M von Morphismen in K besitze neben (M1)-(M5) noch die Eigenschaften
(M6)-(M8):

(M6) |Ist das Ziel eines Morphismus aus M initial, so ist auch die Quelle inifial..
(M7) Fur Morphismen S175,
Sel s:X+Y aus M und sei o={[(d,c):s(d,c)*s]} eine Partition von s in Morph(K).

x(d,c) —=229:€) 5 ved )

a le

X > Y

in K ist 511L32€M genau dann, wenn s,,5.€M sind.

Dann nennen wir die Partition von Y
m = {[c:Y(d,c)»Y];[(d,c)]€0}

die von ¢ induzierte Bildpartition von Y.

Die wichtigste Bedingung an M ist die "Garbenbedingung"

(M8) Sei s:X»Y aus M und n={[u‘:Y1+Y],[u2:Y2»Y]} eine Partition von Y in zwei
Unterob jekte. Dann gibt es genau eine Partition o von s in zwei Unter-
morphismen, deren zugehtrige Bildpartition w ist.

In der Kategorie Mef erfiil [t jeder Morphismus s:X+Y (M8):

Zur Partition m={Y,,Y,} von Y gehtrt die Partition {s1s™ (v esT 0y 0oy

-1 s
sls (Yz).s (Y2)+Y2} von s.

17
In der Kategorie F-Vrf hingégen erfiillen die Monomorphismen nicht (M8):
Die Inklusion X+Y=Y]€BY2 ist i.a. nicht die direkte Summe der Inklusionen
an1+Y‘ und XﬂY2+Y2.
Aus den Axiomen an M folgt:
(i) Ein Morphismus s:X»Y aus M ist unzerlegbar in Morph(K) genau dann,

wenn Y unzerlegbar in K ist.
(1 Jeder.Morphismus aus M besitzt eine eindeutige KS-Partition.
In der Kategorie Mef ist die eindeutige KS-Partition von s:X»Y {s_i(y)+{y};y€Y}.
Sei P ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen der unzerlegbaren Objekte
von K und sei :
NED = fn=tnePy e N ES n(Pr+0 nur fir endlich viele Pep)
das freie kommutative Monoid mit Basis P. Wegen (K6&) gibt es fiir jedes Objekt X
in K genau ein n€ NéE) mit

Xu.ﬂJPL.“ﬂP)=JLHNMP
Pep
n(P)-mal

n=n(X) heiBt der Krull-Schmidt-Typ (kurz: KS-Typ) von X. Offenbar ist n(0)=0
und n(XJILY)=n(X)+n(Y). Falls M eine Klasse von Monomorphismen ist, so ist

Sub,,(X) ordnungs-isomorph zum Produkt 11-SubM(P)n(P).
: Pep

M
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In der Kategorie Mef Ist z.B. P={{}}, N.E’

"Menge X ihre Michtigkeit. ({e} ist eine beliebige einelementige Menge.)

= No und der KS-Typ einer endlichen

(2.1) Folgerung: Sei X ein Objekt von K mit KS-Typ n. Dann ist die

Automorphismen-Gruppe von X isomorph zum direkten Produkt

T sty <autm™ P
Pep

der Kranz-Produkte S(n(P))P<Aut(P)
auf {1,...,n(P)} und Aut(P) die Automorphismen-Gruppe von P. Falls die Gruppen

n(P). Hier ist S(n(P)) die symmetrische Gruppe

Aut(P) endliche Ordnungen a(P) besitzen, so ist
slo) * MAuEOeH < JEnteiratey™ e ™o o
PEP

Fur die Aquivalenzrelation ~ auf M verlangen wir neben (~1)-(~4) noch (~5)-(~6):
(~5) Aus ry~r, und s;~s, in M folgt ridls; ~ rodls, .
Die Menge der Typen T=M/~ wird dann mit der Addition
#: TXT > T, (r,s) > rls
ein kommutatives Monoid mit Nullelement 0=00. Wir nennen einen Typ t
unzer legbar, falls t#0 ist und in jeder Darstel lung T=+l++2 t,=0 oder +2=0 ist.
Sel U die Menge der unzerlegbaren Typen. Es gelte
(~6) Jeder Typ t besitzt eine Darstellung als Summe von unzerlegbaren Typen,
die eindeutig bis auf die Reihenfolge ist.
Das kommutative Monoid T ist dann frei mit Basis U, dh.

T=@nNu , += I tuwu
uey uev

Insbesondere Ist fir alle t€T die Menge {(+l,+2)erz;+]++2=+} endlich. Fir Typen
11,f2 i§f dim(f]+T2)=dim(f1)+dlm(+2), also die Dimension additiv.
Sal U' die Menge der unzerlegbaren Typen von Isomorphismen und sei U'' die Menge
der unzerlegbaren Typen von Nicht-lsomorphismen. Wegen (~2) ist

U=u"'«+ u"'

Das Standardbeispiel fiir Aquivalenz ist die lsomorphierelation auf M, die alle

Eigenschaften (~1)-(~6) besitzt. Die unzerlegbaren Typen sind die lsomorphie-

typen der unzerlegbaren Morphismen aus M.

Die hier betrachteten Strukturen K,M, sind Verallgemeinerungen der "garben-
shnlichen" Kategorien in [10],pp.150,155. Dort wurde die "Garbenbedingung" (M8)

als die Universalitdt von Coprodukten formuliert.

(S
Die kommutative Monoid-Struktur auf T induziert eine cokommutative topologische
Coalgebra-Struktur auf K =k[[T1]:
(Im folgenden verwenden wir die Terminologie von [17] und [7] fir Hopf-Algebren

und affine Gruppen-Schemata.)
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Die Comultiplikation ist

: A: k[[T)] » k[ITN®KIITI], ety » £ e<+1>6e(f
ty+t =t

2)

" dle Coelnheit ist
e: k[[T])+k, e(t)+8,
Aus der Garbenbedingung folgt die Vertr&glichkeit der Algebra- und Coalgebra-
Struktur auf k'=k[[T]].
(2.2) Satz: (vergleiche [10],pp.156)
Mit den k-Algebra-Homomorphismen A und € wird die Inzidenzalgebra k[[T]] zu

(Kronecker-Delta) .

einer cokommutativen topologischen Bialgebra. o

Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist die Multiplikativitit von A -
A(fg)=A(f)A(g) fur f,g€kl[T]) ,
die &quivalent zu folgender Eigenschaft der Schnittkoeffizienten ist:
(C) Fur Typen v,w, f‘, 2 ist )
G(vew;t,,1,) = b3 G(v;vl,vzlG(w;wl,wz) g

TP )
Vg =Ty

Vgthigey

G.C.Rota und S.A.Joni gehen in [13],p.97 von Zahlen (i1j,k) mit den Eigen-
schaften (A),(B) (siehe §1) und (C) aus und konstruieren daraus - dual zu (2.2)
- Blalgebren (vergleiche auch [14],p.69). Hier hingegen k&nnen (A),(B),(C) aus
den Axiomen an K,M,~ alligemein abgeleitet werden.
(2.3) Definition: Flir jede k-Algebra R sei Mon(T,R) die Menge der
multiplikativen Funktionen von T nach R, dh. aller f€R' mit

f(0)=1 und f(f +f )=f(+ )f(+ ) fir alle * o

2
f ist dann durch die Werte auf der Basas U von T dh. durch die Werte auf den

unzerlegbaren Typen eindeutig bestimmt:

Fur fﬁiueuf(u)u €T ist

f(y = TTenyT) |
u€uy

(2.4) §§i£i Fur je&e k-Algebra R ist Mon(T,R) ein multiplikatives Untermonoid
von R[[T]]. Der Funktor :

G: Al -Mon, R+Mon(T,R)
definiert ein k-freies affines Monoid, dessen covariante Bialgebra k[[T]] ist.

G heiBt das affine Monoid der multiplkativen Funktionen auf T. ©
(2.5) Satz: (vergleiche [9],[10]) '
G enthdlt das abgeschlossene affine Untermonoid

G': Al ~Mon, R>{f€Mon(T,R);f(u'")=0 fir alle u''€u’")
und die abgeschlossene affine Untergruppe

G'': élk49£' R+{fE€Mon(T,R);f(u")=1 fir alle u'€yu'}
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Die affine Gruppe der Einheiten von G :
E(G): Al oGr, R>{ f€Mon(T,R); f (uEE(R) fir alle u'€U'}
_(E(R) ist die Einheitengruppe von R)
ist das semidirekte Produkt des diagonalisierbaren, i.a. unend | ich-dimensionalen

Torus E(G') und des unipotenten Normalteilers G'' und ist somit trigonalisierbar.

Die Operation von E(G') auf G'' durch innere Automorphismen ist gegeben durch
Int(g) (h)(+) = ghg | (+) = %%%%%%}%% h(+)
fur geE(G')(R),heG''(R) und t€T. ©O
Der algebraisch interessante Bestandteil von G ist daher die unipotente affine
Gruppe G''. '
(2.6) Satz: G'' besitzt die Filfrierung
G''=G''(1) 2G''(2) 2G''(3) > ...
aus den abgeschlossenen affinen normalen Untergruppen
G' ' (d)(R)={f€G' '(R);f(u'")=0 fiir allé u''€U'" mit dim(u'"')<d-1}
und ist der inverse Limes der Gruppenfunktoren
G''/G''(d) , d=1,2,... . ©O
Falls es nur endlich viele unzerlegbare Typen von NichT-isomorphismen mit
Dimension kleiner als d gibt, ist G''/G''(d) endlich-dimensional, also eine

unipotente algebraische Gruppe.

Die Zeta-Funktion z:T»k,t>1 ist offenbar multiplikativ und in G''(k) enthalten.

Daher liegt auch ihre Inverse, die Mobius-Funktion u=c—l in G''(k). Fiir die

in §2 betrachteten speziellen kombinatorischen Strukturen geniigt es also,
u(u'") fir alle u''ey"!’

zu kennen, um die Msbius-Funktionen auf den geordneten Mengen der Unter- bzw.

Faktorob jekte nach (1.6) berechnen zu kdnnen.

Die Konstruktion des affinen Monoids G aus K,M,~ ist "natiirlich":

Saturierte Teilklassen M cM fihren zu Untermonoiden von G, Produkte von

Sfrukfuren 51&52,M‘XM2,~IX~2 zu Produklen von Monoiden G]XGZ.

In den kombinatorischen Anwendungen sucht man eine treue Darstellung von G

durch Endomorphismen von Potenzreihenalgebren
pg: G(R) > End(RI[z(i);i€11]) ,  REAL,

Damit kann u=;—l durch Invertieren des Automorphismus ok(c) berechﬁe+ werden.

Weiters liefert die Darstellung p erzeugende Funktionen fir Anzahlen von Unter-

bzw. Faktorob jekten:

Falls f,9€G(k) nur die Werte O oder 1 annehmen, z3hlen nach (1.3)

fg(t) = Z+]’1ZG(+;T‘,TZ)f(fI)g(fz) ; €T

gewisse Mengen von Unter- bzw. Faktorob jekten in der Kategorie K ab.
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Zum Beispiel ist fir s:X»Y aus M
Z2. -
g (s) =X

) fl’TzG(§;+],f2)

die Anzah| der Unterobjekte von Y gréBer gleich [s] bzw. die Anzahl der Faktor-
objekte von X kleiner gleich [s].

Aus pk(fg)=pk(f)opk(g) erhd |t man dann durch Anwenden auf z(i), i€l, erzeugende
Funktionen flr die Anzahlen fg(t), t€T (siehe §3 Beispiele).
P.Doubilet,G.C.Rota und R.Stanley berechnen in [8],pp.100 mithilfe einer
Potenzreihen-Darstellung der multiplikativen Funktionen auf den Typen von
Partitionen endlicher Mengen (siehe §3, Beispiel (b)) die M&bius-Funktion auf
den Partitionsverb&nden sowie erzeugende Funktionen fir die Anzahlen von

Partitionen, von zusammenh&ngenden Graphen und von Permutationen s mit sd=id.

Ob es Immer eine treue Darstellung von G durch Endomorphismen von Potenzreihen-
algebren gibt, ist mir derzeit nicht bekannt. Auf der Suche nach einer solchen
Darstellung sollte man beachten . )
(2.7) Satz: Sei k ein Korper der Charakteristik O, G'' eine unipotente affine
Gruppe und pR:G"(R)+Au+(R[[z(i);iEI]]), REAI, , eine Potenzreihen-Darstel lung
von G''. Dann operiert G''(R) auf R[[z(i);i€l]] durch topologisch unipotente

Automorphismen. o
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§3 Beispiele

In diesem Paragraphen werden Beispiele zur allgemeinen Theorie von §2 besprochen.
Wir erkldren jeweils, was die Typen €T der kombinatorischen Struktur K,M,~ sind
und geben eine treue Darstellung p des affinen Monoids G der multiplikativen
Funktionen auf T mittels Potenzreihen an. Bei den Anwendungen der Darstellung p
auf die Untersuchung der geordneten Mengen der Unter- bzw. Faktorob jekte
beschrénken wir uns meistens auf die Berechnung der Mocbius-Funktion,

gelegentlich stellen wir auch erzeugende Funktionen fir Anzahlen von Unter- bzw.
Faktorob jekten auf.

(a) Tellmengen endlicher Mengen:

Sel K die Kategorie der endlichen Mengen, M die Klasse der injektiven Abbildun-
gen und sei (sl:X1+Y1)~452:X2+Y2), falls IY1fs1(x1)I=lY2—52(X2)I ist (siehe §1,
Beispiel (c)). Da die Bi jektion T+'Nb’ S:X>Y»1Y-s(X)| sogar ein |somorphismus
von Monoiden ist, identifizieren wir T mit INO. Dann hat T die Basis U={1}=U"'",
Die Schnittkoeffizienten G(*;+],+2) sind die Binomialkoeffizienten
$10 o
t For, T falls Tty
= |
¥y ¥g
0 sonst
Bed ingung (C) nach Satz (2.2) ist somit die Vandermonde-ldentitat fiir Binomial-
koeffizienten. Fir f,g€Mon(T,R) ist
fg(1) = Z*l’TZG(I;fl,Tz)f(f])g(fz) = f(1)+g(1) ,
und daher ist G=G'' isomorph zur eindimensionalen additiven Gruppe G_ unter dem
funktoriellen |somorphismus
Fpi G(R) > (R,«) ,  REAl,
fo» f(1)

Aus Fk(§)=1 folgt Fk(u)=—1, also u(1)=u(1)+=(~1)+. Nach (1.6) kann die M&bius-
Funktion auf der Potenzmenge von Y berechnet werden als
D gl ) ) 1Z-X1 _ 1ZI-1X1
uPo+(Y)(x’Z) = u(X+Z) = uClZ-XI) = u(1) = (-1)
Eine treue Darstellung von G durch Automorphismen von Potenzreihenalgebren ist
(3.1) PR G(R) + Aut(R[[w,z]]) , REAL,

P LA
Z * z+f(l)y

Die unipotente Gruppe zur Produkt-Struktur E?,MS,~§ ist isomorph zum s-fachen
Produkt der additiven Gruppe Gj, ihre affine Algebra ist die "binomial coalgebra"
von G.C.Rota in [13],p.101.
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(b) Partitionen endlicher Mengen:

bel'ﬁ die Kategorie der endlichen Mengen, M dfe Klasse der surjektiven Abbildun-
gen und sei ~ dle lsomorphierelation auf M. Ein Faktorobjekt [s:X*Y] der end-

| ichen Menge X ist gegeben durch die Urbild-Partition {s-|(y);y€Y} von s. Daher
Ist die geordnete Menge FakforM(X) der Partitionsverband von X. Der |somorphie-
typ einer surjektiven Abbildung s:X»Y ist eindeutig bestimmt durch den (in der
Kombinatorik Gblichen) "Typt (17(1)p1(2)51(3)
Dabel ist t(n) die Zah!| der Bldécke mit n Elementen. Wir identifizieren T mit

...) der Urbild—Partifion von s.

der Menge

f(l)2+(2)3f(3)'.

{+=(1 .); t(n)#0 nur fir endlich viele n}

Die direkte Summe auf M induziert auf T dle Addition
v(l),v(2) w(l) w(2) v(i1)+w(1) v(2)+w(2)
(1 2 ..) (1 2 o) = (1 2 i

sado: g
das Nullelement von T ist (192°...). T besitzt die Basis U={(n');n=1,2,...).

FUF €T sei gew(t)=X”_  nt(n) das Gewicht von t und It1=5_

_lf(n) der Betrag
von t. Die Schnittkoeffizienten

( 1 1 n 01525005

ettt atthy) - : teT
tenran™eayent@ | gew(t)=n
z8hlen die Partitionen von {1,...,n} vom Typ +=(1T 2Ty ab und heiBen

bel Rota die Fad di Bruno-Koeffizienten (siehe [13],pp.110). Das affine Monoid G
der multiplikativen Funktionen auf T besitzt nach P.Doubilet,G.C.Rota und
R.Stanley lUber @ die treue Darstellung

(3.2) : G(R) » End(R[[z]]) ; RﬁﬁL«?

1 zn
f((n ))ETJ

PR
£ > [z > Z:;i
) t > [z » exp(z)-1]
durch Endomérﬁhismen der Potenzreihenalgebra in einer Variablen. Mit der am
Ende von §2 besprochenen Methode erhslt man daraus die Mdbius-Funktion auf den
| Partitionsverbdnden sowie die erzeugenden Funktionen fur die Bellzahlen und

die Sffrlingzahlen'Q.ArT

n n |
oo z 1y oo 2z _ (exp(z)-1)
aniB(n)ET exp(exp(z)-1)-1 und Zn=15("")ﬁT" ¥

Die affine Algebra von G nennt Rota die Fad di Bruno-Bialgebra.

(c) Darstellungen endlicher geordneter Mengen:

Sei J eine endliche geordnete Menge. Unter einer Darstellung von J verstehen wir
elne monotone Abbildung J+Pot(X), j+XJ, wobei X eine endliche Menge und Pot(X)
dle Potenzmenge von X ist. Wir schreiben dafiir (X,(XJ)). Ein Morphismus von
elner Darstellung (X,(XJ)) zu einer Darstellung (Y,(YJ)) ist eine Abbildung
s:X+Y, sodaB s(x)ierd fur alte jeu ist.
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Sei K die Kategorie der Darstellungen von J. Falls J leer ist, ist K die Kate-
gorie der endlichen Mengen. Fir eine Kette J erh&lt man die Kategorie der end-
lichen Mengen mit einer Kette von Teilmengen, flr eine Antikette die Kategorie
der endlichen Mengen mit einer Familie von Teilmengen.
Das Initialobjekt O von K ist die leere Darstellung (&, (#)), die direkte Summe
von (X, (XJ)) und (Y, (YJ)) ist die disjunkte Vereinigung (X+Y, (XJ+YJ))
Die unzerlegbaren Objekte von K sind alle (W,(WJ)), wo W nur ein Element
besitzt. Dann Ist {jeJ;WJ=W} ein Coideal von J. Ein Représenfanfensysfem der
unzer legbaren Objekte von K modulo Isomorphie ist die endliche Menge
P = {P ; C ein Coideal von J} ,

wobel P -({ },({-} fiur jec, 9 fur j4C)) und {-} eine beliebige einelemen?uqe
Menge ls+ Sel Co(J) die endliche Menge der Coideale von J. Der KS-Typ nEIN -
von (X,(XJ)) ist gegeben durch

n(Py) =4H(xEX; xex) fur jec, x¢xd fur jécy C€Co(J)
Falls z.B. J dle Antikette {1,2,3} ist, liest man den KS-Typ n€IN - aus dem

folgenden Diagramm ab.

In K erfiillen alle Morphismen die Garbenbedunqung Nach (2.1) besitzt die
Aufomorphnsmen Gruppe eines Objekts (X, (XJ)) vom KS-Typ n die Ordnung
a(n) = n! =T n(P )
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1.Fall: Sei M die Klasse der Monomorphismen von K, dh. der injektiven Abbildun-
gen s:X*Y mit s(XJ)c:YJ fur alle j€J. Die Aquivalenz ~ sei die Isomorphierelation
~auf M,
Wir identifizieren ein Unterobjekt [s:(X, (XJ))+(Y v41)1 von (v, vdy)) mit _dem
Objekt (s(X), (s(XJ))) Dann ist Sub(Y, (YJ)) die Menge aller Objekte (Z, (zJ ))
wo ZY und zJeyd fur alle jeJ ist. In Subcy,(Y))) ist

0Nz, @, falls xz und xdezd for alie jeu 1st.
Jeder unzer legbare Monomorphismus in K ist isomorph zu genau einem der Mono-
morphismen

0+PC §
Wir kénnen daher

u={(o,P o) CECOI}+{(Py,P.);B,CECO(), BC) und

T=- P N u setzen.
ueu &

(3.3) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T ist
algebraisch und besitzt die treue Darstellung

CeCo(J) oder PB+PC » B,CECo(J), B=C

Pt G(R) + End(R[[w,2(C);CECO(I)]]) . REAl,
w o+ w
f 2(C) > £00,PIw + T F(Py,Pz(B)| . @

Aus pk(u)=pk(;)“I erhdlt man die WerTe der M&bius-Funktion auf den unzerleg-

baren Typen:

-1 fir C=p
MO,PL =X o conet und M(Pg,Pe) = e ,(B,0)

Hier Ist Moo () die Msbius-Funktion auf der durch Inklusion geordneten Menge
Co(J) der Coideale von J. Nach (1.6) 158t sich daraus die Mdbius-Funktion auf
den Verb&ndén Sub(Y, (YY)) berechnen.

2.Fall: Sei M die Klasse der Epimorphismen von K, dh. der surjektiven Abbildun-
gen s:X*Y mit s(XJ)C-YJ fir alle j€J. Die Aquivalenz ~ sei wieder die Isomorphie-
relation auf M,
Wir |den+lf|zueren ein FakforobJekf [s:(X, (XJ))+(Y (YJ))] von (X, (XJ)) mit dem
obJekt ({s™'(y);yev}, (s (yriyerd 1)) von K. Dann ist Faktor(X,(xJ)) die Menge
aller Objekte (F, (FJ)), wo F eine Partition von X ist und jedes XJ von den
Blocken in FJ tiberdeckt wird. In Fakfor(X,(XJ)) ist

(F,(FJ))S(H,(HJ)) » falls F eine Verfeinerung von H ist und jeder Block

von FJ in einem Block von HJ enthalten ist.

Jeder unzerlegbare Epimorphismus in K ist isomorph zu genau einem der Epi-
morphismen

JLBn(PB)PB > PC ;
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wobel n€|N e ungleich 0, CECo(J) und n(PB)=O fir alle B ist, die nicht in C
| iegen. WIr setzen daher
U={(n, PC) O#n€ N _- CECo(J) n(PB) =0 fir alle BiC} und
- P IN_u
uey
(3.4) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T besitzt
tber @ die treue Darstellung
pg: G(R) > End(R[[z(C);CECo(N]]) ,  REAL o
n
z
f - [z2(0) » an(n,PC)HT]

n(P )

Hier ist —ﬂ z(B) und n!=ﬂBn(PB)!=a(n) . O

Durch Invertieren von op (r)=[z(C) »~ X zn/n!=ex ( z(B))-1] lassen sich die
\ Q n P pC

Werte von u auf den unzerlegbaren Typen berechnen:

|._] A .
- = i =
{( 1 (1 l).u: (J)(B,C)_ fir n |PB,I€IN,Bc:C
0

u(n,PC) - sonst

(d) ldempotente Endomorphismen auf end | ichen Mengen:

Wir betrachten folgende Kategorie K: Die Ob jekte von K sind alle Paare (X,p),
wo X eine endliche Menge und p:X>X ein idempotenter Endomorphismus ist (dh.
p2=p). Ein Morphismus von (X,p) nach (Y,q) ist eine Abbildung s:X?Y, sodaB
sp=qs gilt.

Das Initialobjekt O von K ist die leere Menge mit dem leeren Endomorphismus,
die direkte Summe (X,p)ll(Y,q) ist die disjunkte Vereinigung (X+Y,p+q). Ein
Objekt (X,p) ist unzerlegbar, falls p genau'einen'Fixpunk+ besitzt. Ein Repra-

sentantensystem der unzerlegbaren Ob jekte von K modulo |somorphie ist

=P ; n=1,2,...} , 2

n 3
wobel -die Objekte P aus der Menge Xn={1,...,n} und . i

dem idempotenten Endomorphismus pn:Xn4Xn,i+l bestehen. 4 - A

Sei M die Klasse der Monomorphismen von K, dh. der
anekTiven Morphismen, und sei ~ die Isomorphierelation auf M.
Die Unterobjekte von (Y,q) kdnnen mit den g-stabilen Teilmengen von Y identifi-
zlert werden. Dann ist die Ordnung auf Sub(Y,q) die inklusion.
Jeder unzerlegbare Monomorphismus von K ist isomorph zu genau einer der
Ink)usionen
O+Pn , NEIN oder P'—>Pn , 1,nEIN, I<n
Wir setzen daher

U={(0,P );n€ INJ+{(P ,P );1,n€ IN, I<n) und

=D W u

u€y
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(3.5) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T besitzt
Uber @ die treue Darstellung

PR G(R) ~ %nd(R[[w,zl,zz,...]]) , H m@ﬁlqg
' W w

For s » #0,p w/tn=121 + ¥
n n

n

RN
l=1f(Pl,Pn)ZI/(n ! s

-

W > w
u ->z‘+~w+z

(—1)"“'z|/(n—|)! , n=2,3,...| . o

n
% F s

(e) Invariante Aquivalenzrelationen auf Mengen unter Gruppen-Operation:

Sel A eine Gruppe und A- -Mef die Kategorie der endlichen Mengen, auf denen A von
Ilnks operiert (siehe §2, Beispiel (c)). Sei M die Klasse der Epimorphismen von
K, dh. der surjektiven A-homogenen Abbildungen. Als Aquivalenz ~ wihlen wir die
Isomorphierelation auf M.
Sel X eine endliche A-Menge. Dann operiert A auf der Potenzmenge von X durch
aZ={az;z€Z}. Eine mengentheoretische Partition von X, deren Bldcke unter der
Operation von A permutiert werden, nennen wir dquivariant, Beispiele fiir qui-
variante Partitionen sind {{x};x€X} und die kategoriellen Partitionen von X in
A-Mef, wo A die Bldcke sogar fix 1aB+. Eine dquivariante Partition m von X kann
man als A-invariante Aquivalenzrelation & auf X auffassen: Es sei XNy genau
dann, wenn x und y im gleichen Block von = liegen. Dann folgt aus xsy auch axssay
fur alle a€A. Umgekehrt liefert eine A-invariante Aquivalenzrelation auf X eine
dquivariante Partition von X in Aquivalenzklassen.
Die Menge der Faktorobjekte von X ist ordnungs-isomorph zum Verband der &qui-
varianfen Partitionen von X mit der Verfelnerungs Relation unter der Abbildung
[s:X+Y] > {s (y) yEY'}
Wir konnen daher Faktorobjekte mit dquivarianten Partitionen identifizieren. Fir
die triviale Gruppe haben wir das schon in Beispiel (b) getan.
Die explizite Berechnung des‘affinenbMonoids G der multiplikativen Funktionen
scheint fir beliebiges A schwierig zu sein. Wir beschrinken uns im folgenden auf

eine endliche abelsche Gruppe A (mit Addition +).

Sei P(A) die endliche Menge der Untergruppen von A. Ein Reprasentantensystem der
unzer legbaren Objekte von A-Mef modulo Isomorphie sind die homogenen R&ume
= {A/V; VEP(A)} i
Der KS-Typ nEINOE einer endlichen A-Menge X ist gegeben durch
n(A/V) = Anzahl der Bahnen von A auf X mit Stabilisator V , VEP(A).
Jeder unzerlegbare Epimorphismus von A-Mef ist isomorph zu genau einem der

Epimorphismen
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len(A/V)A/v > AW, a+V > asW

wobel n€lNoE ungleich O, WEP(A) und n(A/V)=0 fiir alle VEP(A) ist, die nicht in W
liegen. Wir setzen daher
U={ (n,A/W) ; O+n€ INOE,VGP(A),n(A/V)zo fiir alle V4W) und

T= D IN_u
ueuy

(3.6) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T besitzt
tiber @ die treue Darstellung

pR: G(R) ~» End (R[[z (W) ;WEP(A)]]) ,  REAl o
n
oo [20W) > Z f(n, AMWI—Z—]
n aw(n)
n(A/V)
Hier ist zn=ﬂvz(V)n(A/V) und ay, (n)=LAUT(L n(A/VIW/V) 1T :c:) n(A/V) 1

ist die Ordnung der Automorphismen-Gruppe von 1Lvn(A/V)W/V in der Kategorie
W-Mef . O ;

Durch Invertieren von p~(z) erhdlt man die Werte von u auf den unzerlegbaren

Q

s, AWy = 0 TTasnen L
p pr‘lm

Typen:
)0(p)(o(p)+2|—3)/2

falls n=IA/V mit 1EN, VoW und W/verl (7 )°(P)

p prim "p
u(n,A/W) = O sonst .
('Zp ist die zyklische Gruppe der Ordnung p.)

ist, und

Nach (1.6) kann daraus die M3bius-Funktion auf den Verbdnden der dquivarianten
Partitionen berechnet werden. Die Anzahl der A-invarianten Aquivalenzrelationen

auf einer A-Menge X vom KS-Typ n ist cz(n A/A). Aus p (cz)(z(A))=

0
=pQ(;)qu(c) (z(A)) ergibt sich die erzeugende Funktion
y
1, MR - exp(f:‘x:[ ol I "m 2(V)}-11) -1
n o W =)

(f) Wurzelwdider und Butcher-Reihen:

Ein Wurzélwald X ist ein endlicher ungerichteter Graph, dessen Zusammenhangs-

komponenten Wurzelbdume sind. Wir ordnen die Eckenmenge von X

,f
auf natirliche Weise: Eine Ecke e ist kleiner oder gleich einer
Ecke f, falls der Weg von der Wurzel w nach f lber e fiihrt.
e
Ein Unterwurzelwald von X ist ein Untergraph von X, der selbst q\v

Wurzelwald ist und dessen Wurzeln auch Wurzeln von X sind. W

Ein Morphismus von Wurzelwédldern ist eine Abbildung zwischen den Eckenmengen,
die Wurzeln, Nachbarschaft und die Ordnung erhalt.

Sei K die Kategorie der Wurzelwslder. Das Initialobjekt O ist der leere Wald,
direkte Summen bildet man durch disjunkte Vereinigung der Ecken- und Kanten-

mengen. Dle unzer legbaren Wurzelwdlder sind die Wurzelb3dume. Die Monomorphismen
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von K sind injektiv, und wir identifizieren Unterobjekte mit Unterwurzelws|dern.
‘Dann ist die eindeutige KS-Partition eines Wurzelwalds die Menge seiner
Zﬁsammenhangskomponen+en.

Sel Y ein Wurzelwald und Z ein Unterwurzelwald von Y. Den Wurzelwald Y-Z erh&|+
man, indem man aus Y alle Ecken von Z und
alle angrenzenden Kanten entfernt und als

neue Wurzeln die Ubriggebliebenen

<
.

minimalen Ecken wdhl+t.
Auf der Klasse M der Monomorphismen von K betrachten wir folgende Aquivalenz-
relation ~ : Sei (s':X]+YI)v(s :X,*Y,), falls die Wurzelwdlder YI-SI(XI) und

22 27
YZ-SZ(XZ) isomorph sind. ,
Sel P ein Représentantensystem der Isomorphieklassen von Wurzelb&umen. Das
Monoid der Typen T=M/~ ist isomorph zu INéE) unter der Abbildung .
S:X*Y -+ KS-Typ von Y-s(X)

(£ und U=P . Die Dimension eines Typs t ist die Anzahl der

Wir setzen daher T=INO—
Ecken von JLPT(P)P. Fir Typen +,+1,+2 und einen Wurzelwald Y vom KS-Typ t gibt
der Schnittkoeffizient G(f;T],TZ) laut (1.3) die Zah!l der Unterwurzelwslder
von Y mit KS-Typ Tl an, nach deren Wegnahme ein Wurzelwald vom KS-Typ fz
tbrigbleibt.

Da U' leer ist, bilden die multiplikativen Funktionen auf T eine unipotente
affine Gruppe G=G'' iiber Z. Zum Beispiel ist fir f,g€G(R)

tq(Y/) = 4 G(\v’;fl,fz)f<+])g(fz) = £(\/)+2f( ] )g(o)+f(-)g(-)2+g(*v’)
1772

Der Gruppe G( IR) begegnet man auch in der numerischen Mathematik bei der
Integration autonomer gewshnlicher Differentialgleichungen (siehe [12]):

Sei U eine,offene Tei Imenge des R™ und F:us IR™ unendlich oft differenzierbar.
Wir bgfrachfen das Anfangswert-Problem (*) y'=F(y) , y(x0)=yO

Fir PEP ist das "elementare Differential™ DF(P):U> IR" rekursiv definiert durch

DF(e)(y)=F(y) und »
(1) o QICKS ‘EI’
DF (P)(y)=F" " (y) (DF (P, ) (y), ..., DF(P,) (y))

' ?
wobel F''7ty) die I-te Ableitung von F an der Stelle y P

und Py,...,P €P (bis auf Isomorphie) die Aste von P sind. Wurzel

Fur nGINQE) sei a(n) die Ordnung der Automorphismen-Gruppe von lLPn(P)P und
mon(P) die Zah| der bi jektiven monotonen Abbi Idungen von inn(P)P nach
{1<2<...<«dim(n)}. Nach J.C.Butcher ([12],p.2) gilt fir die d-te Ableitung der
L&sung y von (*)

' (d) mon (P)

Yo Axo)r Fpep awritpazd —atEr BF(PIY,)

' o o 5o 1 , . "
Zum Beispiel ist y"(*o)=TDF(I )(y0)=f'(y0)(F(yo)). Die Taylor-Reihe von y um X5
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ist somit .
‘ 2 SO Ty montP) ey L
d=0 Y Xo'aT T Yo " “pep Ta(P) Yo dim(P)1
Formale Reihen der Form hdim(P)
yO + ZPEE f(P)DF(P)(yO)-——a—(-§')—' »

wobel f:P+ R eine beliebige Funktion ist, heiBen in [12] Butcher-Reihen. Mit
Ihrer Hilfe studieren E.Hairer und G.Wanner numerische Verfahren zur L&sung von
(*), unter anderem Runge-Kutta-Verfahren. Die Hintereinander-Ausfihrung dieser
Methoden wird dabei durch die Komposition der zugehtrigen Butcher-Reihen be-
schrieben. Die zentrale Rolle der Gruppe G( IR) in der Theorie der Butcher-Reihen
erkidrt der folgende Satz:
Fir jedes Anfangswert-Problem (*) ist durch

hdim(P)
F > Yo * Tpep =
eine Darstellung der Gruppe G( IR) gegeben. Damit kann fir beliebiges F:U> R"

12.90. f(PYDF(P)(y )

die Komposition der numerischen Verfahren beschrieben und deren Ordnung

angegeben werden.

(g) Matroide: :
Sei Matf die Kategorie der endlichen Matroide ([6],[18]).

Sei K eine Klasse endlicher Matroide mit folgenden Eigenschaffen:
(1) K ist bzgl. Isomorphie in Matf abgeschlossen.
(2) Fur jedes Matroid in K ist auch die zugehdrige kombinatorische Geometrie

in K enthalten.
(3) K-ist bzgl. direkter Summe und Zerlegung in direkte Summanden in Matf

. abgeschlossen..

(4) Reduktion und Kontraktion eines Matroids in K auf bzw. durch abgeschlossene

Teilmengen ergibt wieder ein Matroid in K.
Beispiele hierfiir sind freie Matroide, graphische Matroide, seriel l-parallele
Netzwerke und andere (siehe [13],p.137).
Sel K die volle Unterkategorie von Matf mit Objektklasse K. Sei M die Klasse
al ler Monomorphismen s:X»Y in K, deren Bild abgeschlossen ist und die X isomorph
auf dle Reduktion YIs(X) abbilden. ldentifiziert man Unterobjekte von Y aus M
mit abgeschlossenen Teilmengen von Y, so ist die geordnete Menge SubM(Y) der
geqmefrische Verband von Y. Zwei Morphismen si:Xi->-Yi aus M seien &quivalent,
falls die kombinatorischen Geometrien der Kontraktionen Yi—si(xi) isomorph sind.
Den Typen €T entsprechen hier bijektiv die Isomorphieklassen kombinatorischer
Geometrien aus K. Die multiplikativen Funktionen auf T bilden eine unipotente
affine Gruppe G=G'', deren affine Algebra G.C.Rota in [13],pp.135 eine

"hereditary bialgebra" nennt.
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(h) Teilpartitionen end!icher Mengen:

~WIr betrachten folgende Kategorie K: Die Objekfe von K seien Paare (X,w), wobei
X eine endliche Menge und = eine Partition von X (in der Kategorie der endlichen '
Mengen) ist. Ein Morphismus von (X,n):nach (Y,o0) ist eine Abbildung s:X»Y, sodaB
Jjeder Block von w in einen Block von o abgebildet wird. Natiirlich kann man K
auch als die Kategorie der endlichen Mengen mit einer Aquivalenzrelation auf-
fassen, in der die Morphismen dié dquivalenz-erhaltenden Abbildungen sind.
Das Initialobjekt von K ist die leere Menge mit der leeren Parfffion (0,0), die
direkte Summe (X,m)l (Y,0) ist die disjunkte Vereinigung (X+Y,n+g). Ein Objekt
(Z,7) ist unzerlegbar, falls t nur einen Block besitzt. Ein Représentantensystem
der unzerlegbaren Objekte von K modulo Isomorphie ist g
P={({1,...,m},{{1,...,m}}); m=1,2,...}
Der KS-Typ nGINQE) eines Objekts (X,n) gibt an, wieviele Bldécke zu m Elementen
Jeweils w besitzt. Wir kdnnen daher anstellé der KS-Typen die in der Kombina-
torik Ublichen "Typen"r(1a(1)2a(2)

Sel M die Klasse der Monomorphismen von K, dh. der injektiven Morphismen, und

...) von Partitionen ([3],p.38) verwenden.

sel ~ die Isomorphierelation auf M. Wir identifizieren ein Unterobjekt
[s:(X,m)+(Y,0)] von (Y,0) mit der Partition {s(B);BEn} von s(X). Dann ist
Sub(Y,{Y}) die Ménge aller "Teilpartitionen" von Y, dh. aller Partitionen von
Teilmengen von Y. In Sub(Y,{Y}) ist

T<T # falls jeder Block von w in einem Block von t enthalten ist
Sub(Y,{Y}) ist ein Verband und enth&lt den Partitionsverband von Y als Unter-
verband.
Der Isomorphietyp eines unzerlegbaren Monomérphismus s:(X,m)+(Y,{Y}) ist durch
dgn Typ a der Partition n und die Machtigkeit m von Y eindeutig bestimmt. Da s
injektiv i$+,'gilf lXI=gew(a)=fT=lia(i) < m=lYl. Wir setzen daher

U= {(a,m); gew(a)<m} und T=@ N.u
= o
u€u

(3.8) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T besitzt

Uber @ die treue Darstel lung

PR: G(R) ~ End(R[[w,z],zz,...]]) p REﬁL(?
W > W
o+l + " ('“ (11x Flo,m) Lo ) ™!
m =0 l) “Ca,gew(a) =1 ) Y
Hier'isf (T)‘der Binomialkoeffizient, za=ﬂT='(zi)a(') , a=(la(1)2a(2)...), und
a(a)=n°i°=1a(i)!a((i'))“"’=n‘;°=-la<a)!(i!)“") ist die Ordnung der Automorphismen-

Gruppe eines Objekts (X,m), m vom Typ a. D
Analog zu Beispiel (b), wo Partitionsverbinde endlicher Mengen betrachtet wurden,

kénnen mithilfe dieser Darstellung die Verbsinde der Teilpartitionen untersucht
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werden. Durch Invertieren von QQ(c) erhslt man die Werte der M&Sbius-Funktion auf

‘den unzerlegbaren Typen:

w190, 0 = a1, w2200, =
und flir m>2 ist lol=1
(-1 (lal=-1)! falls gew(a)=m
pla,m) =
0 falls gew(a)<m

( lal= ali) ).

©0
i=

1
Im folgenden Zshlproblem fragt man nach der Machtigkeit von Interval len:

Sel Y eine Menge mit m Elementen, X eine Teilmenge von Y und ~ eine Aquivalenz-
relation auf X. Sei a der Typ der Partition X/~. Unter einer "Erweiterung von -~
in Y" verstehen wir ein Paar (Z,), wobel X<ZcY ist und fir alle x‘,x2€X aus
X4~Xo auch X X, folgt. Den Erweiterungen von ~ in Y entsprechen bijektiv die
Tellpartitionen von Y groBer gleich X/~. Daher ist die Zah! der Erweitferungen
von ~ In Y gleich cz(a,m) und besitzt die erzeugende Funktion

a wm—gew(a)

z gz(a,m) = exp(w+exp(w+fT=]zi/i!)—1)-!

(a,m)€U ala) (m-gew(a))!

(1) Tellpartitionen endlicher Vektorrdume - ein gq-Analogon zu (h):

Sel F eln Kdrper mit q Elementen und K folgende Kategorie: Die Objekte von K
selen Paare (V,m), wobei V ein end | ich-dimensionaler F-Vektorraum und w eine
Partition von V in der Kategorie F-Vrf ist (siehe §2, Beispiel (b)). Ein
Morphismus von (V,n) nach (W,o0) ist eine lineare Abbildung s:V»W, sodaB jeder
Block von m in einen Block von o abgebildet wird.
Die initialen Objekte von K sind die einelementigen F-Vektorrédume mit der leeren
Partition ({<},0), die direkte Summe (V,m)IL(W,0) ist (VOW,n+0). Ein Objekt
(Z,1) Ist unzerlegbar, falls t nur cinen Block besitzt. Ein Représentantensystem
der unzerlegbaren Objekte von K modulo fsomorphie ist

P = (CF{F"); m=1,2,...)
Der KS-Typ.nﬁlNéE) eines Objekts (V,w) gibt an, wieviele Bldcke der Dimension m

a(l)za(2).

Jeweils m besitzt. Wir definieren den "Typ" (1 ..) von m durch

olm) = Zah| der Blécke von w der Dimension m 5 m=1,2,...

0‘(”2(1(2)...) aus der Kombina-

und verwenden anstelle der KS-Typen die "Typen" (1
torik.

Sel M die Klasse der Monomorphismen von K, dh. der injektiven Morphismen, und
sel ~ die lsomorphierelation auf M. Wie im Beispiel (h) identifizieren wir ein
Unterob jekt [s:(V,m)>(W,0)] von (W,0) mit der Partition {s(B);BEN} von s(V) in
F-Vrf. Dann ist Sub(W,{W}) die Menge aller "Teilpartitionen" von W, dh. aller
Partitionen von Unterrédumen von W in F-Vrf. In Sub(W,{w}) ist

mT<T ’ falls jeder Block von w in einem Block von T enthalten ist
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Mit dieser Ordnung ist Sub(W,{W}) ein endlicher Punktverband.

.Der Isomorphietyp eines unzerlegbaren Monomorphismus s:(V,n)>(W,{W}) ist durch
den Typ a der Partition m und die Dimension m von W eindeutig bestimmt. Da s
injektiv ist, gilt dim(V)=gew(a)=iT=]ia(i) < m=dim(W). Wir setzen daher

U= {(a,m); gew(a)<m} und T=P Nu .
- o
ueu
Der folgende Satz ist ein gq-Analogon zu (3.8).

(3.9) Satz: Das affine Monoid G der multiplikativen Funktionen auf T besitzt

iber Q die treue Darstellung

PR’ G(R) » End(R[[w,z],zz,...]]) i RQQL«D
W ow #
f -+ m m z m-1|
z > 1 (l)q (bq(l)za’gew(a)zlf(a,m>5;757-) W

Hier ist (T) der GauB-Koeffizient, der die Zahl der I-dimensionalen Unterriume
q -

von F" angibt (siehe [11],p.240). bq(l)=(q'41)(ql—q)...(q'—q'_]) ist die Ordnung

der allgemeinen |inearen Gruppe auf F'. Fir a=(]a(1)2a(2).‘-) ist

(i)

“en® (2% g aq(a)=ﬂ?zla(i)!bq(i)a ist die Ordnung der Automorphis-

& Maftey
men-Gruppe eines Objekts (V,m), m vom Typ a. o

In der Darstellung p treten endliche Euler-Reihen in unendlich vielen Variablen
auf. Mithilfe von p lassen sich - nach der am Ende von §2 skizzierten Methode -
erzeugende Funktionen fiir Anzahlen von Teilpartitionen aufstellen und die
M&bius-Funktion u€EG''( Q) berechnen. Fiir die M&bius-Funktionen auf den Verbinden
L =Sub(F", {F"}) (m=1,2,...) erhdlt man nach (1.6)

hL(m{ﬂﬁ)=-%rﬁj (q"™q") Cu (@,0F)) = -1)

m 1
Damit 188t sich folgendes Zshlproblem I&sen:
Wieviele mxm-Matrizen iiber F gibt es, die keinen Eigenwert in F besitzen ?
Die Menge aller mXﬁ—MaTrizen'Uber F bezeichnen wir mit Mm(F). Fir n,o€Lm sei
A(n)={a€Mm(F);w ist die Teilpartition von 2 in Eigenrdume von al und
B(o)={a€Mm(F);a ist auf jedem Block von o eine Skalarmultiplikation}.
Die gesuchte Zahl zq(m) ist offenbar IA(@)I.

Aus B(o)=ZoS"A(n), also |B(o)l=XOS“|A(n)I folgt durch M&bius-Inversion auf Lm

AL = £ u (@, m)IB(m)|
™ Lm
Daraus 1&Bt sich eine explizite Formel fiir zq(m) ableiten, in der iiber alle
Typen a=(1a(,)2a(2)...) mit gew(a)<m summiert wird. Als erzeugende Funktion der

zq(m) ergibt sich
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m
g -_1_ 1-q _ (¥ a7
1+ Zm lzq(m)bq(m) o (1 -q w) o= eq( q_]) /(1-w)

Kk .
i " <™ X f ¥ <o ;
Hier ist eq(x)—£k=0 I J.Ciglers q-Exponentialfunktion ([4),p.29).

2
Die Wahrscheinlichkeit zq(m)/qm , daB eine mxm-Matrix lber F keinen Eigenwert
in F besitzt, strebt fir m — o gegen

e (- —l—)q
q g-l M= 1

Zum Beisplel ist fir F={0,1} e2(~1)2 ~ 0.083 .

(1-q ™M1
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