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S 1. Fragestellung

§ 2. Wachstum

§ 3. Irrfahrten

S 4. Der Spektralradius (einer Wahrscheinlichkelt)

§5. Rekurrenz und Transienz

§6. Quotientensatze und harmonische Funktionen

§ 7. Lokale GrenzwertsStze

§8. - Ein Beispiel



2 -

S 1. Fragestellung

In diesem (sehr subjektiven) Ubersichtsartikel werden einige

Aspekte des folgenden Problemkreises studiert:

l/ntersuohe in einem unendtiohen Graphen atte Wege (eines ge-

uissen Typs)^ die von ei-ner festen Eake e ausgehen uhd deren LQnge

hSohstens gteioh n zst.

Insbesondere sollen alle solchen Wege abgezShlt und, wenn mog-

lich, diese Anzahlen fUr n-*. asymptotisch ausgewertet werden.

Das Abzahlen von alien verschiedenen Endpunkten von Wegen (mit

Anfangspunkt in einer festen Ecke e und LSnge ^ n) wird mit dem

Schlagwort "Wachstum eines Graphen" bezeichnet. Wird dagegen die

Anzahl aller Wege der Lange n mit Anfangs- und Endpunkt in einer

festen Ecke e (dividiert durch die Gesamtzahl aller Wege der Lange

n mit Anfangspunkfc in e) studiert, so spricht man von einer "Irrfahrt

auf einem Graphen".

Je regelmSfiiger ein Graph ist, umso besser werden die Ergtebnisse

sein. Und in der Tat, die meisten Resultate sind fUr Caytey-Graphen

bekannt, einiges weifi man uber Baume und eigentlich recht wenig

Uber allgemeine Graphen.

Das Worfc Gruppe bedeutet im weiteren stets eine diskrete Gruppe.

1st A c G eine Teilmenge einer Gruppe G, dann sei wie Ublich

A = {a^a^... a^ | a^ e A)
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die Menge aller Produkte (bezUglich der Gruppenoperation) von n

Elementen von A. Wir sagen, die Menge Ac G erzeugt die Gruppe G

(als Halbgruppe), wenn jedes Element von G das Produkt von Elementen

von A ist, also wenn

G = U A".
n>1

Wird die Gruppe G von der Menge A erzeugt, dann 1st der Caytey-Graph

von G (bezUglich A) wie folgt erklSrt (vgl. [6]):

Die Ecfeen sind die Elemente von G; es geht eine gerioktete

Kante mit Namen a e A von der Ecke x zur Ecke xa (fUr jede Ecke x).

Liegt auch a-' e A, dann

a . ' \. ' .

x

geht also auch eine gerichtete Kante mit Namen a-' von xa nach x.

Der CayleyGraph einer Gruppe G hSngt naturlich von der Wahl der

erzeugenden Menge A ab. Dieser Graph 1st s.ehr regelmSBig: Alle Ecken

sind gleichberechfcigt (haben den gleichen Grad) und es 1st daher

egal, welche Ecke mit e (= Gruppeneinheit) bezeichnet wird. AuBerdem

hat man in jeder Ecke die gleichen Kreise (= Relationen in der

Gruppe G).

Beispiel 1. 1: F^ = ^a, b|^ , die freie Gruppe mit zwei Erzeugenden

A = {a, b, a~1, b~1}
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^T^
^/

Allgemeiner 1st ein Caytey-Graph einer freien Gruppe F^ mit d Er-

zeugenden ein homogener Baum vom Grad d (alle Ecken haben Grad d).

7LtBezspiel 1. 2: z2 = ^a»b I ab = ba) ' di® freie abelsche Gruppe
mit zwei ErzeugendenA = {a, b, a~1, bj1}
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Da also jede diskrete Gruppe durch einen Cayley-Graphen darstell-

bar tst, konnen alle Ergebnisse fUr Gruppen sofort in Aussagen Uber

Cayley-Graphen ubersetzt werden.

Noch einlge Bezeichnungen:

#(M) = Kardinalzahl der Menge M

W(E) = Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E

]N_ = ]N u {0}= {0, 1, 2, 3,...)
0
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$ 2. Wachstum

Wir beginnen mit Gruppen (Cayley-Graphen).

Wird die Gruppe G von A c G erzeugt (als Halbgruppe), so k6nnen

die Worte Uber dem Alphabet A (=Gruppenelemente) mit Hilfe der
t.

Rechenregeln in der Gruppe (z. B. aa~ = e, Relationen in G) reduziert

werden.

Wird G von der endliohen Menge A erzeugt, so setzen wir ([35])

^(n) = // (Au A2u ... u A")
= # der verschiedenen Elemente in G, die sich als Produkt

von hochstens n Elementen von A schreiben lassen

= # der verschiedenen Endpunkte von Wegen einer LSnge < n

im Caytey-Graphen van G (bezUglich A), wobeialle diese

Wege in e (= Gruppeneinheit) starfcen.

Wenn fUr alle n e ]N gilt:

C1 nk ^ <rA(n) ^ C2 nk (c^, c^ > 0; k fest),

s.o sagen win, die Gruppe G hat polynomiales Wachstum vom Grad k.

Wenn , fUr alle n e IS gilt:

f^n) ^ c . d
n (c >0, d > 1),

so sagen wir, die Gruppe G hat exponentielles Wachstum.

Sind A, B zwei endliche Mengen, die beide die Gruppe G erzeugen,

so gilt

A u A2 u... u A"£ Bu B2u ... u Bn'm,

also Yn(n) < -yoCn. m) fur eine geeignete naturliche Zahl m und alle
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n e K. Die Begriffe polynomiales bzw. exponentielles Wachstum sind

daher wirklich Eigenschaffcen der GruppeG und hSngen nicht van der

Wahl der erzeugenden Menge ab.

Betrachten wir wieder unsere belden Beispiele:

F2'Beispiel 2. 1: G = F^, A = {a ,b , a~1 , b~1)

Dann 1st

-r«(n) = 1 +4 + ^t. 3 +
. \ '.2

(von e, A, A" ,

.. + ^. 3n-1> 3".
I

An:
* * >

also hat F^ (allgemeiner: jede freieGruppe mit mindestens 2 Erzeugen
den) exponentielles Wachstum.

BeispieZ 2. 2: G = 2Z2, A = {a, b, a~1, b~ }.

Dann 1st

T (n) = 2n(n+1) + 1 = 2n"+2n+ 1,

also hat 7L<~ (allgemeiner: Zu) polynomiales Wachstum vom Grad 2 (d)

Bere. chnung von T^(n):

Die Berechnung von '»'^(n) 1st im allgemeinen (selbst bei sehr
einfachen Gruppen) recht muhsam. In vielen Fallen fUhrt folgende

Methode zum Ziel:

Die Gruppe G wird erzeugt (als Halbgruppe) von der endlichen

Menge A. Wir ordnen die Elemente van A (irgendwie) und k6nnen dann

in Caytey-Graphen van G bezUglich A zu jeder Ecke den kUrzesten und
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*lm Sinne dieser Ordnung lexikographisch ersten Weg von e aus ein-

zeichnen. Das ergibt einen spannenden Baum fUr den Cayley-Graphen,

Dieser spannende Baum ist oft "periodisch" (das, was in der NShe von

e passiert, wiederholt sich weiter weg) und kann in diesem Fall

durch einen endlichen, gerichteten Graphen r ersetzt werden. (In r

sind die Kanten gerichtet und tragen Namen a e A).

Es gilt dann:

T. (n) = # der verschiedenen Wege einer LSnge< n von e aus

im'i spannenden Baum

= # der verschiedenen W'ege einer LSnge < n von e aus in r

Da r ehdlich 1st, ergibt sich sofort, dafi die erzeugende Funktion

5(X)^ TA<"'-n - ^T
eine rationale Funktion isfc. Ein Studium der Nullstellen des Nenners

liefert dann entweder exponentielles Wachstum oder polynomiales

Wachstum vom Grad k (mit k e W_). Eine formalisierte, algorithmische

Version dieser Methode findetsich in [22].

Ein einfaches Beispiel soil die Methode illustrieren. Sei

G = 2Z2, A = {a, b, a~1, b~1}. Wir ordnen A wie folgt:

_1
a < a-' < b < b '.

Der daraus resultierende spannende Baum ist im Graphen mit doppelten
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a-1b-1 II b-1

r:

a

Linien eingezeichnet. Dieser Baum 1st auf folgende Weise "periodisch":

Von der Ecke a" (a-J,... ) geht es genau so welter wie van der Ecke a,

van den Ec ken a~'b(a~'"b,... ) oder a b (a'~ b,... ) geht es genau so

weiter wie von der Ecke b, usw. Diese ganzen Informationen sind im

endlichen Graphen r enthalten und die Wege der LSnge n, die in e

starfcen, entsprechen sich im spannenden Baum und in r umkehrbar ein-

deutig. Nach einigen Rechnungen mit der Adjazenzmatrix von r ergibt

sich

, ^ ^(n)^n - il±z2
n>0 (1-z)3 r>0

^ (2n2 +2n + 1) z".

Leider ist es nicht immer so, dafi sich auf diese Weise ein end-

llcher Graph r und somit eine rationale erzeugende Funktion ergibt.

Das kann gar nicht so sein, denn eine rationale erzeugende Funktion

bewirkt, daB die Gruppe ein losbares Wortproblem hat; bekanntlich gibt

es aber endlich erzeugte (sogar endlich prasentierbare) Gruppen mit

unlosbarem Wortproblem. Es stellt sich also das
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ppobtem: Welche Gruppen (und welche erzeugenden Mengen) liefern

schliefilich einen endlichen Graphen T ?

(Das gilt z. B. fUr die euklidischen und nichteuklidischen Be-

wegungsgruppen der Kbene, siehe [46])

Berechnet man fUr verschiedene (mehr oder weniger bekannte) Gruppen

ihr Wachstum, so erweist sich das stets (fast', s. U. ) als exponentiell

oder polynomial von einem Grad k (mit k e 3N ). Das fiihrt zur

Frage: Hat jede endlich erzeugte Gruppe exponentielles oder poly-

nomiales (mit Grad k e 3N_) Wachstum?

Die Antwort darauf 1st jedenfalls J'a fUr grofie Klassen diskreter

Gruppen, insbesondere fUr die Klasse der linearen Gruppen ([42]).

DarUber hinaus weiB man, da6 alle abelschen und nilpotenten Gruppen

polynomiales Wachstum haben und daB jede auflosbare Gruppe entweder

exponentielles oder polynomiales Wachstum hat; das letztere ist genau

dann der Fall, wenn es eine nilpotente Untergruppe von endlichem

Index gibt ([273, [52])..

Gromov ([25]) zeigte sogar, daft der letzte Satz auch ohne die Vor-

aussetzung auflosbar stimmt: Eine Gruppe hat genau dann polynomiales

Wachstum, wenn. sie eine nilpotente Untergruppe von endlichem Index

besitzt.

Die Antwort auf obige Frage 1st allerdings nicht immer ja, und

das 1st sehr uberraschend.

Grigorohuk [26] hat 1983 ein kompliziertes Beispiel einer Gruppe

(das hangt mit der Konstruktion periodischer Gruppen von Adjan - Nov-i.kov
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zusammen) angegeben, wo das Wachstum weder polynomial noch exponentiell

1st, sondern dazwischen liegt.

Kehren wir wieder zu unsererFunktion -y, (n) zurUck. Da jedes Pro-

dukfc von hOchstens m+n Elementen van A aufgefaBt werden kann als

Produkt zweier kUrzerer Worte (eines hat LSnge < m, das andere < n)

fiber A, so gilt

Y^(m+n) ^-y^(m) ^(n).

.r, (n) ist daher submultiplikativ und es existiert somit folgender

Grenzwert:

1/n
lim (Tfl(n))l/u = -rA '(> D.
n-» n n -

Jeder endlich erzeugten Gruppe G kann man die Menge M(G) dieser

Limiten zuordnen:

M(G) = {TA I A endlich, A erzeugt G }.

Welche Eigenschaften hat diese Menge M(G)? DarUber ist fast nichts

bekannt. Es 1st leicht zu sehen, dafi

sup M(G) = 1 oder »> ;

wenn inf M(G) > 1, dann hat G exponentielles Wachstum. Was gilt,

wenn inf M(G) = 1? Nicht einmal im vielleicht einfachsten, nicht-

fcrivialen Fall, wo G = F^ 1st, kennt man M(Fg). Jedenfalls gilt

inf M(F^) ^ 1 + ^T?;
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die Zahl 1 + TTerhSlt man fUr A = {a, b, a~1b~1}; wahrscheinlich
hat man Gleichheit.

Urn das Wachstum eines Graphen zu studieren, kann man zunSchst

Shnlich vorgehen wie bei Gruppen; es ergeben sich aber Schwierigkeiten,

WShlen wir eine feste Ecke e, so sei

<y(n, e) = f der verschiedenen Endpunkte von Wegen im Graphen, die

in e starten und eine LSnge < n haben.

Diese Zahl -y(n, e) hangt dann i. a. van der Ecke e ab; des weiteren

braubht (-r(n, e))
1/n

fUr n - <» nicht zu konvergieren.

Man kann wie bei Gruppen exponentielles bzw. polynomiales

Wachstum vom Grad k definieren; diese Begriffe sind unabhangig von

der Wahl von e.

§ 3. Irrfahrten

Wir betrachten zunachst wieder Gruppen.

Wird die Gruppe G von der endliohen Menge A (als Halbgruppe)

erzeugt, so bilden wir wieder A", die Menge aller Produkte von n

Elementen von A, und reduzieren diese Produkte mit Hilfe der Rechen.

regeln in der Gruppe. 1st x e G, so setzen wir ([12])

A^(x) . # Wie oft x e A"

# der verschiedenen Darstellungen von x als Produkt van

n Elementen von A

# der verschiedenen Wege der Lange n im Cayley-Graphen

von G bezUglich A, die von e nach x fuhren.
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Betrachten wir zunachst wieder unsere beiden Beispiele,

-1 . -1Beispiel 3. 1:G = 7Z. <!, A = {a, b, a~ ' , b~') , x = e.

Dann 1st

A2n<. 1(e> - °-

Ao. (e) -. (2n)2 ^ . c
l2nN " 

- 
' 

n 
' 

("-.«)

16"
n

(c > 0)

und wegen ff(A) = 4 erhalten wir

A9n(e) . 1
^^ c. ^.

(<((A))2n (n-») "

Beispiet 3. 2f G = F^, A = (a, b , a~ , b~1) , x = e.
Dann 1st ([11])

-1 . -1

A^, (e) = 0,

^(e) -6"(1-<^(^)1T(2^))^
12"

. n37?
(00)

und wegen ff(A) = 4 erhalten wird

A^(e)
(#(A))2n (n-»)

c .
(3/4)t
JTT

n

n

Es 1st klar, daB

An<x> # wie oft x e A
n

(#(A))n # aller Elemenfce von A
n

# alter Wege der LSnge n von e-»x

# aller Wege der LSnge n von e weg

= elem. Wahrscheinlichkeit, daB x e A
n 'W(x c A")
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Wir wollen nun diese Wahrscheinlichkeiten genauer untersuchen. Schon

bei den beiden Beispielen zeigt sich ein wichtiger Unterschied:

WShrend diese Wahrscheinlichkeiten fUr n - «> stets gegen 0 konver-

gieren (s. u. ), ist diese Konvergenz bei F^ sehr rasch (geometrisch),

bei 7L" aber recht langsam.

Es erweist sich als bequem, das Problem etwas zu verallgemeinern

und "beliebige" Wahrscheinlichkeiten zuzulassen. ZunSchst einige

Begriffe:

Eine Wahrscheinlichkeit p auf G 1st eine Funktion

p : G - ffi

mit p(g) > 0, I p(g) = 1.
geG

Der Trager einer Wahrscheinlichkeit p 1st die Menge

Tr(p) = (x e G j p(x) > 0}.

Die Fattung zweier Wahrscheinlichkeiten p, q ist erklSrt durch

. P . q(x) = I p(x^) q(x^).

Es 1st dann auch p « q eine Wahrscheinlichkeit auf G und

Tr(p»q) = Tr(p) . Tr(q).

Die Faltungspotemeneiner Wahrscheinlichkeit p sind gegeben durch

p° = 6^. p1 = p, pn = Pn-1»P.
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Es 1st dann p" wieder eine Wahrscheinlichkeit und

Tr(pn) = (Tr(p))n.

Wir betrachten folgenden Spezialfall: Die Gruppe G wird von der

endlichen Menge A erzeugt und die Wahrscheinlichkeit p ist die

Gleichverteilung auf A, d. h.

p(x) = {
1 fUr x e A

jm

0 fUr x ^ A.

Dann wird

Pn(x) = p"-1 » p(x) = 

^ 

£ pn-1(x, )p(x2) = T^y 
" 

J_y1 (x1)=

x^eA

^-. E ' An(x)
(#(A))n ' x^.. x^=x (^(A))"'

x^eA

und gerade diesen Ausdruck wollen wir studieren. Also lautet unsere

Aufgabe: Studiere fUr eine Wahrscheinlichkeit p auf G die Grofie

in np"(x) . W(e g^t^en . x)

fUr xeG, n e U. Setzt man A = Tr(p), so bedeutet also p' (x) die

Wahrscheinlichkeit, im Cayley-Graplnen von G bezUglich A von der Ecke

e zur Ecke x in n Schritten zu gelangen, wobei die Kante a(e A) mit der

Wahrscheinlichkeit p(a) gewahlt wird. So etwas wird Ublicherweise als

Irrfahrt auf einer Grupp^e (bzw. auf einem Caytey-Graphen) bezeichnet.
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Das 1st natUrlich nur von Interesse, wenn der Cdytey-Graph zusammen-
»

hSngend 1st, wenn also A die Gruppe G (als Halbgruppe) erzeugt. In

diesem Fall werden wir die Wahrscheinlichkeit p irreduzibel nennen.

,2
Beispiet , 3. 3: Sei G = Z£ ynd p eine Wahrscheinlichkeit auf Z'

mit Tr(p) = A = {a, b, a~1, b~1}. Die

P(b) ^

PCa"1)

P(a)

p(b-1)

typlsche Ecke

4 A <!> <l -^-

-o-o-o

0-<

^F-?-?

0-

r

Irrfahrt auf Z2 verhalt sich in jeder Ecke gleich. Man geht(in jeder

Ecke)'mit Wahrscheinlichkeit p(a) nach rechts, p(b) nach oben usw.

Wir betrachtfen jetzt Graphen: Diese sollen immer lokal endlich und

zusammenhangend sein. Bei der (einfachen) Irrfahrt auf einem Graphen

(wir Werden nur diesen Fall betrachten) wandert man in einem Schritt

von einer Ecke zu einer Nachbarecke, wobei in jeder Ecke Gleichver-

teilung vorliegt. Die Obergangswahrscheinlichkeiten sind also gegeben

durch

-?-^, wenn x, y Nachbarecken

0 sonst,
p(x, y) =
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. wo d(x) = Grad der Eoke x. Die BeschrSnkung auf einfache Irrfahrten

1st naheliegend, denn dadurch werden verschieden Eigenschaften des

Graphen durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten gut beschrieben. Wir
stellen dann wieder die Aufgabe: Studiere

W(e in_n. ^- ) x) = pn(e, x) = I P(e, y) pn-1(y, x)
Schritten y=Ecke

fUr e, x = Ecken des Graphen, n e K.

Urn die Bezeichnung zu vereinheitlichen, schreiben wir auch bei

Irrfahrten auf einer Gruppe G:

n,.. -1.p"(x, y) = p"(x-'y) (x, y eG, n e K)

Weiters nennen wir die Obergangswahrscheinlichkeit p (einer Irrfahrt

auf einem Graphen oder auf einer Gruppe) irreduzibel, wenn man von

jeder Ecke zu jeder anderen mit positiver Wahrscheinlichkeit gelangen

kann, d. h. wenn gilt:

V Ecken x, y 3 n E W: pn(x, y) > 0.

Bedeutet fUr eine feste Eckee

d = ggT {n | p"(e, e) > 0} ,

so heifit p apenodtsch, wenn d = 1 gilt. Insbesondere haben wir also;

p ist irreduzibel ̂ > V Ecken x, y 3 n^(x, y) e ]N:

und aperiodisoh Pn(x, y) > 0 fUr alle n ^ n^(x, y).
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Wir werden im weiteren stets p als irreduzibel voraussetzen:

Und das 1st ganz natUrlich, denn Uber Ec ken, zu denen man Uberhaupt

nicht hingelangen kann, lassen sich ja auch keine Aussagen machen

(jedenfalls nicht mit Hilfe van p). DieAperiodizitat istoftbequem

(und ISBt sich erreichen, indem man p als Ubergangswahrscheinlichkeit

fUr einen Schritt wShlt; das Sndert allerdings i. a. den Graphen!).

$ 4. Der Spektralradius (einer Wahrscheinlichkeit)

WIr betrachteneine Irrfahrt auf einem Graphen (oder auf einer

Gruppe) mit Ubergangswahrscheinlichkeit p. Die Zahl

o, = lim sup (p"(x, y))1/n (x, y = Ecken)
n - "

heifit Spektralradius von p (bzw.. der Irrfahrt). Es ist natUrlich stets

°pl1.
FUr irreduzibles p gilt o^ > 0 und nach [32] 1st o^ unabhSngig

von den Ecken x und y. o^ 1st ein grobes MaB fUr die Anzahl der

Kreise im Graphen: 1st o^ groB, dann ist pn(x, y) grofi, es gibt also

viele Wege von x nach y, der Graph enthSlt somit viele Kreise. 1st p

irreduzib^I und aperiodisch, dann gilt sogar ([21])

lln P":'(x>y> e.. -^
n-» p"(x,y) p

(x, y = Ecken);

das bedeutefc, daB sich die Folge p"(x, y) (n = 1, 2, 3,... ) recht regel-

mSBig verhSlt.
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Einige weitere Ergebnisse sind:

[30]: G = Gruppe, p irreduzibel. Aus a^ = 1 folgt, dafi G mittelbar

(amenable) ist. 1st G mifctelbar und p symmetrisch (p(x) = p(x''1 )),

dann gilt: o^ = 1.

[1] ; G = Gruppe, p irreduzibel und symmetrisch. Aus o^ < 1 folgt,

daft G exponenfcielles Wachstum hat.

P.21]: G = zusammenhangender Graph mit beschrSnktem Eckengrad. Aus

o^ < 1 folgt, da6 G exponentielles Wachstum hat. Die Umkehrung davon

gilt nicht.

Wir nennen

1

den Konvergenzradi-us der Irrfahrt and fUhren erzeugende Funktionen ein;

n>

G^ ,. (z> = I P"(x, y) z" (x, y = Ecken).
>Jr n=0

Nach den vorhin Gesagten haben alle diese Reihen den gleichen Konver-

genzradiys r^ > 1 (unabhSngig von x, y fUr irreduzibles p). G^. ,, (1)
p- ^-*- . - x»

ISfit. sich deuten als Erwartungswert, wie oft die Irrfahrt bei Start in

x die Ecke y besucht. Nach [9] bzw. 1^5] existieren die Grenzwerte

lim p"(x, y) und lim r" p"(x, y);
n-a> n-m

dlese sind von x, y unabhangig und endlich. Wie ublich nennen wir die

Irrfahrt (alle Bedingungen sind von x, y unabhSngig und es genUgt,

daft sie fur ein Eckenpaar x, y erfUllt sind)
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r - poeitzv rekurrent^ wenn lim r^ pn(x, y) > 0, Gx. v^rD^ s "

r^ - null rekurrent, wenn lim r" p (x, y) = 0, G^ ,, (r^) = «
n- ^ "^'

r - transient wenn G^ y(rp) < BB .

Im Falle r_ = 1 sagt man nur positiv (null) rekurrenfc bzw. transient

FUr r_ > 1 1st die Irrfahrt stets transient*
p

Beispiet 4. 1: G = 7Z'~, p = Glelchverteilung auf {a, b, a~', b~'}.

Dann 1st nach deni in § 3 Gesagten

''n= 1» G^ ^(1) = » , lim p"(e, e) = 0,
P ' e, e- . ^ ' ^^

also 1st die Irrfahrt auf 7LC~ 

mit Ubergangswahrscheinlichkeit p null

rekurrent.

Beispiel 4. 2: G = F^, p = Gleichverteilung auf {a, b, a~', b~'}.
Dann 1st nach dem In § 3 Gesagten

fp-^- Ge, e^'<-.
also 1st .die Irrfahrt auf F^ mit Ubergangswahrscheinlichkeit p
t(
r-transient.

§ 5. Rekurrenz und Transienz

Eine Gruppe G heifit rekurrent, wenn es eine irreduzible Wahrschein

lichkeit p gibt, die eine rekurrente Irrfahrt auf G induziert (d. h.

X P"(x, y) = » ).
n
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Ein Graph r heifit rekurrent, wenn die einfache Irrfahrfcauf r

rekurrent 1st.

Ganz analog sind die Begriffsbildungen fUr positiv rekurrent,

r^-rekurrent bzw. r^-positiv rekurrent.

Eine Gruppe (Graph) heiBt transienfc, wenn sie (er) nicht rekurrent

1st,

Eln Graph 1st also rekurrent, wenn die (einfache) Irrfahrt mit

Sicherheit mindesfcens einmal ( <c> unendlich oft) wieder zum Start-

punkt zurUckkehrfc, wenn es somit viele Wege von e nach e (= beliebige

Ecke) gibt, wenn der Graph also viele Kreise enthSlt.

Beispiel 4. 1 zeigt,, da6 7L'~ eine rekurrente Gruppe ist, F^

dagegen(nicht mittelbar) ist transient (s. u. ).

Wichfcige Ergebnisse sind:

C33; Jede rekurrente Gruppe ist mittelbar.

[28]: Eine Gruppe ist genau dann r^-rekurrent, wenn sie rekurrent

1st

t10], [36]: Keine unendliche Gruppe ist positiv rekurrent. Daraus

ergibt sich darin nach den Definitionen in § 4 sofort:

lim p (x, y) = 0 fUr alle x, y e G,
n-B

wo G eine beliebige unendliche Gruppe und p eine beliebige irreduzible

Wahrscheinlichkeit auf G ist.
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[16], [48]: Keine unendliche Gruppe ist r -positiv rekurrent.
Das prSzisierfc das vorige Ergebnis und hat nach Definition von r -,
positiv rekurrent zur Folge:

lim r" p"(x, y) = 0
n-»

fUr alle x, y e G,

wo G eine beliebige unendliche Gruppe und p eine beliebige irreduzible

Wahrscheinlichkeit auf G 1st. Auf Grund der Definition von rp(°p)
folgt, dafi r^ gerade der (richtige) exponentielle Anteil 1st und es

erhebt sich die Frage, wie rasch r" p"(x, y) gegen Null konvergiert;

mehr dariiber in § 7. . ~

['. 21 ]: Kein unendlicher Graph 1st positiv rekurrent; aber es gibfc

r-positiv rekurrente Graphen fUr gewisse (oder alle ?) r > 1. Ein

Beispiel dazu kommt in § 8. Auf Grund der Definition in § 4 folgt:

lim pn(x, y) = 0
n-»co

fiir alle Ecken x,y

eines beliebigen unendlichen, lokal endlichen, zusammenhangenden Graphen

Eine graphentheoretische Charakterisierung r-positiv rekurrenter Graphen

wSre sehr interessant, scheinfc aber schwierig zu sein.

Auch eine C'harakierisierung rekurrenter Gruppenist bis heute noch

nicht restlos gelungen. Uber einen Zusammenhnag mit dem Wachstum ist

die Rede in folgender

Vermutung von Kesten ([31]); Jede endlich erzeugte rekurrente

Gruppe hat nichtexponentielles Wachstum (scharfer: hat. polynomiales

Wachstum mit einem Grad < 2).
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Die verschSrfte Vermutung konnte bewiesen werden fiir

- die Klasse der zusammenhSngenden Liegruppen ([4]),

- die Klasse der (diskreten) auifLosbaren Gruppen ([44])

- die Klasse der (diskreten)Gruppen von polynomialem Wachsfcum

(t433 und C25]).

1st 'y(n) eine Wachstumsfunktion der endlich erzeugten Gruppe G

(slehe § 2), dann gilt nach [433:

Ist X TT^T = <B> so 1st G rekurrent. Die Umkehrung dieser Aussage
n?1 T^n;

hSngt mit der Vermutung von Kesten zusammen und wurde in einigen

wlchtigen Spezialfallen bewiesen.

Noch weit weniger zufriedenstellend ist die Situation bei Graphen.

Es gibt zwar eine Charakteriszevuhg rekurrenter Grwphen (. 137], CBJI<J), aber-

es werden dabei nicht nur einfache Irrfahrten betrachtet und auBer-

dem 1st sie nicht rein graphentheoretisch. Eine Spezialisierung einer

Richtung auf unsere Situation lautet (bei der Umkehrung ist der Zusam-

menhang mit einfachen Irrfahrten nicht klar):

. FUr einen lokal endlichen Graphen r mit Eckenmenge V sei

aiJ.
1, wenn i, j

0 sonst

Nachbarn

(i, J, e V).

Wir setzen voraus:

1) Es gibt eine Partition (V^, V^,... ) der Eckenmenge:
u>

V . U V,
k=0

2) 1st i e V^; a > 0, dann gilt j e V^^ u V,̂  u V^^



24 -

Wenn

£ ( J a^)
k^l -ieV^ U

-1

.ltvk
dann 1st die einfache Irrfahrt auf T rekurrent.

Naiverweise konnen wir diese Aussage so anwenden:

r:

Wir wShlen im Graphen r eine feste Ecke e und setzen V^ = (e),
y,. = alle Ecken, die van e die Entfernung k haben. Dann 1st filr

die Rekurrenz der einfachen Irrfahrt auf r entscheidend, wieviele

Kanten von V^. _^ nach V^. fuhren. Kanten, die zwei Ecken von V^ ver-

blnden, spielen keine Rolle. Man sollte wahrscheinlich Graphen unter

diesem Gesichtspunkt ("Kantenuachstum ") studieren.

Schliefilich sei noch auf die alte Arbeit von Polya ([38]) hinge-

wiesen: Die Gruppe 2Z der Gitterpunkte im 3R ist rekurrent fur



25 -

k = 1, 2 und transient fUr k >3 (siehe auch [2(OJ). Oberraschend hin-
](

gegen 1st folgende Tatsache: Identifiziert man die Elemente van 7L

mit jenen Punkten des ffi", die in einem kartesischen Koordinatensysfcem

k = 2 : k = 3 :

ganzzahlige Koordinaten haben, so verbinden wir (0, 0,..., 0) mit

(a^, a^,..., a^) durch den Weg

(0, 0,..., 0) -« (a^, 0,.. <, 0) -< (a^, a^, 0,..., 0) -* ... -» (a^, a^,..., a^).

Das ergibt einen spannenden Baum B^ fur Z'". Alle diese BSume B^

(k = 1, 2,... ) sind rekurrenfc. Daraus sieht man auch, dafi die verscharffce

Vermutung von Kesten fur Baume (Graphen) nicht mehrrichtig ist, denn
]f

die Baume B,, haben polynomiales Wachstum von Grad k wie ZZ".

Frage: Sind alle spannenden Baume von ZZ (k = 1, 2,... ) rekurrenfc?
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§ 6. Quotientensatze und harmonische Funktionen

Es geht urn folgende Problemstellung:

Wann existiert der Grenzwert

n

Urn P:<e'x>
n-»" p"( e , e)

(e, x = Ec ken)

und, wenn er existiert, welche Funktion wird dadurch festgelegt? Er-

gebnisse dazu sind fast nur fur den Fall von Gruppen bekannt. Unter

der Annahme, daft fur eine Wahrscheinlichkeit p auf einer Gruppe

n

lim P_(e'x) existiert, = h(x)
n- p (e , e)

erhalten wir:

n

p » h(x) = p « lim p"(x) wenn lim

(x e G),

Pn+1(x)
n-*«> pn (e) erlaubt n p (e)

. li« P::;(x; li« P",;'<e)=^h(x)
n-» p"+1(e) n-» p"(e) p

Es scheint also ein Studium der Faltungsgleichung

p « h = oh

fUr diese Fragestellung wichtig zu sein (und es ist auch so). Losungs-

funktionen h nennt man meist o_ - harmonisch (in Analogie zur

Po^sson'schen Integralformel fUr Funktionen, die im klassischen Fall

harmonisch sind: Der Wert so einer Funktion in einem Punkt x (der

Ebene) 1st festgelegt durch die Funktionswerte in den Randpunkten

einer Kreisscheibe urn x. Bei uns 1st
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o^h(x) = p»h(x) = ^ p(x, y) h(y);
y

das heifit, h(x) 1st festgelegt durch jene Funktionswerte h(y), f(ir

die p(x, y) > 0 1st, also durch die Funktionswerte in jenen Ecken,

die van x den Abstand 1 haben).

Elne wichtige Methode zum Sfcudium dieses Quotientenlimes ist

die folgende: Man zeigt, dafi die Falfcungsgleichung p»h = o^ h

genau eine (positive) Losung h mit h(e) = 1 hat und kann dann schon

folgern, daB der Grenzwert

lim P_(e'x) existiert = h(x)
n-*" p (e, e)

fUr alle x e G 1st.

Einige wichtige Ergebnisse sind:

[lt1]: FUr eine abelsche Gruppe G und eine auf G irreduzible,

aperiodische Wahrscheinlichkeit p gilt:

lim P^(x) existiert = 1
n-*eo pn(e)

fUr alle x e G.

[2]: 1st G eine mittelbare Gruppe und p eine irreduzible,

aperiodische und symmetrische Wahrscheinlichkeit auf G (=^ o^ = 1 ^ »

dann gilt:

lim p"(x)
.

n,
existiert = 1 fUr alle x e G.

n^a> p"(e)

Weitere Ergebnisse und Verallgemeinerungen finden sich in [14],

[18], [293, [333. Insbesondere existiert der in Rede stehenden Quo-
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tientenlimes stets fUr rekurrente Wahrscheinlichkeiten p und hat dann

den Wert 1 (vgl. z. B. [2t0]); das gilt auch fUr Graphen und zelgt

wiederum die Bedeutung rekurrenter Wahrscheinlichkeiten. Allerdings

1st die Voraussefczung der Rekurrenz nur hinreichend, keinesfalls

aber notwendig.

Auf Grund der obigen Ausfuhrungen erscheint es naheliegend,

harmonische Funkfcionen auf Graphen zu studieren, wobei wir sagen:

Eine Funktion h heiBit harmonisoh auf dem (lokal endlichen) Graphen

F, wenn der Funktionswert in jeder Ecke das arithmetische Mitfcel der

Funktionswerte in den Nachbarecken 1st, also

h(x) = 1

dTT; I h(y)
y=Nachbar

zu x

fUr alle Ecken x

(d(x) = Grad der Ecke x) gilt. Ein Zusammenhang zwischen der Existenz

nichtkonstanter und beschrankter harmonischer Funktionen mit dem

Wachstum des Graphen findet sich in [24]. Das ist ein Anfang, aller-

dings bleibt hier noch viel zu tun Ubrig.

§ 7. Lokale Grenzwertsatze

Nach den in § 5 erwahnten Ergebnissen gilt fUr Irrfahrten auf

unendlichen Gruppen und auch Graphen stets:

lim p"(x, y) = 0
n-«°

fUr alle Ecken x, y.

Das soil nun genauer untersucht werden, namlich wie schnell die n-te
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Ubergangswahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert.

Bel Gruppen gilt sogar genauer (§ 5):

lim r" p"(x, y) = 0
n--

fUr alle x,y

und r" 1st gerade der richtige exponenfcielle Anteil von pn(x, y),

da ja nach Definition r^ = lim sup (pn(x, y) . Urn das genaue
n

asympfcotische Verhalten van pn(x, y) fur n - . zu finden, sind viel

felnereMethoden notwendig: Harmonische Analyse (Fouriertransformation)

oder kombinatorische Hilfsmittel (asymptotische Methoden). Einige

typische Ergebnisse sind (wlr setzen p = aperiodisch nur zur einfacheren

Formulierung voraus; die Ergebnisse sind aber allgemeiner gUltig):

D23], C40]: 1st G = Zu und p eine irreduzible, aperiodische Wahr-

scheinlichkeit, dann gilt

P"(x, y)
(n-<»)

c(x, y) o^ n-d/2.

wo c(x, y) eine von n unabhSngige Konstante ist.

t13], [17J, [19J, [393, [49]: 1st G = F^ eine freie Gruppe mit
d(> 2) Erzeugenden und p eine irreduzible, aperiodische Wahrschein-

lichkeit (die isotrop oder ayf den Erzeugenden konzentriert 1st;

diese weitere Vbrausset. zung ist beweistechnisch bedingt und wahr-

scheinlich nicht nptwendig), dann gilt:

P"(x, y) .n
c(x, y) o'^ ^-3/2

(n-. ») '" p " ~ '

wo c(x, y) eine von n unabhangige Konstante ist. Genau das gleiche Er-
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gebnis ergibt sich auch fur Gruppen mit "einfachen" Relationen (zB.

a"' = b~ usw. ) oder fur freie Produkte endlicher

und weitere Ergebnisse siehe [7J, [8], [50].

a"' = b~ usw. ) oder fur freie Produkte endlicher Gruppen. FUr diese

Diese Resultate fuhren zu der folgenden

Vermutung; Zu jeder unendlichen Gruppe G gibt es eine natUrliche

Zahl k = k(G), sodaB fur alle irreduziblen (und aperiodischen) Wahr-

scheinlichkeiten p auf G gilt:

P"(x, y) r>^ c(x, y) o; n-k/2.
(r^») ' '" p

Hat die Gruppe G polynomiales Wachstum vom Grad d, dann 1st k = d (?).

Hat man fur eine Gruppe einen lokalen Grenzwertsatz, dann ergibt

sich daraus sofort ein Quotientensatz. Aus § 6 sieht man unmittelbar,

dafi die c(x, y) etwas mit harmonischen Funktionen auf der Gruppe zu

tun haben. Viele Fragen sind hier noch zu untersuchen.

Bel Baumen (und Graphen) ist die Situation etwas komplizierter;

im Gegensatzzu den Gruppen gibt es namlich fur gewisse r > 1 r-positiv

rekurrente Baume (vgl. das Beispiel in § 8). Betrachtet man allerdings

nur sogenannte ]N-Baume : Das sind Baume mit einer Wurzel e, so daft

der Grad einer Ecke nur von ihrer Entfernung van der Wurzel abhSngt,

dann lassen sich die Ruckkehrwahrscheinlichkeiten zur Wurzel durch

Studium einer Irrfahrt auf W^ bestimmen. Diese Situation erleichtert
vieles und es lassen sich bequem Kettenbruch. methoden anwenden (vgl.

dazu [20]). So ergibt sich fur die einfache Irrfahrt fur grofie Klassen

von ]N-Baumen:
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wo a = 0, 1, 3 (meisfcens). Zur Zeit 1st kein Beispiel eines IN-Baumes

bekannt, wo a = 2 oder a > 4, aber das liegt wahrscheinlich wohl

an den eher bescheidenen Methoden, die zur VerfUgung stehen.

§ 8. Etn iBeispiel

Alles in diesem Abschnitt 1st [20] entnommen. Wir betrachten

einen ]N-Baura . B_ mit Wurzel e und bezeichnen mit d(i) den Grad einer Ecke

in Entfernung 1 van e. Es sei

d(0) = 1, d(1) = 2, d(2) = d(3) = ... = r.

B^ : . 0-

Grade : 1

]NO:

r-1 r-1
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Die RUckkehrwahrscheinlichkeiten in B von e nach e sind die gleichen

wle jene in U^ von 0 nach 0, wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten

wie in der Zeichnung sind. Damit ergibt sich sofort folgende Ketten-

bruchentwicklung:

1
G(z) = I p2"(e, e)zn =

n=0 1 - 1

1 - 2?

1 -^ z

1 - ^l z

1 - ...

4r - 3rz + 6z -8 - z Yr - 4(r - 1) z

10z 4r - 6rz - 8 + 2rz2 - 2z

Aus der Theorie der Kettenbruche (vgl. zB. [4?]) folgt, dafi G(z) genau

eine SingularitSt z^ auf (jem Konvergenzkreis hat und diese liegt auf

der reellen Achse. Bestimmt man diese Singularitat z^ aus der

expliziten Darstellung fur G(z) und verwendefc man dann die Methode

von Darboux (vgl. [5])' zur asymptotischen Auswertung von p (e, e),

so ergibt s.ich:
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2

3

It

r > 5

SingularitSt

9/8

4/3

.2

i»Cr-1)

P2n(e, e) <^)

.

-1/2

03 . 4)" n-3/a
-c,. (i)nn-'/2

. ILnrU. ^"
cr . (-:T-V

Bp 1st

null rekurrent

V9/8 - transient

,4/3 - null rekurrent

- positiv
27F^T rekurrent

Weitere Beispiele und Eigenschaften fUr Irrfahrten auf BSumen und

Graphen findet man in [21], [51].
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