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§ 1. Fragestellung

In diesem (sehr subjektiven) Uibersichtsartikel werden einige

Aspekte des folgenden Problemkreises studiert:

‘Untersuche in einem unendlichen Graphen alle Wege (eines ge-
wissen Typs), die von einer festen Ecke e ausgehen und deren Ldnée

h&chstens gleich n ist.

Insbesondere sollen alle solchen Wege abgez&dhlt und, wenn mog-

lich, diese Anzahlen fiir n-= asymptotisch ausgewertet werden.

Das Abzihlen von allen verschiedenen Endpunkten von Wegen (mit
Anfangspunkt in einer festen Ecke e und Léhge < n) wird mit dem

‘Schlagwort "Wachstum eines Graphen" bezeichnet. Wird dagegen die

Anzahl aller Wege der Lé&nge h mit Anfangs- und Endpunkt in einer
festen Ecke e (dividiert durch die Gesamtzahl aller Wege der Ldnge
n mit Anfangspunkt in e) studiert, so spricht man von einer "Irrfahrt

auf einem Graphen".

Je regelmidBiger ein Graph ist, umso besser werden die Ergébnisse
sein. Und in der Tat, die meisten Resultate sind fir Cayley-Graphen
bekannt, einiges weif man liber B&dume und eigentlich recht wenig

iber allgemeine Graphep.

Das Wort Gruppe bedeutet im weiteren stets eine diskrete Gruppe.

Ist A € G eine Teilmenge einer Gruppe G, dann sei wie iliblich

n _ e
AT = {aja,...a | a; e A}



.die Menge aller Produkte (beziiglich der Gruppenoperation) von n
Elementen von A. Wir sagen, die Menge Ac G erzeugt die GruppeG
(als Halbgruppe), wenn jedes Element von G das Produkt von Elementen
von A ist,also wenn

¢ = U a".

n31

Wird die Gruppe G von der Menge A erzeugt, dann ist der Cayley-Graph

von G (beziiglich A) wie folgt erkléirt (vgl. [6]):

Die Ecken sind die Elemente von G; es geht eine éerichtete
Kante mit Namen a € A von der Ecke iizur Ecke xa (fir jede Ecke x).

Liegt auch a~' ¢ A, dann

a
xa
-1
a

geht also auch eine gerichtete Kante mit Namen a'1 von xa nach Xx.
Der CayleyGraph einer Gruppe G hingt natiirlich von der Wahl der
erzeugenden Menge A ab. Dieser Graph ist sehr regelméBig: Alle Ecken
sind gleichberechtigt‘(haben den gleichen'Grad) und es ist daher
égal,'welche EckeFMit e (= Gruppeneinheit) bezeichnet wird. AuBerdem
hat man iﬁ jeder Ecké die gleichen Kreise (= Relationen in der

Gruppe G).

. Betsptel 1.1: F <a,b|>», die freie Gruppe mit zwei Erzeugenden

2

A {a,b,a-1,b'1}
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Allgemeiner ist ein Cayley-Graph einer freien Gruppe F, mit d Er-

zeugenden ein hombgener Baum vom Grad d (alle Ecken haben Grad d).

Be:ispiel 1.2¢ z° - <a,b | ab = ba> , die freie abelsche Gruppe

A= {a,b,a-1,b¢1} mit zwei Erzeugenden
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Da also jede diskfete Gruppe durch einen Cayley-Graphen darstell-
bar iét,akﬁnnen alle Ergebnisse fir Gruppen sofort in Aussagen lber

Cayley-Graphen iibersetzt werden.

Noch einige Bezeichnungen:

#(M) = Kardinalzahl der Menge M
W(E) = Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E
N = Nu {0}= {0,1,2,3,...}

o
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§ 2. Wachstum

Wir beginnen mit Gruppen ( Cayley-Graphen).

Wird die Gruppe G von A ¢ G erzeugt (als Halbgruppe), so kdnnen

die Worte iliber dem Alphabet A (=Gruppenelemente) mit Hilfe der

Rechenregeln in der Gruppe (z.B. aa'i = e, Relationen in G) reduziert

werden.

Wird G von der endlichen Menge A erzeugt, so setzen wir ([35])

2

# (Av ASvuv ... u An)

7A(n)

# der verschiedenen Elemente in G, die sich als Produkt

von hSchstens n Elementen von A schreiben lassen

# der verschiedenen Endpunkte von Wegen einer Linge <n
im CayleyFGraphen von G (beziiglich A), wobei alle diese

ﬁege in e (= Gruppeneinheit) starten.
Wenn fiir alle n ¢ W gilt:

k

k
e, n- < vy(n) <e,n

(c1,c2 > 0; k fest),

so sagen wir, die Gruppe G hat poiynomiales Wachstum vom Grad k.

Wenn .fiir alle n e N gilt:

1,(n) >c.ad” . (e >0, 4>1),

so sagen wir, die Gruppe G hat exponentielles Wachstum.

Sind A,B zwei endliche Mengen, die beide die Gruppe G erzeugen,

so gilt

2

Auv A v... u A" c BuB v ...u Bn.m,

also yA(n) < yB(n.m) fiir eine geeignete natiirliche Zahl m und alle



n e N.Die Begriffe polynomiales bzw. exponentielles Wachstum sind
daher wirklich Eigenschaften der GruppeG und hdngen nicht von der

Wahl der erzeugenden Menge ab.

Betrachten wir wieder unsere beiden Beispiele:

1 -1}

Beispiel 2.1: G = F A = {a,b,a” ,b

2’

Dann ist

va(n) = 1+ B + B3+ on s y.3* > 37,

] 02 ln
(von e, A, AT, ..., A )

also hat F2 (allgemeiner: jede freié Gruppe mit mindestens 2 Erzeugen-

den) exponentielles Wachstum.
Betisptel 2.2: G = Z

Dann ist

2

YA(n) = 2n(n+1) + 1 = 2n° + 2n + 1,

also hat 'Z2 (allgemeiner: ZZd) polynomiales Wachstum vom Grad 2 (d).

Berechnung_von 7A(n):,

Die Berechnung von YA(n) ist im allgemeinen (selbst bei sehr
einfachen Gruppen) recht miihsam. In vielen F&llen fiihrt folgende

Methode zum Ziel:

Die Gruppe G wird erzeugt (als Halbgruppe) von der endlichen
Menge A. Wir ordnen die Elemente von A (irgendwie) und kodnnen dann

im Cayley-Graphen von G beziiglich A zu jeder Ecke den kiirzesten und



*im Sinne dieser Ordnung lexikographisch ersten Weg von e aus ein-
zeichnen. Das ergibt einen spannenden Baum fiir den Cayley -Graphen,
Dieser spannende Baum ist oft "periodisch" (das, was in der N&he von
e passiert, wiederholt sich weiter weg) und kann in diesem Fall
durch einen endlichen, gerichteten Graphen I ersetzt werden. (In'r
sind die Kanten gerichtet und tragen Namen a ¢ A).

Es gilt dann:

YA(n) = # der verschiedenen Wege einer Ld&nge < n von e aus

im spannenden Baum

# der verschiedenen Wege einer L&nge < n von e aus in T.
Da I endlich ist, ergibt sich sofort, daB die erzeugende Funktion

. n _ p(x)
4 ‘YA(n)x = m-)-

=
18

eine rationale Funktion ist. Ein Studium der Nullstellen des Nenners
liefert dann entweder exponentielles Wachstum oder polynomiales
Wachstum vom Grad k (mit k eZNo).Eine formalisierte, algorithmische

Version dieser Methode findet sich in [22].

Ein einfaches Beispiel soll die Methode illustrieren. Sei

2 1 -1

G = Z°,A = {a,b,a” ',b”'}. Wir ordnen A wie folgt:

a <a"1< b<'b"1.

Der daraus resultierende spannende Baum ist im Graphen mit doppelten



Linien eingezeichnet. Dieser Baum ist auf folgende Weise "periodisch":
Von der Ecke a2 (a3,...) geht es genau so weiter wie von der Ecke a,
von den Ecken a'1t>(a—2b,...) oder ala(azb,...)geht es genau SO
weiter wie von der Ecke b,usw. Diese éanzen Informationen sind im
endlichen Graphen I enthalten und die Wegé der L&nge n, die in e
starten, entsprechen sich im spannenden Baum und in T umkehrbar ein-
deutig. Nach einigen Rechnungen mit der Ad jazenzmatrix von T ergibt

sich

2
(n) 2" = ili&l§ = ] (2n2-+2n-+1) z".
(1-2) > 0

Leider istves nicht immer so, daB sich auf diese Weise ein end-
iicher Graph I und somit eine rationale erzeugende Funktion ergibt.
Das kann gar nicht so sein, denn eine rationale erzeugende Funktion
bewirkt, daB die Gruppe ein 15sbares Wortproblem hat; bekanntlich gibt
es aber endlich erzeugte (sogar endlich présentierbarq) Gruppen mit

unlésbarem Wortproblem.Es stellt sich also das
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Problem: Welche Gruppen (und welche erzeugenden Mengen) liefern

schlieBlich einen endlichen Graphen I ?

(Das gilt z.B. fiir die euklidischen und nichteuklidischen Be-

wegungsgruppen der Ebene, siehe [46])

Berechnet man fiir verschiedene (mehr oder wenigeh bekannte) Gruppen
ihr Wachstum, so erweist sich das stets (fast!, s;u.) als exponentiell

oder polynomial von einem Grad k (mit k e N ). Das fihrt zur

Frage: Hat jede endlich erzeugte Gruppe exponentielles oder poly-

nomiales (mit Grad k e:mo) Wachstum?

Die Antwort darauf ist jedenfallé Ja fiir groBe Klassen diskreter
Gruppen, insbesondere fiir die Klasse der linearen Gruppen ([42]).
Dariiber hinaus weiB man, daB alle abelschen und nilpotenten Gruppen
polynomiales Wachstum haben und daB jede aufldsbare Gruppe entweder
exponentielles oder polynomiales Wachstum hat; das letztere ist genau
dann der Fall, wenn es einé nilpotente Untergruppe von endlichem
Index gibt ([27], [52]1).-

Gromov ([25]) zeigte sogar, daB der letzte Satz auch ohne die Vor-
aﬁssetzung auflésbar stimmt: Eine Gruppe hat genau dann polynomiales
Wachstum, wenn.sie eine nilpotente Untergruppe von endlichem Index

besitzt.

Die Antwort auf obige Frage ist allerdings nicht immer ja, und
das ist sehr lberraschend.
Grigorchuk [26] hat 1983 ein kompliziertes Beispiel einer Gruppe

(das hidngt mit der Konstruktion periodischer Gruppen von Adjan - Novikov



zusammen) angegeben, wo das Wachstum weder polynomiai noch exponentiell

ist, sondern dazwischen liegt.

Kehren wir wieder zu unsererFunktion yA(n) zurick. Da jedes Pro-
dukt von hochstens m+n Elemeﬂten von A aufgefaBt werden kann als
Produkt zweier kiirzerer Worte (eines hat Linge < m, das andere < n)

{iber A, so gilt
vy (m+n) < vy (m) v, (n).

7A(n) ist daher submultiplikativ und es existiert somit folgender

Grenzwert:

1im ()" =y, (D).

n-o -

Jeder endlich erzeugten Gruppe G kann man die Menge M(G) dieser

Limiten zuordnen:
M(G) = {7A| A endlich, A erzeugt G1l.

Welche Eigenschaften hat diese Menge M(G)? Dariiber ist fast nichts

bekannt. Es ist leicht zu sehen, daR
o+ sup M(G) = 1 oder =

“wenn inf M(G) > 1, dann hat G exponentielles Wachstum. Was gilt,
wenn inf M(G) = 1? Nicht einmal im vielleicht einfachsten, nicht-

trivialen Fall, wo G = F, ist, kennt man M(FZ)' Jedenfalls gilt

inf M(F,) <1+ ¥3;
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1, -1

die Zahl 1 + VY3 erh&lt man fiir A = {a,b,a” 'b~'}; wahrscheinlich

"hat man Gleichheit.

Um das Wachstum eines Graphen zu studieren, kann man zundchst

dhnlich vorgehen wie bei Gruppen; es ergeben sich aber Schwierigkeiten.

W&hlen wir eine feste Ecke e, so sei

y(n,e) = # der verschiedenen Endpunkte von Wegen im Graphen, die

in e starten und eine Ldnge < n haben.

Diese Zahl y(n,e) hdngt dann i.a. von der Ecke e ab; des weiteren

1/n

braucht (y(n,e)) fir n~ = nicht zu konvergieren.

Man kann wie bei Gruppen exponentielles bzw. polynomiales
Wachstum vom Grad k definieren; diese Begriffe sind unabhingig von

der Wahl von e.

§ 3. Irrfahrten

Wir betrachten zunéchét wieder Gruppen.

Wird die Gruppe G von der endlichen Menge A (als Halbgruppe)
erzeﬁgt, so bilden wir wieder An, die Menge aller Produkte von n
Elementen von A, und reduzieren diese Produkte mit Hilfe der Rechen-

regeln in der Gruppe. Ist x € G, so setzen wir ([12])

# wie oft x € AP

An(X)

# der verschiedenen Darstellungen von x als Produkt von

n Elementen von A

# der verschiedenen Wege der Linge n im Cayley -Graphen

von G beziiglich A, die von e nach x fihren.
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Betrachten wir zunichst wieder unsere beiden Beispiele.

Beisptiel 3.1:G = 22, A = {a,b,a'1,b'1}, X = e.
Dann ist

A2n+1(e) = U

2n,2 16"
(") ~ Qo — (¢ > 0)
n '(n*"’) n

A2n(e)

und wegen #(A) = 4 erhalten wir
A2n(e)
(#(8)%" (=)
Beispiel 3.2: G = F
Dann ist k[11])
A2n+1(;) = Ul

n IR [t - - yol
A2n(e) = 16 (1-‘4121 ('1—6') T( 1_1)) (:;:‘;) c . -n—g—/-i (c>0)

und wegen #(A) = 4 erhalten wird

Azn(e) — . (3/)4)“

(#(2))°" (n==) n3/2
Es ist klar, daB
Aé(x) # wie oft x & A"
(#(A))n ) # aller Elemente von AP

# aller Wege der Ldnge n von e—>X

# aller Wege der Ldnge n von € weg

elem. Wahrscheinlichkeit, daf x € A" W(x ¢ AM) |.




- 14 = .

. Wir wollen nun diese Wahrscheinlichkeiten genauer untersuchen. Schon
bei den beiden Beispielen zeigt sich ein wichtiger Unterschied:
Wihrend diese Wahrscheinlichkeiten fir n - « siets gegen 0 konver-
gieren (s.u.), ist diese Konvergenz bei F2 sehr rasch (geometriséﬁ),

bei Zz aber recht langsam.

Es erweist sich als bequem, das Problem etwas zu verallgemeinern
und "beliebige" Wahrscheinlichkeiten zuzulassen. Zun&chst einige

Begriffe:

Eine Wahrscheinlichkeit p auf G ist eine Funktion

p: G - IR
mit p(g) >0, [ p(g) = 1.
s geG ‘
Der Trdger einer Wahrscheinlichkeit p ist die Menge
Tr(p) = {x ¢ G| p(x) > O}.

Die Faltung zweier Wahrscheinlichkeiten p,q ist erkl&rt durch

‘p # q(x) = )) p(x,) a(x,).
h Kejap=%

Es iét dann auch p * q eine Wahrscheinlichkeit auf G und
Tr(p*q) = Tr(p) . Tr(q).

Die Faltungspotenzeneiner Wahrscheinlichkeit p sind gegeben durch

1 &
p® = 6., P = p, P" = P ¥p.
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Es ist dann pn wieder eine Wahrscheinlichkeit und

°

Tr(p") = (Tr(p))™.

Wir betrachten folgenden Spezialfall: Die Gruppe G wird von der
endlichen Menge A erzeugt und die Wahrscheinlichkeit p ist die

Gleichverteilung auf A, d.h.

1 "
m fir x € A

p(x) = i a
0 fir x ¢ A.
Dann wird
ph(x) = n=1 4 p(x) = ) pP=1(x,)p(x,) = o ) n-1(x.)=
kit =P p T P 1/ PYXa/ = J(RY P 14="°
x1x2=x x1x2:x

xzeA
1 . 1 An(x)
et R - 2,
(#(a)) XgeooX =X (#(4))
i xieA
und gerade diesen Ausdruck wollen wir studieren. Also lautet unsere

Aufgabe: Studiere fiir eine Wahrscheinlichkeit p auf G die GroRe

inn . - 5

o p
p(x) = W(e Schritten =

fiir x e G, n € iL Seﬁzt.man A = Tr(p), so bedeutet also pn(x) die
Wahrscheinlichkeit, im Cayley-Graphen von G beziiglich A von der Ecke

e zur Ecke x in n Schritten zu gelangen, wobei die Kante a(e A) mit der
Wahrscheinlichkeit p(a) gew&dhlt wird. So etwas wird iiblicherweise als

Irrfahrt auf einer Gruppe (bzw. auf einem Cayley-Graphen) bezeichnet.
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Das ist natlirlich nuﬁ von Interesse, wenn der Cayley-Graph zusammen-
hingend ist, wenn also A die Gruppe G (als Halbgruppe) erzeugt. In

diesem Fall werden wir die Wahrscheinlichkeit p irreduzibel nennen.

Beispiel 3.3: Sei G = 72 und p eine Wahrscheinlichkeit auf 72
mit Tr(p) = A = {a,b,a”',b”'}. Die
p(b) _ﬁ 1
p(a) -
O—t 14‘> T —_— O O O <
p(a™ )
& (b~ h )
P | 0 O——0—
i O
typische Ecke T

Irrfahrt auf‘ﬂ2 verhdlt sich in jedéb Ecke gleich. Man geht(in jeder

Ecke)'mit'Wahrscheinlichkeit p(a) nach rechts, p(b) nach oben usw.

Wir betrachtén jetzt Graphen: Diese sollen immer lokal endlich und

zusammenhéngend:sein. Bgi der (einfachen) Irrfahrt auf einem Graphen
(wir werden nur diesen Fall betrachten) wandert'man in einem Schritt
von einer Ecke zu einer Nachbarecke, wobei in jeder Ecke Gleichver-
teilung vorliégt. Die iUbergangswahrscheinlichkeiten sind also gegeben

~ durch
5%?7’ wenn x,y Nachbarecken

p(x,y) =
: 0 sonst,
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-wo d(x) = Grad der Ecke x. Die Beschrénkung auf einfache Irrfahrten
ist naheliegend, denn dadurch werden verschieden Eigenschaften des
Graphen durch die tibergangswahrscheinlichkeiten gut beschrieben. Wir

stellen dann wieder die Aufgabe: Studiere:

in n N
chritten 7

x) = p™(e,x) = )) p(e,y) p""(y,X)

W(e
S y=Ecke

fir e,x = Ecken des Graphen, n € N.

Um die Bezeichnung zu vereinheitlichen, schreiben wir auch bei

Irrfahrten auf einer Gruppe G:

Pn(x.y9 = pn(x-1y) (x,y € G, ne N).

Weiters nennen wir die tibergangswahrscheinlichkeit p (einer Irrfahrt

auf einem Graphen oder auf einer Gruppe) irreduzibel, wenn man von

jeder Ecke zu jeder anderen mit positiver Wahrscheinlichkeit gelangen

kann, d.h. wenn gilt:
v Ecken x,y 3In eim: pn(x,y).> 0..
BedeutetrfUr eine feste Ecke e
d:ggT.{nlﬁwme)>0},

so heiBt p aperiodisch, wenn d = 1 gilt. Insbesondere haben wir also:

. p ist Zrreduzibet <> V Ecken x,y 3 no(x,y) e N:

und apertodisch p(x,y) > 0 fir alle n > no(x,y).
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Wir werden im weiteren stets p als irreduzibel voraussetzen:
Und das ist ganz natlirlich, denn liber Ecken, zu denen man liberhaupt
nicht hingelangen kann, lassen sich ja auch keine Aussagen machen
(jedenfalls nicht mit Hilfe von p). Die Aperiodizitdt ist oft bequem
(und 14Bt sich erreichen, indem man pd als Ubergangswahrscheinlichkeit

fiir einen Schritt widhlt; das &dndert allerdings i.a. den Graphent!).

§ 4. Der Spektralradius (einer Wahrscheinlichkeit)

Wir betrachten eine Irrfahrt auf einem Graphen (oder auf einer

Gruppe) mit Ubergangswahrscheinlichkeit p. Die Zahl

o = 1im sup (pM(x,y)) /"

" (x,y = Ecken)
p n - o .

heift Spektralradius von p (bzw. der Irrfahrt). Es ist natiirlich stets

Fiir irreduzibles'p gilt op > 0 und nach [32] ist ap unabhingig
von dén Ecken x und y. % ist ein grobes MaB fiir die Anzahl der
Kreise im Graphen: Ist op groB, dann ist p™(x,y) groB, es gibt also

viele Wege von x nach y, der Graph enth#ilt somit viele Kreise. Ist p

 irreduzibél und aperiodisch, dann gilt sogar ([21])

. n+1
lim p__ (x,y) ex. = ¢ (x,y = Ecken);

n-e® pn(x yY)

das bedeutet, daf sich die Folge p™(x,y) (n = 1,2,3,...) recht regel-

mdlig verhd&lt.
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Einige weitere Ergebnisse sind:

(30): G = Gruppe, P irreduzibel. Aus op = 1 folgt, daBR G mittelbar
(amenable) ist. Ist G mittelbar und p symmetrisch (p(x) = p(xf‘)),

dann gilt: °p = 1.

[1) : G = Gruppe, p irreduzibel und symmetrisch. Aus % < 1 folgt,

da® G exponentielles Wachstum hat.

B21): G = zusammenhingender Graph mit beschrinktem Eckengrad. Aus
ap < 1 folgt, daBR G exponentielles Wachstum hat. Die Umkehrung davon

gilt nicht. . -

Wir nennen

r :._l-

P9

den Konvergenzradius der Irrfahrt und filihren erzeugende Funktionen ein:

G, (z) = } pT(x,y) z" (x,y = Ecken).
- Kl n=0

Nach dem vorhin Gesagten haben alle.diese Reihen den g;aichen Konver-
genzrédius By > 1 (unabhéngig von X,y fiir irreduzibles p). Gx,y(1)
148t sich deuten als Erwartungswert, wie oft die Irrfahrt bei Start in
x die Ecke y besucht. Nach [9] bzw. [45] existieren die Grenzwerte

1im p™(x,y) und 1lim rg pT(x,¥);

1] —oc0 n-cc

diese sind von x,y unabhéngig und endlich. Wie iiblich nennen wir die
Irrfahrt (alle Bedingungen sind von x,y unabhéngig und es geniigt,

dap sie fiir ein Eckenpaar X,Y erfiillt sind)
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" n _n
rp-poaztw rekurrent, wenn rlliﬂ ry P (x,y) > 0, Gx,y(rp) s ®
r_ - null rekurrent, wenn lim r® pn(x,y) =0, G (r) = »

J new P X,y P

- ¥ < .
r, transitent wenn Gx,y(rp) o

Im Falle rp = 1 sagt man nur positiv (null) rekurrent bzw. transient.

Flir rp > 1 ist die Irrfahrt stets transient.

2 1

Beispiel 4.1: G = Z2,p = Gleichverteilung auf {a,b,a” ,b”'}.

Dann ist nach dem in § 3 Gesagten
rp: 1, Ge,e(1) i o iig pn(e,e) = 0,

2

also ist die Irrfahrt auf Z<mit Ubergangswahrscheinlichkeit p null

rekurrent.

1 ,.=-1

Beispiel 4.2: G = F,, p = Gleichverteilung auf {a,b,a” ",b” '}.

Dann ist nach dem in § 3 Gesagten

_ 4 T
Pp = 3 Ge,e('§) <%

also ist”die Irrfahrt auf F2 mit Ubergangswahrscheinlichkeit p

y .
g-tnan31ent.

§ 5. Rekurrenz und Transienz

Eine Gruppe G heiBt rekurrent, wenn es eine irredﬁzible Wahrschein-

lichkeit p gibt, die eine rekurrente Irrfahrt auf Gﬁinduziert (d.h.

I pM(x,y) = = ).
n .
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Ein Graph T heiBt rekurrent, wenn die einfache Irrfahrtauf I

rekurrent ist.

Ganz analog sind die Begriffsbildungen fir positiv rekurrent,

rp-rekurrent'bzw. rp-positiv rekurrent.

Eine Gruppe (Graph) heift transient, wenn sie (er) nicht rekurrent

ist.

Ein Graph ist also rekurrent, wenn die (einfache) Irrfahrt mit
Sicherheit mindestens einmal ( = unendlich oft) wieder zum Start-
punkt zurilickkehrt, wenn es somit viele Wege von e nach e (= beliebige

Ecke) gibt, wenn der Graph also vieie Kreise enthdlt.

Beispiel 4.1 zeigt, , daB 22 eine rekurrente Gruppe ist, F2
dagegen(nichﬁ mittelbar) ist transient (s.u.).
Wichtige Ergebnisse sind:

[3): Jede rekurrente Gruppe ist mittelbar.

[28]: Eine Gruppe ist genau dann rp-rekurrent, wenn sie rekurrent

ist.

[10), [36]: Keine unendliche Gruppe ist positiv rekurrent. Daraus

ergibt sich dann nach den Definitionen in § 4 sofort:

1lim p™(x,y) = O fir alle x,y € G,
. Pra

wo G eine beliebige unendliche Gruppe und p eine beliebige irreduzible

Wahrscheinlichkeit auf G ist.
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. [16), [48]: Keine unendliche Gruppe ist rp-positiv rekurrent.

Das pr&dzisiert das vorige Ergebnis und hat nach Definition von rp

positiv rekurrent zur Folge:

lim r: p"(x,y) = 0 - fir alle x,y € G,

N

wo G eine beliebige unendliche Gruppe und p eine beliebige irreduzible
Wahrscheinlichkeit auf G ist. Auf Grund der Definition von rp(op)

folgt, daB rp geﬁade der (richtige) exponentielle Anteil ist und es

n
p

mehr dariiber in § 7., . e

erhebt sich die Frage, wie rasch r pn(x,y) gegen Null konvergiert;

£21]: Kein unendlicher Graph ist positiv rekurrent; aber es gibt
r-positiv rekurrente Graphen fiir gewisse (oder alle ?) r > 1. Ein
Beispiel dazu kommt in § 8. Auf Grund der Definition in § U4 folgt:

lim pn(x,y) = 0 fiir alle Ecken x,y
) ¢ mad

eines beliebigen unendlichen, lokal endlichen, zusammenhidngenden Graphen.
Eine graphentheoretische Charakterisierung r-positiv rekurrenter Graphen

vire sehr interessant, scheint aber schwierig zu sein.

Auch eine Charakterisierung rekurrenter Gruppenist bis heute noch
nicht restlos gelungen.. iber einen Zusammenhnag mit dem Wachstum ist

die Rede in folgender

Vermutung von Kesten ([31]): Jede endlich erzeugte rekurrente
Gruppe hat nichtexponentielles Wachstum (schédrfer: hat polynomiales

Wachstum mit einem Grad < 2).
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Die verschirfte Vermutung konnte bewiesen werden fir
- die Klasse der zusammenh&ngenden Liegruppen ([41),
- die Klasse der (diskreten) aufldsbaren Gruppen ([unl)
-.die Klasse der (diskreten)Gruppen von polynomialem Wachstum

(f43] und [251]).

Ist y(n) eine Wachstumsfunktion der endlich erzeugten Gruppe G

(siehe § 2), dann gilt nach [u3]:

n a2 . :
Ist nz1 wiay - so ist G rekurrent. Die Umkehrung dieser Aussage
hingt mit der Vermutung von Kesten zusammen und wurde in einigen

ﬁichtigen Spezialfédllen bewiesen.

Noch weit weniger zufriedenstellend ist die Situation bei Graphen.

Es gibt zwar eine Charakter".isi'er’ung rekurrenter Graphen (.[37], [34]), aber
es werden daBei nicht nur einfache Irrféhrten betrachtet und auBer-

dem ist sie nicht rein graphentheoretisch. Eine Spezialisierung einer
Richtung auf unsere Situation lautet (bei der Umkehrung ist der Zusam-

menhang mit einfachen Irrfahrten nicht klar):

.Fiir einen lokal endlichen Graphen T mit Eckenmenge V sei

1,wenn i,j Nachbarn

aij‘z (i,3. V).
0 sonst

Wir setzen voraus:

1) Es gibt eine Partition (V1,V2,...) der Eckenmenge:
V= U Vk
k=0

2)‘Ist ie Vk; aij > 0, dann gilt j e Vk_1 v Vk U Ve
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dann ist die einfache Irrfahrt auf I rekurrent.

Naiverweise kdénnen wir diese Aussage so anwenden:

Wir wihlen im Graphen T eine feste Ecke e und setzen Vo = {e},

Yk :‘allg Ecken, die von e die Entfernung k haben. Dann ist fir
die'Rekurrenz der einfachen Irrfahrt auf I' entscheidend, wieviele
Kanten von Vk_1 nach Vk fiihren. Kanten, die»zwei Ecken von Vk ver-
bindén, spieleﬂ keine Rolle. Man sollte wahrscheinlich Graphen unter

diesem Gesichtspunkt ("Kantenwachstum ") studieren.

SchlieBlich sei noch auf die alte Arbeit von Polya ([38]) hinge-

wiesen: Die Gruppe Zdeer Gitterpunkte im Bﬂ‘ ist rekurrent fiir
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k = 1,2 und transient fiir k >3 (siehe auch [40]). Uberraschend hin-
gegen ist folgende Tatsache: Identifiziert man die Elemente von ZZk

mit jenen Punkten des IRk, die in einem kartesischen Koordinatensystem

k = 2: k = 3:

ganzzahl&ge Koordinaten haben, so Verbinden wir (0,0,...,0) mit
(a;;aé,...,ak) durch den Weg ‘

(0,0,...,0) = (a,,0,...,0) = (24185,0,00250) = coo = (3,85,00053)
Das ergibt einen spannenden Baum Bk fir Zk. Alle diese Bdume Bk

(k = 1',2,...) sind rekurrent. Daraus sieht man auch, daB die verschirfte
Vermutung von Kesten fir Bdume (Graphen) nicht mehr richtig ist, denn

die Bdaume Bk haben polynomiales Wachstum von Grad k wie ZZk.

Frage: Sind alle spannenden Bdume von Zk(k = 1,2,...) rekurrent?
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.S 6. Quotientensidtze und harmonische Funktionen

Es geht um folgende Problemstellung:

Wann existiert der Grenzwert

n
lim p_(e,x) (e,x = Ecken)

nee pn(e,e)

und, wenn er existiert, welche Funktion wird dadurch festgelegt? Er-
gebnisse dazu sind fast nur fiir den Fall von Gruppen bekannt. Unter

der Annahme, daR fiir eine Wahrscheinlichkeit p auf einer Gruppe

n . -
lim P—ni‘i'—’il existiert = h(x) (x € G),
n~® p (e,e) j :

erhalten wir:
p* lim p(x) _wenn ;. M) =
n-» p?(e) erlaubt ‘n p"(e)

p * h(x)

1lim B-r-l—_'_—‘——-'—' lim ‘E—T— = o_h (X).
N-o p (e) n-o p (e) p
Es scheint also ein Studium der Faltungsgleichung

*h:' h
p op

flir diese Fragestellung wichtig zu sein (und es ist auch so). L3sungs-

funktionen h nennt man meist op-harmonisch (in Analogie zur

Poisson'schen Integralformel fiir Funktionen, die im klassischen Fall
harmonisch sind: Der Wert so einer Funktion in einem Punkt x (der
Ebene) ist festgelegt durch die Funktionswerte in den Randpunkten

einer Kreisscheibe um x. Bei uns ist
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optl(x) = p*rh(x) = ] p(x,y) h(y);
y v

das heiBt, h(x) ist festgelegt durch jene Funktionswerte h(y), fir
die p(x,y) > 0 ist, also durch die Funktionswerte in jenen Ecken,

die von x den Abstand 1 haben).

Eine wichtige Methode zum Studium dieses Quotientenlimes ist
die folgende: Man zeigt, daB die Falﬁungsgleichung p*h = oph
genau eine (positive) L&sung h mit h(e) = 1 hat und kann dann schon
folgern, daB der Grenzwert

n
1im»BHLSL£l existiert = h(x)
n~> p (e,e) :

fiir alle x € G ist.

Einige wichtige Ergebnisse sind:
[41): Fiir eine abelsche Gruppe G und eine auf G irreduzible,
aperiodische Wahrscheinlichkeit p gilt:

n
lim ELL}l

= existiert = 1 fiir alle x € G.
n-o p (e) ’ #

[2]: Ist G eine mittelbare Gruppe und p eine irreduzible,
apefiodische und symmetrische Wahrscheinlichkeit auf G (= op = 1),
dann gilt:

p” (x)
lim Y existiert = 1 fir alle x € G.
n-o p (e)
Weitere Ergebnisse und Verallgemeinerungen finden sich in [147,

(18], [29], [33]. Insbesondere existiert der in Rede stehenden Quo-
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tientenlimes stets fiir rekurrente Wahrscheinlichkeiten p und hat dann
den Wert 1 (vgl. z.B. [40]); das gilt auch fiir Graphen ﬁnd zeigt
wiederum die Bedeutung rekurrenter Wahrscheinlichkeiten. Allerdings
ist die Voraussetzung der Rekurrenz nur hinreichend, keinesfalls

aber notwendig.

Auf Grund der obigen Ausfiihrungen erscheintves naheliegend,

harmonische Funktionen auf Graphen zu studieren, wobei wir sagen:

Eine Funktion h heiBt harmonisch auf dem (lokal endlichen) Graphen
r, wenn der Funktionswert in jeder Ecke das arithmetische Mittel der

Funktionswerte in den Nachbarecken ist, also

1
h(x) = grx7 1 h(y) fiilr alle Ecken x
dix y=Nachbar '
zZu X

(d(x) = Grad der Ecke x) gilt. Ein Zusammenhang zwischen der Existenz
nichtkonstanter und beschridnkter harmonischer Funktionen mit dem
Wachstum des Graphen findet sich in [24]. Das ist ein Anfang, aller-

dings bleibt hier noch viel zu tun ibrig.

§ 7.  Lokale Grenzwertsitze

Nach den in § 5 erwidhnten Ergebnissen gilt fir Irrfahrten auf

unendlichen Gruppen und auch Graphen stets:

lim pn(x,y) =0 fiir alle Ecken x,y.

N-ex

Das soll nun genauer untersucht werden, n3mlich wie schnell die n-te
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Ubergangswahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert.

o

Bei Gruppen gilt sogar genauer (§ 5):

lim r?
p

n-c@

p™(x,y) = O filr alle X,y

und rg ist gerade der richtige exponentielle Anteil von pn(x,y),'

da ja nach Definition r;1 = 1lim sup (pn(x,y)1/n. Um das genaue

n i
asymptotische Verhalten von pn(x,y) fiir n-o zu finden, sind viel
feinereMethoden ﬁotwendig: Harmonische Analyse (FOuriertransformation)
oder kombinatorische Hilfsmittel (asymptotische Methoden). Einige

typische Ergebnisse sind (wir setzen p = aperiodisch nur zur einfacheren

Formulierung voraus; die Ergebnisse éind aber allgemeiner giltig):

p231,[40]: Ist G = 79 und p eine irreduzible, aperiodisché Wahr- -

scheinlichkeit, dann gilt

pM(x,y) ~ c(x,y) of W,
(n==) p

wo c(x;y) eine von n unabhingige Konstante ist.

' [131, (171, (193, [391, [49]: Ist G = Fy eine freie Gruppe mit
d(> 2) ﬁrzeugenden uﬁd‘p eine irreduzible, aperiodische Wahrschein-
lichﬁeit (die isotrop oder auf den Erzeugenden konzentriert ist;
diese weitere Voraussetzung ist beweistechnisch bedingt und wahr-
scheinlich nicht notwendig), dann gilt:

pM(x,y) ~ co(x,y) o

(n~e) p n73/2

wo c(x,y) eine von n unabhingige Konstante ist. Genau das gleiche Er-



- 30 -

. gebnis ergibt sich auch fiir Gruppen mit "einfachen" Relationen (zB.
i)
ak = b usw.) oder fiir freie Qrodukte endlicher Gruppen. Fiir diese

und weitere Ergebnisse siehe [7], [8], [50].

Diese Resultate filihren zu der folgenden
‘ Vermutung; Zu jeder unendlichen Gruppe G gibt es eine natiirliche
Zahl k = k(G), sodaB fiir alle irreduziblen (und aperiodischen) Wahr-

scheinlichkeiten p auf G gilt:

pP(x,y) ~~ co(x,y) ¢ n K2

(o) P

Hat die Gruppe G polynomiales Wachstum vom Grad d, dann ist k = d (?).

Hat man fiir eine Gruppe einen lokalen Grenzwertsatz, dann ergibt
sich daraus sofort ein Quotientensatz. Aus § 6 sieht man unmittelbar,
daBR die c(x,y) etwas mit harmonischen Funktionen zuf der Gruppe zu

tun haben. Viele Fragen sind hier noch zu untersuchen.

Bei Bidumen (und Graphen) ist die Situation etwas komplizierter;
im Gegensatz zu den Gruppen gibt es ndmlich fiir gewisse r > 1 r-positiv
rekurrente Béumev(vgl. das Beispiel in S 8). Betrachtet man allerdings
nur §ogénannteim-B§ume : Das sind Biume mit einer Wurzel e, so daB
der Grad“einer Ecke nur von ihrer Entfernung von der Wurzel abhingt,
dannAiassen sich die Riickkehrwahrscheinlichkeiten zur Wurzel durch
Studium einer Irrfahrt auf Hﬁ)bestimmen. Diese Situation erleichtert
vieles und es lassen sich bequem Kettenbruchmethoden anwenden (vgl.
dazu [20]). So ergibt sich fiir die einfache Irrfahrt fiir groRe Klassen

von IN-B&dumen:
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pn(e,e) ~ c . o" n-a/Z,
(n-=) p

wo a = 0,1,3 (meistens). Zur Zeit ist kein Beispiel eines IN-Baumes

bekannt, wo a = 2 oder a > 4, aber das liegt wahrscheinlich wohl

an den eher bescheidenen Methoden, die zur Verfiigung stehen.

§ 8. EiniBeispiel

Alles in diesem Abschnitt ist [20] entnommen. Wir betrachten
einen ]N-Baum.Br mit Wurzel e und bezeichnen mit d(i) den Grad einer Ecke

in Entfernﬁng i von e. Es sei

d(o) = 1, d(1) = 2, d(2) = d(8) = wss = P.

e
Br & =0,
Grade : 1 2 r r r
_1_ r-1 r-1
0 1 1 2 2 r 3 r y
N
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. Die Rickkehrwahrscheinlichkeiten in Bp von e nach e sind die gleichen

wie jene in Iﬂavon 0 nach 0, wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten

wie in der Zeichnung sind. Damit ergibt sich sofort folgende Ketten-

bruchentwicklung:

G(z) = p2n(e,e)zn =
n=0

_\Mr - 3rz + 62 -8 - 2 -/fz - 4(r-1) z

10z + Ur - 6rz - 8 + 2r22 - 2z2

Aus der Theorie der Kettenbriiche (vgl.zB. [47]) folgt, daB G(z) genau
eine Singularitit Z, auf dem Konvergenzkreis hat und diese liegt auf
der reellen Achse. Bestimmt man diese Singularitdt z_aus der
expliziéén Darstellung fiir G(z) und verwendet man dann die Methode

von Darboux (vgl. [5])' zur asymptotischen Auswertung von p2n (e,e),

so efgibt sich:



Singularitit p°"(e,e) ( Troee) B, ist
r Z s
o
2 1 5 - n'”2 null rekurrent
3 9/8 cg .(g—)n n-3/2 J9/8 - transient
y 4/3 ey .(%—)n n°1/2 Yi/3 - null rekurrent
r >5 r2 c (M(r-1))n = - positiv
= T(r-1) A P
r 2vr=1
rekurrent

Weitere Beispiele und Eigenschaften fiir Irrfahrten auf Bdumen und

Graphen findet man in [21], [51].
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