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Permanenten - Ein kurzer Uberblick

von

ARNOLD RICHARD KRKUTER *

Der vortiegende ArtikeT, bringt eine knappe Ubersi-oht ilber zen-
trate Fragesteltungen der Permanententheorie. Auf die Definition
der Permanente ei-ner Matrix und d-ie Zusammenstetlung uiohtzger
Eigenschaften dieser Funktion fotgt ei-ne Behandlung des Problems
der Umuandtung von Permanenten i. n~ Determznanten souze der Ver-
mutung von van der WAERDEN und ihres vor kurzem erbraohten Be-
uezses. Ei-ne uiohtige Rolte spi-elen obere und untere Schranken
fflv Permanenten, deren Prasentation fttr (0, 1)-Matrizen, mcht-
negative Matrizen und (1^-1 )-Matri. zen evfotgt. Souezt nioht be-
reits in den genannten Themenkreisen enthalten^ uerden absohtie-
Bend neueste Entuz-oktunge^z in der Permanententheori.e vorgestellt.

1. Grundlagen

1. 1. Definition der Permanente. Einleitende Bemerkungen

Die Permanente per A einer n xn -Matrix A = (a,. ^) mit Ele-

menten aus einem beliebigen kommutativen Ring ist definiert

durch

(1. 1) per A = ?o a1o(1)'-" . a

o S no (n) '
n

wobei S^ die symmetrische Gruppe der Ordnung n bezeichnet.

FUr eine beliebige Permutation o   S^ heiBe die Folge

* Erweiterte Fassung eines anlaBlich des Seminaire Lotharingien
de Combinatoire (Neuvieme Session) in Hollabrunn (Osterreich)
am 13. September 1983 gehaltenen Vortrages.
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(a1o(1)f--"an<T(n))
l1o(1) .ano (n)

Diagonale von A und das Produkt

Diagonatprodukt von A. Die Permanente von

A kann also aufgefaBt werden als Surome der Diagonalprodukte

von A.
/

Der Name Permanente wird in der heute gebrSuchlichen Bedeutung

1882 van MUIR [51], p. 410 eingefuhrt, doch treten Permanenten

sinngemaB bereits 1812 in den Arbeiten [ 5] und [10] von BINET
und CAUCHY auf. Seitdem sind uber vierhundert Veroffentlichungen

zum Thema Permanenten erschienen, darunter 1978 die hervor-

ragende Monografie [46] van MINC. _Die Entwicklungen zwischen
1978 und 1981 (unter EinschluB des Beweises fur die Vermutung

von van der WAERDEN) behandelt MINC im Ubersichtsartikel [50].

Die zwei zuletzt genannten Publikationen stellen die wichtigste

Grundlage fur Gliederung und Auswahl des Stoffes im vorliegenden
Aufsatz dar, doch fanden auch neueste Ergebnisse Berucksichti-

gung (dies gilt insbesondere fur den letzten Abschnitt). Oem
Uberblickscharakter Rechnung tragend wird auf Beweise weit-

gehend verzichtet und diesbezuglich auf die zitierte Original-
literatur verwiesen. Uberdies wurde in der Darstellung weder

Vollstandigkeit noch groBte Allgemeinheit angestrebt. Anwen-

dungen von Permanenten auf Probleme der Kombinatorik und anderer
Bereiche behandelt der in diesem Band enthaltene Aufsatz von

Herrn SEIFTER.

1. 2. Eigenschaften der Permanente. Entwicklungssatze

Der bequemeren Formulierung halber werden wir uns der folgenden
Bezeichnungen bedienen. Fur r < n sei Q^^ definiert durch

(1. 2) 3r, n = {(ol'---'oi )   IN" : 1 < a.̂  <... < u^< n^ .

Fur eine n x n-Matrix A = (a,, ) sowie fur Vektoren
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a = (a,,..., a^)   Q^ " und & = (&,,..., P^) C Q^. " bezeichne
f ^l ' *- ^ 9

A[a &] jene r xr - Untermatrix von A, deren (i, j)-tes Element
aa<B^ ist. Ferner bezeichne A(a|p) die zu A[a|p] komple-
mentare (n - r) x (n-r)~ Untermatrix von A. (Man erhalt also

A(a|p) durch Streichung der Zeilen mit den Indizes a ,.. -., a.
und der Spalten mit den Indizes 0,,..., p^. von A.)

Satz 1. 1. Es set A = (a^^) eine r\ > n - Matri-x.

(a) Die Funktion per A ist multitinear in den Zeilen und

Spatten von A.

(b) FUr n xn - Permutationsmatrizen P und Q gift

(1. 3) per PAQ = per A .

(o) Filr di. e transponierte Matrix A van A gift

(1. 4) per A~ = per A .

(d) Fttr einen beliebigen Vektor a   0^. ^ gift

per A = 2J uer A[a|o)] per A (a [a')
u Q,

'r,n

(1. 5)

(LAPLACEsoker Entuioktungssatz fur die Entuicklung der Perma-

n-ente nach den Ze-i

gilt fttr r .= 1

(1. 6)

n-ente nach den Zeilen mit den Indizes a,,..., a_^. Insbesondere

n

per A = 2-i a,, per A(ii-j).
j'r1 ^

(Analoge Formeln getten fur die Entuicktung nac'h Spalten.)

Zur Illustration von Safcz 1 . 1 wollen wir die Permanente der

Matrix
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(1. 7) Kn=

0 1 ... 1

1 .
'.. 1
1 0

berechnen. (1. 6) liefert fiir i = 1

n

(1. 8) per K^ = E perK^djj)
" jz2

Da jede der (n - 1) x (n - D-Matrizen Kn^1l^ insgesamt n-2
Nullen enthalt, welche in paarweise verschiedene^Zeilen und

Spalten stehen, gilt ferner bei Verwendung van (1. 3) sowie der

MultilinearitSt in der ersten Spalte

(1. 9) per K^d|j) = per K^_^ + per K^_

woraus mit (1. 8)

(1. 10) per K^ = (n-1)(per K^_^ + perK^_^)

folgt und weiter induktiv

(1. 11) per
n

n

k^b k!
K, = n! £ ^ (-1)k

Dies ist die n-te Derangement-Zaht d^ (siehe etwa COMTET [12],

p. 180) aus dem bekannten probleme des renoontres. Wie die
Matrix K_ mit diesem Problem zusainmenhangt, geht aus den Be-

merkungen uber Inzidenzmatrizen im bereits erwahnten Aufsatz

van Herrn SEIFTER hervor, weshalb wir hier auf Details nicht

eingehen.

Im AnschluB an Satz 1. 1 ist zu bemerken, daB zwei fUr das Rech-

nen mit Determinanten auBerordentlich wichtige Eigenschaften

auf die Permanente bedauerlicherweise nicht zutreffen:
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(a) Die Permanent en funkti-on ist ni-cht invari. ant gegentiber be-

liebigen elementaren Zeiten- und Spattenoperationen.

(b) Fttr Permanenten gibt es kein Anatogon sum Determinanten-

Produktsatz.

Die erste dieser Bemerkungen hat zur Folge, daB die Berechnung der

Permanente mithilfe einer derart effizienten Methode, wie sie

der GAUSSsche Algorithmus fur Determinanten darstellt, unmog-

lich 1st. Andererseits wiirde man bei Verwendung des LAPLACEschen

Entwicklungssatzes n'(n-1) Multiplikationen benotigen. Es ist

daher naheliegend, nach Methoden zu suchen, welche erheblich

weniger Multiplikationen erfordern. Dies ist der Fall bei den

folgenden zwei Entwicklungssatzen, welche ursprunglich fur be-

liebige mxn - Matrizen, m < n, formuliert warden sind.

Satz 1. 2 (RYSER [58], p. 26). Es set A eine r\ > r\-Matrix^ es

sei. A^. die Menge aller n xk - Untermatrzzen X yon A und es
bezeiohne r^ (X) die i. -te Zei-tensumme von X (i = 1,.. ., n) .

Dann gi-tt

(1. 12)

n^l
perA=S(-1)t S ri(X)..., -r^(X) .

t=0 X A.
n-t

Es sei A = (a^) eine nxn-Matrix, r,,*
1 .. . -Ls

bezeichne

die Suinme der Elemente im HADAMARD-Produkt der Zeilen mit den

Indizes i,,..., i^ von A, das heiBt

n

(1. 13) *
. 1 ' ". 'J-s

- ga^--^

Weiters bezeichne D(n) die Menge

(1. 14)
D(n) = -I((. ) ,... , u^)   IN": 1 < u^ < ... <u^ < n;

u ^ + ... + 0)^ = n; k .= 1,. . . ,n

und R(u) far u = (u^ .. . , a)^)   D(n) die symmetrisierte
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Siunme aller verschiedenen Produkte der ril*... *ig
so dafi in jedem Produkt die Folgen (ii»..., i^)   Q

(s = d),,... , a),^) eine Partition der Menge

(s =u^,. ^

'1

s' ~ ~s,n
{1,..., n) bilden.

Sat,z 1^3 (MINC [47], p. 31). Es sei

gift

(1. 15)

eine n x n - Matrix. ' Dann

per A = S (-1)n+kn (", -D! R((»)
0) D(n) i=1

<n\n/2
WShrend in (1. 15) mehr als ^jj (n-1) Multiplikationen er~
forderlich sind, reichen in (1. 12) (2n-1)(n-1) Multipli-
kationen aus. Damit 1st die Formel von RYSER das momentan

brauchbarste Hilfsmittel fur die Entwicklung von Permanenten.

AbschlieBend sei noch die vor kurzem erschienene Arbeit [ 4 ]

von BEBIANO erwahnt, die mithilfe einer Identitat, in welcher

Permanenten als Koeffizienten von Polynomen auftreten, die For-

meln (1. 12) und (1. 15) gewinnt.

2. Permanenten und Detenninanten

2. 1. Das Problem von POLYA

Wir haben im vorigen Abschnitt bemerkt, daB die Berechnung der

Permanente gegenuber der Determinante sehr schwierig ist.,

Die Ahnlichkeit der Definitionen beider Funktionen legt jedoch

den Gedanken nahe, Permanenten mithilfe linearer Transforma-

tionen des Arguments auf Determinanten zuruckzufuhren. Prazise

formuliert lautet das Problem: Gibt es zu einer beliebigen

Menge S von n x n -Matrizen stets eine lineare Abbildung T,

so da B

(2. 1) per A = det T(A)
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fUr alle ACS gilt? Wahlt man beispielsweise fUr S die

Menge aller 2x2 - Matrizen

(2. 2) A = ln
l21

l12
l22

und fur T die Abbildung

(2. 3) T(A) = l11
l21

-al12
l22

dann gilt (2. 1) tatsachlich fur alle ACS. Dies 1st far

n S 3 nicht mehr der Fall. 1913 stellte namlich POLYA [55] die

folgende, von SZEGO [64] geloste Aufgabe:

Es sei. S die Menge alter n xn - Matrizen. Man zeige^ daB es

filr n S 3 im allgemeinen keine Abbzldung T gzbt, uelohe i.n

ihpem Argument einen einhei. tlichen Vorzei.chen-i3eclT.sel be-ui-rkt,

so daB (2. 1) fUr atle A £ S gilt.

Rund funfzig Jahre spater wurde dieses Problem wieder aufge-

griffen. Dabei konnte die folgende wesentliche Verbesserung er-

zielt werden.

Satz 2. 1 (MARCUS-MINC [38], p. 381). Es sei. S die Menge after

n x r\ - Matrizen^ n > 3. Dann g-ibt es im allgemeinen keine ti. neare

Abbildung T, so daQ (2. 1) fur atle A   S grilt.

Mit diesem Ergebnis war nun endgultig klar, dafl es keine allge-

meine Moglichkeit gibty Permanenten auf Determinanten zuriickzu-

fUhren.

2. 2. Konvertible Matrizen

Im AnschluB an Satz 2. 1 haben einige Forscher versucht, hin-
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reichende Bedingungen fur Matrizen herzuleiten, so daB (2. 1)
gilt. Wir wollen Matrizen mit dieser Eigenschaffc konvertibel
nennen. Wir vereinbaren uberdies, daB alle folgenden Abbil-

dungen T lediglich Vorzeichenanderungen in ihrem Argument
bewirken mogen. v(A) bezeichne die Anzahl der Nullen in 'A,
y(T(A)) bezeichne die Anzahl der van T in A hervorge-
rufenen Vorzeichenwechsel und N^ sei die Zahl

(2. 4)

n

N = -^(n2 -3n+2)

Satz 2. 2 (GIBSON [20], p. 474). Es set A eine konvertibte
n x n- (0, ^}-Matrz. x mi-t positiver Permanente. Dann gi-lt

(2. 5) v(A) S N .

Daa Gleichheitszeiahen gilt in (2. 5) genau dann, uenn A durch
Zeilen- oder Spaltenvertausohungen auf die Gestalt

(2. 6) T =
n

1 1 0 ... 0
'. *.. ...

'*... ;...".. i
'.. '... 0

'"... '1

gebraoht uerden kann.

Die Charakterisierung der Matrizen A mit \> (A) = N^ gestattet
es, fur diese Klasse detaillierte Aussagen uber die Abbildungen
T zu machen, so da6 (2. 1) gilt.

Satz 2. 3 (KRAUTER-SEIFTER [28], passim). Es sei A e-i-ne

n x n- {0, '\)-Matrix mit posi. ti. ver Permanente, ferner set

v(A) = N_, n > 4, und es gelte per A = det T(A). Dann gift
n

(2. 7) n - 1 < v(T(A)) $ (n^
\ 1 ) '
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uobei. jeder ganzzahtige Wert in di-esem Intervall fiir ein ge-

eignetes T tatsQohlioh angenommen uird. Auf der linken be-

ziehungsueise reohten Seite von (2. 7) gi. lt das Gtei. chheits-

zeichen genau dann, uenn die Matrix T(A) bi-s auf Zezlen-

oder Spaltenvertausohungen mit der Matrix

"n-

1 -1 .. 0
.

'.

-. 0
.. -1

1

beziehungsueise -U ttbeveinsti.mmt.
n

3. Die Vermutung von van der WAERDEN

3. 1. Von MARCUS und NEWMAN bis FRIEDLAND und BANG

1926 stellte van der WAERDEN [67] (in moderner Terminologie

formuliert) die folgende Frage:

Wi. e gro/3 i-st das Minimum der Permanente auf der Menge n alter

doppeltstochastisohen n xn - Matrizen ? (Eine quadratische Matrix
heifit doppettstoahastisoh, wenn ihre Elemente nichtnegativ sind
und uberdies ihre Zeilen- und Spaltensummen 1 sind. ) Die An-

regung zu dieser Aufgabe geht zuruck auf den

Satz 3. 1 (K6NIG [26], p. 458). Es set A eine niohtnegative

nxn-MatriXf deren Zeilen- und Spaltensummen denselben pos-i.-

tiven Wert besitzen. Dann gilt

(3. 1) per A > 0 .

MARCUS und NEWMAN sind die ersten Autoren, die sich mit dem ge-

nannten Problem beschaftigfc haben. Ihre Arbeit [37] stellt ein
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sorgfaltiges Studium der Eigenschaften von Matrizen aus ft^
mit minimaler Permanente dar mit dem Ziel nachzuweisen, daB all

diese Eigenschaften von genau einer Matrix erfullt werden,
nSmlich

(3. 2) Jn=

1

n

1

n

1

n

.

.

.

1

n

Dieses (von den erwahnten Autoren nur teilweise erreichte) Ziel

ist der Inhalt der "Vermutung von van der WAERDEN":

Fttr atle A   ft
n

gilt

(3. 3) per A >
n!

n
n

Die verscharfte Fassung enthalt uberdies die folgende Charakteri-

sierung des Gleichheitsfalles:

Jn (3. 3) tritt Gteiohheit genau dann ei-n, uenn A = J_
n

ist.

Der Arbeit von MARCUS und NEWMAN kommt das groBe Verdienst zu,

mtt dieser Vermutung und mit ihren Ergebnissen das innerhalb

der darauffolgenden zweieinhalb Jahrzehnte stark gestiegene In-
teresse an der Permanententheorie geweckt und wichtige Ideen zur

vollstandigen Losung des genannten Problems beigetragen zu haben.
In bezug auf die Geschichte der Vermutung von van der WAERDEN
verweisen wir auf MINC t46], pp. 95 -99 und MINC [49], pp. 25- 28

Aus der Fulle von Teilresultaten, welche vor dem Beweis von (3. 3)

erschienen sind, sollen lediglich zwei angefuhrt werden (beide

sind 1979 erschienen):

Satz 3. 2 (FRIEDLAND [17], p. 175). Fur alte A   n^ gi-lt

(3. 4) per A > e
-n
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Satz 3. 3 (BANG [ 3 ], p. 3). Fiir alle A   n gzlt

(3. 5) per A > e
1-n

Man beachte, daB die Schranken in (3. 3), (3. 4) und (3. 5) Von

nahezu gleicher GroBenordnung sind; es folgt namlich aus der

STIRLINGschen Formel

(3. 6)
n'

n
M V2rm

3. 2. FALIKMAN und EGORY^EV

Nach zahlreichen vergeblichsn Versuchen mehrerer Mathematiker

gelang es schlieBlich den sowjetischen Forschern FALIKMAN [15]

und EGORY^EV [14], unabhSngig voneinander den Nachweis fur die

Richtigkeit der Vermutung von van der WAERDEN zu erbringen.

(FALIKMAN reichte seinen Beweis 1979 ein, EGORY^EV 1980. ) Beide

erhielten fur ihre Leistung den FULKERSON-Preis 1982.

Beide Beweise beruhen im Grunde genommen auf einem Spezialfall

einer Ungleichung fur gemischte Diskriminanten quadratischer

Formen von ALEKSANDROV [ 2 ], pp. 231 -232, welche in der hier

benOtigten Form folgenderroaBen lautet:

Satz 3. 4. Es set A ezne mohtnegatzve n x (n-2) -Matrix^ es

sei-en x und y Spaltenvektoren mit n Komponenten und es

sei tiberdies x niohtnegati-v. Dann gift

(3. 7) (per(A, x, y)]2 > per(A, x, x) per(A, y, y)

Sind A und x positiv, dann gilt in (3. 7) rfas Gleichheits-

zei-chen genau dann, uenn x und y kolli-near sind.

Bin expliziter Beweis dieses Satzes findet sich bei KNUTH [25],
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p. 735 and van LINT [34], pp. 3 -4. (EGORY&V hat die Ungleichung
von ALEKSANDROV unmittelbar verwendet und konnte daher auf einen

Beweis verzichten. FALIKMAN hingegen bewies (3. 7) fUr den Fall

per (A, x, y) =0. ) WShrend FALIKMAN keine weiteren Hilfsmittel be-
n6tigt, benutzt EGORYSEV uberdies den

Satz 3. 5 (LONDON [36], p. 156). Es sei A = (aij)   ftn eine
Matrix mi-t m-tnimater Permanente. Dann gift far atte i und j

(3. 8) per A(i', j) S per A

1st a, ^ > 0, dann gilt in (3. 8) das Gleichheztszeiohen.

Eine Gegenuberstellung beider Beweise enthalten die schonen
Ubersichtsartikel von LAGARIAS [31], van LINT [35] und MINC [49].

Wir begnugen uns hier mit einer modifizierten Fassung dos Be-
weises von EGORY^EV (siehe SCHRUVER [60], pp. 117-118).

Satz 3. 6 (FALIKMAN [15], p. 932; EGORY^EV [14], p. 66). Filr atle

A   n g-Ltt

(3. 9) perA>^
Beweis. Es sei im folgenden A = (B, x, y)   n^ stets eine Matrix
mit minimaler Permanente, wobei B eine n x (n-2) -Matrix ist

und x = (x^,..., x^)T sowie y = (y,,..., y^)T Spaltenvektoren
sind. Entwickelt man per(B, x, x) nach der letzten Spalte, dann
erhalt man mit Satz 3.5

n n

(B, x, x) = S x, per(B, x, e( )) > 2 x^per(B, x, y) =
iT~i i^ ' ' rri 1

= per(B, x, y)
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aufgrund der Doppeltstochastizitat, wobei elA/ = (0,

1st mit 1 an der i-ten Stelle. Analog erhalt man

. , 1, ..., 0)

per(B, y, y) > per(B, x, y) ,

also

(3. 10) [per(B, x, y)]" < per(B, x, x) per(B, y, y)

Andererseits folgt aus Satz 3.4

(3. 11) [per(B, x,y)]" > per(B>x, x) per(B, y, y)

Nach Satz 3. 1 ist nun per(B, x, y) > 0 und somit folgt aus (3. 10)

und (3. 11)

(3. 12) per(B, x, x) = per(B, y, y) = per(B, x,y).

Daraus folgt wiederum

(3. 13)
per

x+;
[^'^'^x^} =

= -^ per(B, x, x) + ^per(B, x, y) +^-per(B, y, y) = per(B, x, y)

Da die Matrix ^B/ x^-<'x^-) doppeltstochastisch ist, besitzt
sie somit ebenfalls minimale Pennanente. Es sei nun die

Matrix A = (a, ^) so gewahlt, daB

$(A) = Sa,2,
i, J x:)

moglichst klein ist. (Dies ist stets moglich, da die Menge n^
aufgrund des Safczes von BIRKHOFF [ 6 ], p. 147 kompakt ist. ) An-

genommen^ es sei A + J^. Dann sind ohne Beschrankung der Allge-

meinheit die letzten zwei Spalten von A = (B, x, y) verschieden
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Da A minimale Permanente besitzt, ist dies nach der obigen

Rechnung auch bei X = (s, -^-, -^-} der Fall, jedoch gilt (wie
f>^

man leicht nachpruft) wegen x * y $ (A) < $ (A) im Widerspruch

zur Minimalitat von <I> (A) . Somit ist A = J^ und per A = n;
n

.

n-
n~

EGORY^EV konnte daruber hinaus die Eindeutigkeit der Matrix J

zeigen:
n

Satz 3. 7 (EGORY^EV [14], p. 66). In (3. 9) gift das Gtezchheits-
zei-chen genau dann^ uenn A = J^ i. st.

n

Beweis. Es genugt zu zeigen, daB die Bedingung notwendig ist.

Wir nehmen an, es gabe eine Matrix A   ?!" mit per A = n!n~ ,
jedoch A + J^. Ferner sei A so gewahlt, daB die Anzahl der

verschwindenden Matrizenelemente von A moglichst klein ist.

Sind mindestens n - 1 Spalten van A positiv, dann durfen wir

ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB A == (B, x, y)

mit B und x positiv und x + y ist. Dann folgt aus (3. 12)

die Gleichheit in (3. 7). Nach der Gleichheitsbedingung in Satz

3. 4 ist dies aquivalent dazu, da0 y = Ax fur ein geeignetes

X gilt. Aufgrund der Doppeltstochastizitat von A muB X = 1

gelten, also x = y sein im Widerspruch zur Annahme. Somit ist

A=Jn-
Besitzt A hochstens n - 2 positive Spalten, dann diirfen wir

A in der Gestalt A = (B, x, y) annehmen, so daB nicht alle

Spalten von B positiv sind und ferner y mindestens eine

verschwindende Komponente besitzt, wo die entsprechende

Komponente van x positiv ist. GemaB (3. 13) ist ^B, '~y't~t:~^
wiederum eine Matrix mit minimaler Permanente, welche zwar von

J_ verschieden ist, aber mindestens eine Null weniger enthalt

als A, womit wiederum ein Widerspruch vorliegt. Also ist auch

hier A = J.
n

Mithilfe des entscheidenden Satzes 3. 4 konnte mittlerweile ein

weiteres Problem erfolgreicli behandelt werden:
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Satz 3. 8 (FRIEDLAND [18], p. 120). Es set A   ft^ und es be-
zei-ohne

A. Dann gilt fiir alls 2^ k < n und A * J

o^ (A) dze Summe alter ^-r ei. hi.gen Unterpevmanenten von

n

(3. 14) o (A) > o (J) .

Dies bestatigt eine Vermutung von TVERBERG [65], p. 26 (TVERBERG

bewies (3. 14) fur k = 2, 3). Offensichtlich handelt es sich da-

bei urn eine Verallgemeinerung der Vennutung von van der WAERDEN ,

welche man fiir k = n erhalt.

4. Untere Schranken fur Permanenten

Es wurde bereits erwahnt, da0 die explizite Berechnung von

Permanenteh im allgemeinen ein schwieriges Problem darstellt.
»

Daher sind Schranken fur Permanenten, ausgedriickt durch leicht

zu berechnende Funktionen (beispielsweise Zeilensununen) , von

grofier Wichtigkeit. Da fur beliebige Matrizen keine scharfen

Abschatzungen zu erwarten sind, werden wir uns hier auf einige

wichtige Klassen von M^trizen beschranken. Im vorliegenden Ab-

schnitt soil die Frage nach unteren Schranken fur Permanenten

dieser Matrizen behandelt werden.

4. 1 . (0, 1) -Matrizen

Die groBe kombinatorische Bedeutung von Pennanenten auf der

Menge der (0, 1) -Matrizen wird in der Arbeit von Herrn SEIFTER

gebUhrend herausgestellt. Wir beginnen mit dem

Satz 4. 1 (HALL [21], p. 923). Es set A eine nxn-(0, 1) -Matrix

mi-t mindestens k < n Einsen je ZezZ-e und es sei per A > 0.

Dann gilt

(4. 1) per A > k!
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Man beachte in Satz 4. 1 die Zusatzbedingung per A > 0. Ohne

sie blieben die unteren Schranken unscharf, da der Wert der

Permanente wesentlich van der Anordnung der Nullen abhangt and

erst in zweiter Linie von der Anzahl der Einsen je Zeile. In

der Tat kann die Permanente einer n x n - (0, 1) -Matrix mit-

n(n-1) positiven Elementen verschwinden (Vorliegen einer Null-

Spalte).

FUr die Behandlung weiterer Ergebnisse ist es nutzlich, fol-

gende Bezeichnungen einzufuhren. Es sei a = (a,,..., a^) ein

n-Tupel reeller Zahlen. Dann bezeichne a
a = (a^,..., a )

= (a'][,..., a*)
n-Tupel, welches man durch Anordnung der Komponenten von

* *
in der Reihenfolge a, > ... > a^ erhalt, und es bezeichne

jenes

a

I _ (w\,..., a^)Q = lOl^y...^

der Komponenten van

'1 - " . - "n
jenes n-Tupel, welches man durch Anordnung

in der Reihenfolge a
1 £an erhalt,

Es sei A eine n xn - (0, 1) -Matrix mit den Zeilensummen
< _

r,,..., r_. Dann bezeichne A jene nxn-(0, 1) -Matrix, in1'''''"n
deren i-ter Zeile die ersten Elemente 1 sind und die rest-

lichen n - r; Elemente 0 (i=1,..., n). Beispielsweise hat fiir

(4.. 2) A =

1

0

0 0
1 1

0000
1001
0111

1

0

1

0

1

A die Gestalt

(4. 3) A =

1

1

1

0 0

1 0
0 0
0 0

0

0000

Satz 4. 2 (JURKAT - RYSER [22], p. 26; MINC [43], pp. 1129-1130)

Es set A eine n xn- (0, 1) -Matrix mit den Zei-tensummen

r,,..., r^. Dann gilt
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n

per A S 1 L max(0, r^ + i-n) .
i=1

FUv per A > 0 tritt Glei-ohhezt in (4. 4) genau dann auf, uenn
ee e-ine n x n - Permutationsmatri. x P gibt mi-t AP = A.

. /

Leider liefert Satz 4. 2 keine guten Schranken. Treten nSmlich
in der i-ten Zeile mindestens i Nullen auf, dann verschwindet
das Produkt auf der rechten Seite der Ungleichung (4. 4) und die

Aussage wird trivial. Jedoch ist eine Verbesserung mithilfe
einer einfachen Uberlegung moglich. Da die Permanentenfunktion
unverandert gegenuber Zeilenvertauschungen bleibt, kann man
diese gerade so vornehmen, daB die Zeilensummen in nichtauf-
steigender Reihenfolge angeordnet sind.

Satz 4. 3 (MINC [45], p. 503). Es set A eine n ^ n - (0, 1}-Matrix

mit den Zeilensummen r^,..., r^. Dann gilt

n

(4. 5) per A > n max (0, rT+ i- n) .
1=1

CGle-iohheitsbedingung uie in Satz 4. 2.)

DaB die Abschatzung (4. 5) besser als (4. 4) ist, geht hervor aus

dem folgenden

Hilfssatz (MINC [45 1 , P. 503). Es seien r^..., r^ nichtnegat-i. ve
game Zahlen < n. Dann gilt

n JL

n max(0, rT+i-n) > 1 I max (0, r^+i-n) .
i=1 ^ i=1

(4. 6)

In (4. 6) tritt Gteichheit genau dann auf, uenn entueder die
tinke Seite versohuindet oder r^ = r^ ^ur al^e i = 1,... »n
gilt.
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Jene nxn- (0, 1) -Matrizen, welche genau k Einsen je Zeile

und Spalte besitzen, verdienen besonderes Interesse; wir be-

zeichnen die Menge dieser Matrizen mit A^. Fur A   A^ ist

offenbar r: A   n_; somit gilt nach Satz 3.6

(4. 7) per A > n! ar
aufgrund der Multilinearitat der Permanente. Da die Matrizen in
Ak in jeder Zeile und Spalte n-k Nullen enthalten, ist eine
Verbesserung der Abschatzung (4. 7) zu erwarten. In der Tat folgt

aus MINC [46], p. 72, Problem 19 fur alle A   A^

(4. 8) per A > 2

und im Fall k = 3 ist es gelungen, eine wesentlich bessere

Schranke zu finden:

Satz 4. 4 (VOORHOEVE [66], p. 85). Fttr alle A   A^ gilt

(4. 9) per A > 6 . (^
n- 3

Leider laBt sich die von VOORHOEVE benutzte Beweismethode nicht

auf n > 3 ausdehnen. Wir definieren nun y,. (n) durch

(4. 10) y,, (n) = min (per A)

., "., ^,

Satz 4. 5 (SCHRUVER-VALIANT [59], p. 426)

(4. 11) y^(n) < k
2n ak)-1

Eine Folgerung aus diesem Satz betrifft die bei der Behandlung
des n ~dimensionalen Dimerenproblems wichtige GroBe
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n

e^ = lim'Vi.i^(n) .
n-co

Mithilfe der STIRLINGschen Formel erhSlt man aus (4. 11) un-

mittelbar

(4. 13) e,_ <̂ (k-1)
k-1

.

k-2

Die Tatsache, daB fur k = 1, 2, 3 (in letzerem Fall unter Ver-

wendung van Satz 4. 4) die Gleichheit in (4. 13) bewiesen werden

kann, veranlaBte SCHRIJVER und VALI1\NT zu der folgenden

Vermutung,

(4. 14) , (k-1)k-1
\--^2-

4. 2. Beliebige nichtnegative Matrizen

Von grundlegender Bedeutung fur die kombinatorische Matrizen-

theorie ist der

Satz 4. 6 (FROBENIUS [19], p. 274; KONIG [27]).

Es sez. A eine niohtnegative r\xn-Matrix. Dann gi-lt

(4. 15) per A > 0

genau dann, uenn A keine sx(n-s+1) - Null - Untermatrix ent-
halt (s =1,..., n - 1) .

NShere Informationen uber die Matrix A erlauben es, Ver-

besserungen von (4. 15) anzugeben. Fur eine positive nxn-Matrix

A = (a.. ^) definieren wir a = min (a, ^). Wegen a, ^ > 0 fUr
i, J 13

alle i und j ist dann a > 0 und es gilt offensichtlich
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(4. 16) n
per A > n! a" .

Gleichheit gilt in (4. 16) genau dann, wenn a^^ = a ist fUr

alle i und j.

Da bei der Bildung der Diagonalprodukte stets Matrizeneleiriente

aus verschiedenen Zeilen und Spalten genoimnen werden, geniigt es

fur unseren Zweck, das jeweils kleinste Element in jeder Zeile
zu wShlen, wodurch sich (4. 16) verbessert zu

n

(4. 17) ,. nper A > n! 1 1 a^ .
i=^l ln

Gleichheit gilt in (4. 17) genau dann, wenn alle Zeilen kollinear

zum Vektor (1,..., 1) sind. Eine weitere, wesentliche Verbesse-

rung von (4. 17) enthalt der

Satz 4. 7 (JURKAT-RYSER [22], p. 26; MINC [44]. p. 234). Es set

A = (844) eine ni. ohtnegati. ve nxn-Matrix. Dann gilt

(4. 18)

n i

per A > F[ S a^ .
i=1 t=1 *it

1st A positiv, dann tritt in (4. 18) Gletchheit genau dann auf,
uenn di-e ersten n - 1 Zeilen von A kotlinear zum Vektor

(1,. . . , 1) si-nd.

Satz 4. 7 besagt also, da6 per A nicht ubertroffen wird vom

Produkt des kleinsten Elements in <3er ersten Zeile mit der Summe

der zwei kleinsten Elemente in der zweiten Zeile und so fort.

Macht man sich wiederum die Invarianz der Permanente gegenuber

Zeilenvertauschungen zunutze, dan kann man die rechte Seite von

(4. 18) ersetzen durch das Maximum dieser Ausdrucke uber alle

Pennutationen der Zeilenindizes. Auf die Erwahnung weiterer

moglicher Verscharfungen sei hier verzichtet. Wir verweisen

diesbezuglich auf MINC [44].
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4. 3. (1, -1) -Matrizen

Als einzige Klasse von Matrizen, in welchen auch negative

Elemente auftreten konnen, wollen wir jene der n xn- (1, -1) -

Matrizen nSher betrachten. Die Menge dieser Matrizen werde mit

F_ bezeichnet. Eine wichtige Teilmenge von T_ bilden die

HADAMARD - Matrizen H (HH^ = nl). Beim Studium von Permanenten

auf F^ kann man sich auf den Absolutbetrag beschrSnken. 1st

nSmlich die Permanente einer Matrix A   r^ negativ, dann er-

hMlt man durch Multiplikation einer Zeile von A mit dem

Faktor -1 eine Matrix A'   r mit

(4. 19) per A' = - per A > 0

aufgrund der Multilinearitat.

Als erster befaBte sich WANG [68] mit der Frage, wann [per A|
fiir A C F_ den Minimalwert 0 tatsachlich annimmt.

Satz 4. 8 (WANG [68], p. 257). Es sei n > 2 yon der Form

n = 2k oder n = 4k + 1 fiir k   IN. Dann gibt es stets eine
Matrix A   T_ mit

(4. 20). per A = 0 .

WANG konstruiert in seinem Beweis folgende Beispiele:

(4. 21) A =

-1 1-1 ... 1 -1

(n-1)

fur n = 2k und
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(4. 22)

k<^

A =

3k ^

1

1

.

.

.

1

-1
.

.

.

-1

2k+1 2k-1

1 ... 1-1 ... -1

(n-1)

fUr n = 4k +1, wobei J(n)  r^ jene Matrix ist, deren Elemente
alle 1 sind.

FUr n = 4k+3, k £IS1, konnte WANG keine Antwort auf das zur

Diskussion stehende Problem geben (ausgenommen n = 3). Mitt-

lerweile ist es aber gelungen, fur spezielle n von dieser Bau-

art ein Teilresultat zu erzielen.

Satz 4. 9 (SIMION-SCHMIDT [62], p. 107; KRAUTER-SEIFTER [29],

p. 59) . £'s set n = 2k-1 fUr k   IN. Dann gift fur alte
Matrizen A C F,

n

(4. 23) [per A| > 0

Der erste offene Fall ware demnach n = 11. Satz 4. 9 legt un-

mittelbar die Frage nach dem Minimum von (per A| fur die dort
betrachteten n nahe. Eine allgemeine Antwort ist noch aus-

standig, doch gestatten die bisher untersuchten Falle k=1, 2,3
die (unveroffentlichte)

Vermutung. Es sei n = 2^-1 filr k   IN. Dann gilt

(4. 24) min |per A|
Aer.

^
n-tlog^nl-1

n
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5. Obere Schranken fiir Permanenten

5. 1. (0, 1) -Matrizen

Satz 5. 1 (MINC [42], p. 790). Es set A eine nxn-(0, 1)

Matrix mit den Zeilensummen r,,..., r^. Dann gi. tt

(5. 1) per A ^

n

n
i=1

ri+)

Glei. ohhei. t gilt in (5. 1) genau dann^ uenn A eine Permutations-

matrix zst.

MINC SuBerte uberdies eine Vermutung, deren Beweis zehn Jahre

SpSter von BREGt-IAN erbracht wurde und welche wir aus diesem

Grund gleich als Satz formulieren :

Satz 5. 2 (BREGMAN [ 8 ], p. 30). Es sei. A eine n xn - (0, 1) -

Matrix mit den Zeitensummen r^,..., r^. Dann gilt

n

(5. 2) per A< n
i=1

(r, !>
1/r,

G'lezchheit trztt in (5. 2) genau dann e-Ln, uenn es n x n-Per-

mutationsmatrizen P und Q gi-bt, so daB> PAQ di-rekte Summe

von Matri-zen J (k=1,..., t; v^+... +v =n) ii-st.

Die Verscharfung gegeniiber (5. 1) folgt aus der Ungleichung fiir

das arithmetische und geometrische Mittel fur die ersten r.

naturlichen Zahlen.

Auch in diesem Abschnitt wollen wir einen Blick auf die Menge

Ak werfen. Aus Satz 5. 2 folgt fur A   Ak^ unmittelbar
n
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(5. 3) per A < (k!) ".

Damit 1st auch eine Vermutung van RYSER [57], p. 458 gezeigt.

In den Fallen n + 0(mod k) konnte eine Verscharfung van (5. 2)
fUr k = 2, 3 erzielt werden.

2
Satz 5. 3 (MERRIELL [41], passim). Fur atle A   A2t+1 gitt

.t
(5. 4) per A < 2'

und fiir alte A   A^^. ^ gi-lt

(5. 5a) per A < 6t-1 . 9 ,

falls i = 1, und

(5. 5b) per A < [6t-2 . 92] ,

falls i = 2.

Die in Satz 5. 3 angegebenen Schranken sind bestmoglich. 1st

nSmlich J^n^ die nxn-Matrix, deren Elemente samtlich 1
sind, und ist K^ wie in (1. 7) erklart, dann gilt Gleichheit

n

i.n (5. 4), (5. 5a) und (5. 5b) far die Matrizen J""® ... ®J"'^®.K3
(J^2^ (t-1)-mal) beziehungsweise J( )©... ®J © K^ (J
(t-D-mal) beziehungsweise J(3) ©.. . ©J( ) ©K^CK^ (J
(t-2)-mal). Fur n > 3 gibt es lediglich vermutete Schranken.

5. 2. Beliebige nichtnegative Matrizen

Im Abschnitt 3 wurde das Minimum der Permanente auf der Menge

der doppeltstochastischen Matrizen bestimmt. Im Gegensatz zu
diesem laBt sich das Maximum sehr leicht bestinunen.
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SatZ 5. 4 (MARCUS-NEWMAN [37], pp. 61 -62). Fur atte AGO n

gilt

(5. 6) per A ^ 1

Gleichhe-it tritt in (5. 6) genau dann auf, uenn A eine Per-

mutationsmatria: zst.

Eine Verallgemeinerung auf beliebige nichtnegative Matrizen
bietet das folgende Analogon zu Satz 4. 7.

Satz 5. 5 (JURKAT-RYSER [22], p. 26; MINC [44], p. 234). Es

set A= (a^) eine nichtnegative n^n-Matrix. Dann gilt

n i

(5. 7) per A < JLL ^-i a^ .
i=1 t=1

1st A posit-iv, dann besteht in (5. 7) Gleiohheit genau dann,
uenn die ersten n-1 Zeiten van A kollinear zum Vektor
(1,..., 1) sind.

Mit der gleichen Begrundung wie in der Bemerkung nach Satz 4.7
kann man die rechte Seite von (5. 7) ersetzen durch das Minimum
dieser Ausdrucke uber alle Permutationen der Zeilenindizes
Es sei A = (a, ^) wiederum eine nichtnegative nxn-Matrix mit

den Zeilensununen r^,..., r^ und den Spaltensummen s^..., s^.
Dann gilt

n

(5. 8) per A < 11 r^

und

(5. 9)

n

per A < lls,,
i=1
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da auf der rechten Seite von (5. 8) und (5. 9) im allgemeinen

Uberflussige Terme auftreten. Aus diesen Ungleichungen folgt

schlieBlich

(5. 10) per A < min (fi
i=1

.-P, SJ-

was sich in folgender Weise verbessern laBt:

Satz 5. 6 (JURKAT-RYSER [23], p. 354). Es set A eine nioht-

negative n xn - Matrix mit den Zeztensummen r,,..., r und

den Spattensummen s,,..., s^. Dann gift

n

(5. 11) per A < 1 I min (r^s? .
1--1 x

Diese Abschatzung isfc bestmoglich. Es sei A =: (a^^) eine

Matrix, die den Voraussetzungen von Satz 5. 6 genugt. Ferner

enthalte jede (rechteckige) Untermafcrix van A eine Zeile

oder Spalte mit hochstens einem positiven Element und es gelte

a^ 4 = min(r^, s^') fiir i = 1,..., n. Dann tritt in (5. 11)

Gleichheit auf.

5. 3. (1, -1) -Matrizen

Auf der Menge T_ der n xn - (1, -1) -Matrizen ist das Maximum

des Absolutbetrages der Permanente klarerweise dul:ch n! ge-

geben; diese Schranke wird beispielsweise fur die Matrix J

erreicht. WANG [68], p. 360 stellte unter anderem die Frage

nach scharfen oberen Schranken fur den Fall, daB die be-

trachteten Matrizen in ?" nichtsingular sind.

Diesem Problem werden wir uns nun widmen. Dabei spielen drei

spezielle Matrizen aus r eine wichfcige Rolle.
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(5. 12)

(5. 13)

(5. 14)

Dn=

n

sn=

-1 1 ... 1

1''... '.. -. :
. .. '.. .. '
: ... . -. 1

. .

1 ... '1-1

1 1

1 -1

... 1
'.

.

. '. .
»

1
.

'1 -1

1 -1

1 './
. .

.

. .

1 ...

.. -1
.

.

.

-1

1 1

Satz 5. 7.

(5. 15)

(5. 16)

n

n! /_o^k
"n = per Dn = i^>^ (-2)" '

,_. perC^ (n+2) E i"^(-2)k+ (-2)"
n '-- n ^0 k!

Die Beziehungen (5. 15) und (5. 16) folgen unmittelbar aus einem
Satz van PERFECT [54]. p. 236 uber die Anzahl positiver Diagonal-
produkte in Matrizen der zur Diskussion stehenden Gestalt.

Satz 5. 8 (KR&UTER-SEIFTER [29], p. 57).

22n~'l(2n-1)B

(5. 17)
Per S2n-1 =

per S^ = 0 ,

2n
n

uobei B_ die n-te BERNOULLI-Zahl bezeiohnet.
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Die Herleitung dieses Ergebnisses erfordert die Kenntnis dos

Hit-Polynoms (RIORDAN [56], p. 165) and der exponentiell erzeu-

genden Funktion fur EULER-Polynome (ABRAMOWITZ-STEGUN t 1 ] ,

p. 804). Bemerkenswert 1st, daB die Folge (T^) mit T^= |perS^|
gerade die Tangensfunktion als exponentiell erzeugende Funktibn

besitzt, daB heiBt

(5. 18) E-n^- tan x
n=0 ns

wenn man noch T^ = 0 definiert (ABRAMOWITZ-STEGUN [ 1 ], p. 75),

Die T_ werden aufgrund dieses Zusammenhangs in der einschlagi-

gen Literatur Tangens-Zahlen genannt (COMTET [12], p. 259).

r_ mogen zueinander aquivalent heiBenZwei Matrizen A, B  

(A ~ B), falls B aus A durch Hintereinanderausfuhrung von

Transfonnationen der folgenden Art hervorgeht:

(a) Vertauschen van Zeilen und Spalten;

(b) Transponieren;

(c) Multiplizieren van Zeilen oder Spalten mit dem Faktor -1 .
Insbesondere gilt fur zwei zueinander aquivalente Matrizen

A, B   F.
n

(5. 19) i per A| = | per B

Eine detaillierte Betrachtung der eingangs erwMhnten Frage-

stellung fur n < 5 liefert zunSchst die Beziehung

(5. 20) [per A| ^ 9^ = 24

fUr alle nichtsingularen A   Fg. Gleichheit tritt in (5. 20)
genau dann auf, wenn A ~ C^ gilt. Ferner haben wir

(5. 21) I per A] < u),
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fUr alle nichtsingularen A   r^ mit A + Cc und A + Sc.

Entgegen

(5. 22) 16 = T^>U^= 8
/

kann mithilfe von Satz 5. 8 gezeigt werden, da6 fUr alle n > 6

(5. 23) Tn < un

gilt, sodaB die fur n = 5 erforderliche Zusatzbedingung

A 4* sn f(ir den Nachweis der Gultigkeit von (5. 21) entfalien

kann. SchlieBlich gelangt man zu zwei Vermutungen (KRXUTER-

SEIFTER [30]).

Vermutung 1. Es sei A   F^ ni-olttsingul&r, n > 5. Dann gi-tt

(5. 24) (per A| < 9^ ,

uobei. das Gteiohheitszeiohen genau dann sutrifft, uenn A ~ C

gi-lt.
n

Vermutung 2. Es set A   r^ niahtsinguldr mit A 4' C^,, n > 6.

Dann gift

(5. 25) I per A| < u .

Eine Charakterisierung des Gleichheitsfalles in (5. 25) ist

nieht bekannt.

Ein allgemeiner Beweis dieser Vermutungen durfte ziemlich

schwierig sein, da die Nichtsingularitat (eine uber die Deter-

minante definierte Eigenschaft!) zuwenig Infoi'mationen uber

die S-truktur der Matrix liefert, deren Permanente berechnet

werden soil. Im Rahmen eines allgemeineren Satzes konnte aber

folgendes gezeigt werden:
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SatZ 5. 9 (KR&UTER-SEIFTER [30]). Die Vermutungen 1 und 2 sind

riohtig filr atle in Frage kommenden Matrizen mz. t hQchstens

zyei negativen Elementen je Zezle und Spalte souie fur alle
dazu Squivatenten Matrizen.

6. Andere Problemkreise

In diesem Abschnitt werden neuere Ergebnisse der Permanenten-

theorie besprochen, welche sich nicht unmittelbar in die be-

reits behandelten Themen einordnen lassen.

In [46] fUhrt MINC auf p. 155 als alteste unbewiesene Per-

manenten-Vermutung jene von SCOTT [61] aus dem Jahr 1881 an.

Nach rund einhundert Jahren haben drei Autoren unabhangig von-

einander einen Beweis dafiir gefunden.

Satz 6. 1 (MINC [48], p. 145; KITTAPPA [24], p. 75; SVRTAN [63],

p. 204). Es sei. A= (a, ^) eine nxn- Matrix mit a^=(x;- y^T',

uobe-C x,,..., x^ und Yir... »y^, ^te versohiedenen LQsungen

der Gtei-ohungen x - 1 = 0 bezi. ehungsuei. se y + 1 = 0 sind.
Dann gi-lt

(6. 1) |per A[ =-^
n. 2~n [1-3-5-... '(n - 2)]^ fur ungerade n ,

0 fUr gerade n

Die entscheidende Grundlage aller drei Beweise ist der

Satz 6. 2 (BORCHARDT [7], p. 194). Es set A = (a,, ) eine
_1

n >t n - Matrix mit a.^ = (x^-y-j) 'i uobei x^,..., x , y^»... »y
komplexe Zahten bezeichnen. Dann gilt

(6. 2) det A per A = det (A * A) ,

uobei * das HADAMARD-Produkt zueier Matrizen bezeichnet
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Den kUrzesten Beweis erbrachte SVRTAN. Da er zudem den Vorteil

besitzt, mit elementaren algebraischen Hilfsmitteln auszukommen,

soil er hier skizziert werden.

Es seien G und H die Mengen der n-ten Wurzeln von +1 be-

ziehungsweise - 1 und es sei e   H beliebig, aber fest ge-

wMhlt. Aufgrund der vollstandigen Symmetrie der Permanente in

den Zeilen und Spalten des Arguments darf man annehmen, daB die

Elemente aus G und H von der Gestalt

(6. 3)
xi= a-

y^ = ea-

(i = 1,..., n) ,

(j = 1,..., n)

sind, wobei a eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel

1st. Fuhrt man nun die Bezeichnungen D^ = det A und D^ =
= det (A * A) ein, dann kann man unter Betrachtung spezieller,

aus den Tennen (1 - ea^) v zusammengesetzter zirkulanter

Matrizen zeigen, daB

(6. 4) D,. (-1)<n-1'^n^(x,)

mit

(6. 5) fv<xk> e-kE E(-I)I(I;)(I-
h H j=0

h) j-v

fur v = 1, 2 gilt. Spaltefc man die innere Summe in (6. 5) ent-

sprechend j < \» -1 und j ^ \> in zwei Teile auf und be-

rUcksichtigt man die Tatsache, daB

(6. 6)
n fur t = 0

h" -
hCH I 0 fur 0< t < n

1st, dann erhalt man aus (6. 5)
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(6. 7) fv<xk) = e
-k E(-1)^){E(1-h>^-n}

JZb \:)^(-h H

Ddmit sowie mit

(6. 8) E (1-h)-1
h£H

? , £] (1-h)
he H

r2 _ n(2 - n)

folgt Uber (6. 4) die Darstellung

n

(6. 9) Dv =

.

-k

e~k(n - 2k +2) fur v = 2 .

-(^)n A c-k far v -1'
k=1

l(-s>-",.
Wegen D^ * 0 folgt schlieBlich aus Satz 6. 2 (D^ per A = D^)

(6. 10)

n

per A = (-1) n~1 2~" PI (n-2k +2)
k=1

und daraus (6. 1) .

1967 aufierten MARCUS und MINC. [40], p. 306 die folgende

Vermutung. Es sei n > 2. Dann gift fur alle S   ft^

(6. 11)
<"Jn - s^

per s > per (-^

1st n S 4, dann gilt in (6. 11) das Gteichheitszeichen genau
dann^ uenn S = J^, gilt.

* Die in [40] ursprunglich fur n ;l 3 formulierte Gleichheits-
bedingung wurde fur n = 3 von WAMG [69] als falsch erkannt.
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Wie die erwahnten Autoren zeigten, folgt aus dieser Vermutung

jene von van der WAERDEN. Wahrend letztere mittlerweile be-

wiesen werden konnte (siehe Abschnitt 3), konnten in bezug auf

die obige Behauptung bisher nur Teilresultate hergeleitet

werden. MARCUS und MINC gaben Beweise fur hinreichend nahe bei

J^ liegende sowie fiir positiv semidefinite synunetrische S   ft,

([40], pp. 307-308), WANG [69], p. 147 fUr n = 3 und FOREGGER

[16]» p. 125 fUr n = 4. In seiner vor kurzem erschienenen

Arbeit [11] wies CHANG die GUltigkeit von (6. 11) im Komplement

einer Umgebung von J^ nach.

Satz 6. 3 (CHANG [11], p. 116). Es-set f(S) = per (-1-j (nJ^ - S)
IP S £ ft_ und es set k_ = d_(n-1)~n, uobei d^" die

n kn°dn<n-1) uobei <3__ die n-te
n

DSrangement-Zaht bezeiohnet. Dann gift

(6. 12) max (f(S)) = f(I) = k

S6"n
n

iBt n > 2 und -ist per S > k^ fur S   n^, dann gift (6. 11).

-nNach Satz 3. 6 1st h^ = min (per S) = n!n "; die Gultigkeit der
n

scn_
n

Vermutung ist also nur mehr fur h^ < per S < k^ unbekannt.
Diese Lucke wird fur wachsendes n stets kleiner: aus (1. 11)

nSmlich d^ ~ - und damit |k^ -h^| -» 0 fur n -» <».
n e ' n n

Es sei U = -1- (nJ_ -I) ; dann gilt fur alle S   n,
n ~ i ' n

-1- (nJ_-S) = SU und (6. 11) laBt sich schreiben in der Form
n - I n

(6. 13) per S > per SU

CHANG verwendet im Beweis van Satz 6. 3 eine wahrscheinlichkeits-

theoretische Interpretation der Permanente einer doppelt-

stochastischen Matrix nach H. L. HARPER (siehe WILF l70], pp. 249

250):
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Wir betrachten n Kugeln und n Schachteln. Der Vektor

(r,,..., r_) bezeichne das Ereignis, dafl sich in der Schachtel

m^ gerade r^ Kugeln befinden (j = 1, .. ., n) , wobei (m^,. . ., m )
eine Permutation van (1,..., n) ist. Bezeichnet man bei einem

simultanen Ubergang T^ aller n Kugeln die Wahrscheinlichkeit,

daB eine Kugel von der Schachtel i zur Schachtel j wechselt,

mit a^_, dann ist A = (a;^) eine doppeltstochastische Matrix.

1st nun p^(r,,..., r^) die Wahrscheinlichkeit, daB das Ereignis

(r,,..., r_) nach dem Ubergang T^ auftritt, wobei der An-
n

fangszustand (1,..., 1) war, dann gilt

(6. 14) p (1,..., 1) = per A

Bezeichnet ferner q (r^,..., r^) die Wahrscheinlichkeit, daB
das Ereignis (1,..., 1) nach dem Ubergang T^ auftritt, wobei
der Anfangszustand (r^,..., r^) war, dann erhalt man mithilfe
wahrscheinlichkeitstheoretischer Uberlegungen bei Summation

Uber alle moglichen Zustande (r^,..., r )

(6. 15) per SU = LJ Ps{r-\f " ' frn}q\}(r'\f " "rn)

und

(6. 16) qU(r1'--"rn) <qu(1'-'-'1) = kn'

woraus

(6. 17) per SU < qy(1,..., 1) ̂  pg(r^,..., r^) = k^

folgt. Damit ergibt sich wegen per SU = f(S)

(6. 18) £(S) < k = f(I) .

Fur per S > k^ folgt aus (6. 13) und (6. 18) sofort (6. 11)
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Abgesehen von verschiedenen Verallgemeinerungen der Vermutung
von van der WAERDEN (siehe auch Satz 3. 8) und den Bemuhungen,
sie zu beweisen, bietet das Studium der Pennanente auf der
Menge ft^ auch anderweitig ein interessantes Betatigungsfeld
(siehe [50], pp. 237-239), aus welchem hier ein Teilaspek-t
herausgegriffen werden soil.

Der Satz von BIRKHOFF [ 6], p. 147 besagt, daB n^ ein konvexes
Polyeder bildet, dessen n! Ecken die n xn-Perrautationsmatrizen
sind. Es liegt nahe zu fragen, ob die Permanente eine konvexe
Funktion auf

zeigen, daB
n

ist. Fur n = 2- kann man in der Tat direkt

(6. 19) per(aB + (1 -a)A) < a per B + (1 -a)per A

fUr alle A, B   0^ und fur alle a, 0< a < 1, gilt. Far n=3
hingegen konnte MARCUS ein Gegenbeispiel angeben (siehe auch
PERFECT [53]). In der Folge wurde versucht, entsprechende Aus-

sagen durch geeignete Einschrankungen von B zu bekommen.
PERFECT [53] bewies (6. 19) fur B = I und a = ^ sowie fur
beliebiges A   n^. Eine Verbesserung erzielten BRUALDI
und NEWMAN [ 9 ] fiir B = I und alle a mit 0< a < 1 sowie

fUr beliebiges A   n^. Angeregt durch ein weiteres Resultat
dieser Autoren beschaftigten sich LIH und WANG [33] mit der
folgenden

Vermutung. Fiir alle A   n^ und fur atle
gilt

a mit ^< a < 1

(6. 20) per(aJ^+ (1 -a)A) < a per J^ + (1 - a) per A .

Ein Beweis van (6. 20) ist bisher nur fiir n = 3 gegluckt; im
Fall n = 4 hat man bereits mit erheblichen Schwierigkeiten zu

rechnen.
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Satz 6. 4 (LIH-WANG [33]). Obige Vermutung ist riohtig fttr n=3.
Das Glei-chhei-tszeiohen tritt genau dann auf, uenn entueder a=1
ist oder A = J-> oder Of = -^ und A = ^ (3J3- I) bis auf

Zeilen- oder Spattenvertausohungen,

Da nach Satz 3. 6 per B > per J^ fur alle B   n^ gilt, er-
h51t man aus Satz 6. 4 unmittelbar die Beziehung

(6. 21) per J-, < per(aJ.> + (1 - a)A) < per A

fUr alle A   (2^ und far alle a. mit j < a < 1.

Van HERMITEschen Matrizen handelt eine auf MARCUS (siehe [46],

p. 156) zuruckgehende

Vermutung. Es sei. A eine positiv semidefznite HERMITEsohe
nk ̂ tnk - Matrix^ zusammengesetzt aus k Blooken A^, uelohe
n x. n - Matrizen sind. Fernersei B = (b^) di. e kx}^. -Matrix

mit b,, =perA_ (i, j =: 1,. . ., k) . Danngilt

(6. 22) per A > per B ,

Sind atte A,, positiv definite dann gilt in (6. 22) Gteiohheit
genau dann, uenn A die Form A = A 11

e Akkk besitzt.

LIEB [32] bestatigte diese Vermutunq fi-ir k = 2. Vor kurzem

gelang es dann PATE, fur syminetrische Matrizen und fUr hin-
reichend groBe n (bei beliebigem k) eine Ungleichung zu be-
weisen, welche (6. 22) verscharft.

Satz 6. 5 (PATE [52], p. 14). Es sei A eine positiv semi-de finite
symmetrisohe nk ̂ nk - Matrix von der in der obigen Vermutung an-
gegebenen Struktur. Ferner set C = (c^j) die kxk-Mafcr'za; mit
c^ = I per A,.;) (i, j = 1,..., k). Dann gibt es fur jedes k
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eine natiirtiche Zahl n^, so daB filr atle n s n^. g-ilt,

(6. 23) per A > per C .

Im Beweis dieses Satzes benutzt FATE die Tatsache, daB eine

positiv semidefinite symmetrische m xm-Matrix stets darstell-
bar 1st als GRAMsche Matrix ((x^, Xj)) geeigneter Vektoren
x,,..., x^ aus dem IR , wobei (.,. ) das innere Produkt
im IRm bezeichnet. Aufgrund eines von MARCUS und NEWMAN [39],

pp. 48-49 entdeckten fundamentalen Zusammenhangs laBt sich
die Permanente einer GRT^Mschen Matrix zurUckfuhren auf ein
inneres Produkt in der Synunetrieklasse der vollstandig symmetri-
schen Tensoren. Auf die ziemlich komplizierten Details soil hier

nicht eingegangen werden.

Wir schlieQen mit einigen Betrachtungen uber zirkulante Matrizen.

Solche Matrizen treten beispielsweise bei der Behandlung klas-
sischer kombinatorischer Fragestellungen, wie etwa bei probteme
des renoontres oder beim problSme des menages^ auf.

P_. bezeichne die n x n - Pennutationsmatrix mit Einsen an den

Stellen (1, 2), (2, 3),..., (n - 1, n), (n, 1). Dann nennen wir eine

Matrix der Form

n-1

(,6. 24) z = ?. ̂ ip^
i=0

mit c^   (OJ} (i=0, 1,..., n-1) und P^ = I einezzrfcuZante
(0, 1) ^Matrix oder (wie im folgenden stets bezeichnet) Zirkutante
Aus der Ubersicht in MINC [46], pp. 44-48 kann man entnehmen,
daB bis vor kurzem lediglich Zirkulanten mit XQ = = xk-1=1
und X,. = ... = X__, = 0 betrachtet warden sind. EADES, PRAEGER
und SEBERRY [13] haben sich mit Zirkulanten allgemeinerer Bau-
art beschaftigt, wobei vor allem die verschiedenen Methoden, die
zur Berechnung ihrer Permanente herangezogen warden, Beachtung
verdienen.
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Urn die Notation einfacher zu gestalten, genUgt es, eine

Zirkulante mit den Positionen der Einsen in ihrer ersten Zeile

zu identifizieren. 1st also A = (a_) (i, j = 0, 1,..., n-1)

und qilt a^^ = ... = a^, =1 (0< r < n-1), dann schreiben
~OJQ '" ~03 r

wir A = (a/,^",. . ., a^, ). Zwei Zirkulanten A = (a, ^) und '
'r' . - _ 1:

B = (b. ^) m6gen zueinander aquivatent heifien, wenn es

x, y   (0, 1,..., n - 1} gibt, so daB ggT(x, n) -- 1 und fur jedes

j   {0, 1,..., n-1} ^o^^y = b^j gilt.
Es seiA=(a, _) eine n x n-Matrix und B eine kxk-Matrix.

Unter dem KRONECKEH - Produkt AxB von A und B verstehen
2

wir die nk x nk -Matrix, die aus den n" Blacken a^^ B

(i, j = 0, 1,..., n-1) zusammengesetzt ist.

Satz 6. 6 (EADES-PRAEGER-SEBERRY [13], pp. 148-149). Es set A

evne beliebige (0, 1) -Matrix und es bezeiahne I die v xv
Einheitsmatrix. Dann gilt

(6. 25) per(A x1^) = (per A)

und

(6. 26)

m

per((I^+P^) xJ(In)) (m nkEfm)
j=o

WShrend man (6. 25) unmittelbar durch geeignete Zeilen- und

Spaltenvertauschungen erhalt, ist fur die Herleitung van (6. 26)
explizites Abzahlen der positiven Diagonalprodukte erforderlich.
Naturlich sind die in Satz 6. 6 betrachteten Matrizen im all-

gemeinen keine Zirkulanten, doch kann man mit den dortigen For-
meln folgendes herleiten. Wir betrachten eine n xn - Zirkulante
mit zwei positiven Elementen je Zeile, also eine Matrix (a, b).
1st dann ggT (n, a-b) = g, dann sind (a, b) und (0, g) zu-

einander aquivalent und wegen (0, g) = (In/g+pn/g^ >< Ig fol9t

(6. 27) per(a, b) = (per (1^^ + P^g))g = 2g .



77 -

A. R. Krautev: Permanenten

Auf Shnliche Weise erhalt man fur die 2k x 2k -Zirkulanten

(0, 1, k, k+1) sowie fur die 3k ^ 3k - Zirkulanten

(0, 1, k, k +1, 2k, 2k +1)

(6. 28) { per(0, 1, k, k+1) = 2^' +2"v,

per(0, 1, k, k + 1, 2k, 2k + 1) = 2'v"'3'^(1 +3^)

Neben dem in Satz 6. 6 benutzten Beweisverfahren und neben der

Herleitung von Rekursionsformeln fur schwach besetzte Zirkulanten

mithilfe des LAPLACEschen Entwicklungssatzes wird noch die

Methode der sogenannten komplementaren Entwicklung vorgestellt,

bei welcher es sich urn eine besonders einfache Variante des

Inklusions-Exklusions-Prinzips handelt. Es sei A = (a, ^)

eine (0, 1) -Matrix mit a,. _ = 1; die Matrizen B und C mogen

aus A hervorgehen, indem man a,, ^ = 0 setzt beziehungsweise

die k-te Zeile und m-te Spalte von A streicht. Aufgrund der

Multilinearitat der Permanente folgt dann per A = per B + per C .

Damit wurden beispielsweise die Derangement-Zahlen d^ =

= per(1, 2,..., n - 1) im Abschnitt 1 berechnet. Auf Shnliche

Weise gelangt man zu den n-ten Menage-Zahlen M^ =

= per(2, 3,..., n - 1) (siehe RYSER [58], p. 32).

Satz_6^7 (EADES-PRAEGER-SEBERRY 113], p. 157). Es sei. n gerade

und es

gift

und es bezeiohne R_ die Zirkutante (1, 3, 4,..., n - 1). Dann

(6. 29) per R^ =M^+ 2 .

Aus dem im AnschluB an Satz 6. 6 Gesagten folgt fur ggT(n, x) =2

(6. 3) per(0, 1, 2,. .., x-1, x+1,..., n-1) = Mn+2'
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