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q-IDENTITATEN
(vom Rogers — Ramanujan Typ)
von

Peter Paule

q-Identititen vom Rogers-Ramanujan Typ sind i.a. von der Gestalt

(| qf <1 sei stets vorausgesetzt)

n a =1+ ¥ % A | (1)
n=0 1-q°n j=1 (1-q)(1-q%)...(1-q7)

wobei die a, in den meisten Fdllen bestimmten Restklassen ange-
horen, wihrend moglichst "schone" bzw. "geschlossene" Formen fiir

die fj(q) erwinscht sind.

Obwohl diese Identitdten Ublicherweise innerhalb der Theorie der
q-hypergeometrischen Reihen betrachtet werden, zeigt es sich, daB
durch elementares Rechnen mit g-Binomialkoeffizienten [ﬁ] und
i.w. mit Verwendung des g-binomischen Lehrsatzes
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(a+x)(a+qx)...(a+tq" 'x) = % [ﬂ
k

(siehe z.B. [3]) bzw. der g-Vandermonde Formel

fi , .
rr;s] _ jzo [g][nfj] q(n-a)(r-J) (3)

(z.B. [3]) eine groBe Anzahl dieser Identitdten auf sehr einfache

Weise behandelt werden kann.
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Ausgehend von der Identitit
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Ein elementarer Beweis von (4) findet sich in [4].

Ji ;k(3k-1)
q

Wehlt man in (4) ) = (- und & =0, so erhdlt man den

Fall n=3 der q-Dyson Vermutung von ANDREWS [1].

Bemerkung: (5) 148t sich sehr einfach mit Hilfe der g-Vandermonde
‘Formel zeigen. Siehe z.B. [5].

Fir b » @ in (5) ergibt sich
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(Falls 6 =0 vgl. [2,(18)].)

Fir geeignet gewdhlte ¢, und a » o in (6) folgt

S
1 ® D g
T ¢ = % -(9-—)—-—— By e i » (7)
(@) k=l & j2o (@Wpgeg 234
Die weitere Vorgangsweise besteht darin, (6) und (7) geeignet zu
® a_ -1
kombinieren und das Produkt U (1-q ™) (linke Seite von (1)) auf
n=0

ein moglichst einfaches ng_m zu "reduzieren".
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Auf diese Art erhilt man nicht nur einfache Beweise wohlbekannter
Identititen, so z.B. das Eulersche Pentagnnalzahlentheorem, die
Rogers-Selberg oder die Gollnitz-Gordon Identitdten, sondern auch
ihre sog. analytischen Verallgemeinerungen wie etwa die der

Rogers-Selberg Identitdten
23%+.. .+2J2+2J MUY
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welche neu zu sein scheinen. Diese und weitere Beispiele findet
man in [ 5]. |

AbschlieBend mbchte ich die oben skizzierte Technik anhand der
Rogers-Ramanujan Identitdten demonstrieren:

__Aus der Jacobi Identitit (siehe z.B. [5,(9)]) folgt (A =0 oder 1)

® 1 1 ™ 2k(5k-(1+2l))
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(wegen (7) mit 6 =0 bei » =0, bzw. (7) mit 6 =1 bei i = 1)
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(wegen (6))

.2
+A
= (g 93———2 (wegen (2)).
j=0 (q)j

Damit sind die Rogers-Ramanujan Identititen bewiesen.
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