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1. EINLEITUNG

Die Permanente 1ld8t sich hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit
zwar nicht mit der Determinante vergleichen, doch gibt es einige
Gebiete wie z.B. Wahrscheinlichkeitstheorie ([38],[13]), Physik
([6),[16]) und Kombinatorik wo der Permanentenbegriff nutzbringend
verwendet werden kann. In dieser Arbeit werden folgende Problem-
kreise ndher betrachtet:

- Die Abz&hlung lateinischer Rechtecke.

- Die Bestimmung der charakteristischen Konstanten im
Dimerenproblem.

- Die Abzahlung nichtisomorpher Steinerscher Tripelsysteme.

- Die Abz&hlung der 1-Faktoren von Graphen.

- Die Bestimmung der Anzahl Eulerscher Orientierungen von
Graphen. '

= Die Charakterisierung konvertibler (0,1)-Matrizen.

- Das Permanentenpolynom von Graphen.

Bei den ersten fiinf Anwendungen handelt es sich um die Verwendung
von.PermanentenungleichungeﬁzurLﬁsung der betrachteten Probleme.
Im Abschnitt "Die Cﬁarakterisierung konvertibler (0,1)-Matrizen"
wird der umgekehrte Weg beschritten. Dort werden, bezugnehmend
auf eine Arbeit von C.H.C. Littlel[21], die konvertiblen (0,1)-

Matrizen mit Hilfe graphentheoretischer Methoden charakterisiert.

Das charakteristische Polynom, det (xI-A(G)),-von Graphen
(das ist das charakteristische Polynom der Adjazenzmatriz A(G))
wurde bereits sehr eingehend untersucht. Einen umfassenden Uber-

blick iiber diese Untersuchungen geben z.B. Cvetkovic, Doob und
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Sachs in ihrem Buch "Spectra of Graphs” [8], sowie Biggs in [1].
Nun gibt es aber auch erste Untersuchungen iiber das Permanenten=
polynom, per (xI-A(G)), von Graphen. Einige Ergebnisse zu diesem
Problemkreis werden im Abschnitt "Das Permanentenpolynom von

Graphen" angegeben.

Eine wesentliche Rolle im Zusammenhang mit beinahe all
diesen Betrachtungen spielt der Begriff der Inzidenzmatrif,'
der im nidchsten Abschnitt eingehend betrachtet wird.

2. Die Inzidenzmatrix

Es seien X1,...,Xm beliebige Teilmengen einer n-Menge

S = {x1,...,xn]. Die Inzidenzmatrix B = (bij) von X1,...,Xm ist
wie folgt definiert: B

1 falls x.€X
) i
bij = 14
0} sonst

1<i<m, 1<j<n.
Eine Folge (51"""Sm) von verschiedenen Elementen aus S

heiBt System verschiedener Vertreter (SVV) von x1,...,Xm falls
EXi fiir alle i, 1 <ism.

51
Zu einem beliebigen System'von Teilmengen X1,...,Xm braucht
es natiirlich kein SVV zu geben. Wir untersuchen nun die Frage,

wie viele SeVV zu einem gegebenen System x1,...,xm existieren.

Wenn (s1,...,sm) ein SVV ist, so gilt natiirlich msn und
es existiert eine Einbettung o:{1,...,m} » {1,...,n} so, daB
xé(i)EXi fiir alle i, 1 <i<m. Aus der Definition der Inzidenz-
matrix folgt dann, das bio(i)=1 fiir alle i. Natiirlich gilt auch
die Umkehrung. Es gibt also zu X1,...,xm genau dann ein SVV wenn
eine Einbettung o:{1,c00,m »{1,....,n} existiert, mit bio(i)=1
fiir alle i. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung

m
w = 1.

bio(i)

i=1

Um die Anzahl derSeVV zu bestimmen, summieren wir iliber alle
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Einbettungen o und erhalten auf diese Art die Permanente der

Inzidenzmatrix
m
z mb = per B.’
o i=1 (1)
Beispiel: )
S = {1’2,3’4} v x1= {1'3} I'a Xz = [1l2} [ x3 = [2l3l4}
1 (0] 1 (0}
B = 1 1 (0] (0] i per B = 5

o]
-
b
=

Sevv: (1,2,3), (1,2,4), (3,1,5, (3,1,4), (3,2,4).

3. Die'Abzahlung lateinischer Rechtecke.

Ein lateinisches rxn - Rechteck ist ein rechteckiges
Zeichenschema, in dem jede Zeile eine Permutation von n fest
gewdhlten Elementen ist und jede Spalte verschiedene Elemente

enthdlt (r<n).
k
Mit An bezeichnen wir die Menge aller nxn-(O,1)-Matrizen

mit genau k Einsen in jeder Zeile und Spalte; ferner sei L(r,n)
die Anzahl lateinischer rxn-Rechtecke iliber einer beliebigen
n-Menge S.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges lateinisches txn-Recht-
eck R, 1<t<r. Die Menge all jener Elemente aus S, die nicht
in der j-ten Spalte von R auftreten, werde mit Sj bezeichnet
(|Sj|=n—t fiir alle j, 1<j<n). Bilden wir aus R ein lateinisches
(t+1)x n-Rechteck, so kommen fiir die neue Zeile auf Grund der
Spaltenbedingung nur Elemente aus den Mengen Sj in Frage. Daraus
und aus der Spaltenbedingung folgt, daB die neue Zeile ein SVV
der Mengen S1""'Sn ist. Ist nun B die Inzidenzmatrix von Sl""'sn
so erhalten wir mit den Uberlegungen aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt, daB die Anzahl der Moglichkeiten, das lateinische txn-

Rechteck zu ergdnzen, gleich der Permanente von B, BEAg—t, ist.
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Es seien
m(k,n) <min [perA:AeA}:‘}
M(k,n) = max [perA:AGA]:l} .
pamit erhalten wir die Beziehung
r=1 x=1 r-1
n! 1 m(n-t,n) <n! T perB(t) <n! T M(n-t,n),
t=1 t=1 t=1
r-1
wobei T perB(t) die Anzahl der Mdglichkeiten angibt, aus einer
t=1

vorgegebenen 7eile ein rxn-Rechteck zu bilden. Da es fiir die

erste Zeile n! MBglichkeiten gibt,erhalten wir also L(r,n)
=1
= n! tg1 perB(t) (da die Inzidenzmatrizen ja von t abhdngen, wurde

die Schreibweise B(t) gewdhlt) .

Nun gilt fir nxn - (0,1)-Matrizen A mit den Zeilensummen

r1,...,rn die Abschdtzung
n 1/ri
]
perAsig1(ri.)

(Vermutung von Minc [27], Beweis von Bregman [2] und Schrijver [30])
¢

Da B(t)EAn ist B(t)‘natﬁrlich eine doppelt stochastische

1
n-t
Matrix. Somit gilt auch

per B(t) > (n—t)n 9—;-1

=

(Vermutung von van der Waerden [37], Beweis von Falikman [10]
und Egorychev [9]). Fir L(r,n) erhalten wir sodann

r-1 r-1

n
n! 1 E% =)< Liz,n) Sl m W ((n_t)!)1/(n-t)
LU R t=1 i=1
und mit einfacher Rechnung
r r-1 r-1
(311-1) n (n-t)?<L(x,n) <nt T i~ 430 WE
n €= t=1

Fiir die Anzahl L(n) der lateinischen n-Quadrate folgt sofort

(1) L(n)>_iﬂiil_ ((n_1),)n - (n!)2n
- n(n—1) = 2 -
) n

n
n
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Einen anderen Zugang ermdglicht der folgende Satz von M. Hall [14]

(erweitert und neu bewiesen von Mann und Ryser [22]):

Fir eine nxn - (0,1) - Matrix A mit t<n Einsen in jeder
Zeile und perA>0 gilt perAz=(t!).

Unsere Matrizen B(t) sind Vielfache von doppelt—stochastischen
Matrizen,weshalb nach einem Satz in [19] perB(t)>0 gilt. Dann
gilt aber auch perB(t)2t! fir alle t<n und somit

n-1 n
per B(t) = m t!.

1 t=1

(2) L(n) = n!

pus

t

Wie man sich unter Verwendung der Beziehung

n2 t t

e>1+n+ 5%+ L+ B>

2 !

as

leicht liberzeugt, liefert (1) eine bessere Abschdtzung als (2).

Nﬁn liegt aber die Vermutung nahe, daB die untere Schranke
fiilr Matrizen aus Aﬁ,die man unter Verwendung des Satzes von
Falikman - Egorychev erhidlt,noch verbessert werden kann. In [32]
wird folgende Schranke vorgeschlagen:

(k—1)k—1
kk-z

n k

(3) per A = ( ) ¢+ BEA_ .

Bewiesen ist (3) aber nur fiir k=3 (siehe [36]).

Ein Beweis von (3) wiirde nicht nur fiir die untere Schranke von
L(xr,n) bzw. L(n) sondern auch filir die in den folgenden Kapiteln

behandelten Probleme verbesserte Ergebnisse liefern.

4. Die Bestimmung der charakteristischen Konstanten im

Dimerenproblem

Problemstellungen im Zusammenhang mit bestimmten Strukturen wie
dem Ising-Modell des Ferromagnetismus, der Kristalltheorie und

der Adsorption zweiatomiger Molekiile in Atomgittern lassen sich

auf die Bestimmung der Anzahl mdglicher Uberdeckungen der zugrunde-
liegenden Struktur durch sogenannte Dimere zuriickfilhren. Dazu

benttigen wir einige neue Begriffe.
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Unter einem n-Quader verstehen wir ein d-dimensionales
Parallelepiped vom Volumen n, dessen Kanten die ganzzahligen

Lingen a1,...,ad haben. Einen 2-Quader nennen wir Dimer.

Beispiel: 2-dimensionaler 16-Quader

DN

Q — §

v
2-dimensionales Dimer

gur Bestimmung der Anzahl fa,a = (a1,...,ad), der Mdglichkeiten
einen n-Quader (n ist natiirlich immer gerade) mit Dimeren zu
iberdecken ,wurde von J.M. Hammersley [16] die folgende Vorgangs-
weise gewdhlt:

Wir teilen den n-Quader in n Einheitswiirfel t1""'tn
und fdrben diese soO schwarz und weiB, daB benachbarte wWirfel
verschieden geférbt sind. Mit Ti bezeichnen Qir die Menge der
zu ti benachbarten Wiirfel und mit B die Inzidenzmatrix zu TI""Tn'
In dieser Inzidenzmatrix sind die Zeilen- und Spaltensummen
‘h8chstens 2d, wobei die Gleichheit nur dann nicht gilt, wenn es

sich um einen am Rand des n-Quaders gelegenen wiirfel handelt.
Nun sei ¢ eine Permutation von (1,...,n} so, das

n

(4) L bisi) =)

gilt, d.h. die Wiirfel ti und to(i) sind fiir alle i, 1<isn,
benachbart. Wir iiberdecken nun die Wwiirfel ti und to(i) mit‘einem
schwarzen (weiBen) Dimer falls t; schwarz (weiB) gefdrbt ist.

pDa es % weiBe und schwarze Wiirfel gibt, werden auf diese Art alle
Einheitswiirfel, und somit der n-Quader, mit Dimeren iiberdeckt.

Es gibt also zu jedem positiven Produkt der Art (4) zwei Uber-

deckungen des n-Quaders mit Dimeren.
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Umgekehrt ergeben je zwei Uberdeckungen ein positives Produkt

in (4). Summieren wir jetzt iiber alle m&glichen Permutationen o
so erhalten wir

na s

o |
g

_ ..
1 bio(i) = per B = fa’

Zur Veranschaulichung dieser Argumentation das folgende Beispiel:

"
Y
~
N
(o ad
w
ad!

) 5 6 7 8
i t9 t10 t|1 t12
t13 t14 t15 t16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16)
5 3 7 8 1 2 6 413 11 15 16 9 10 14 12

5 7 2 413 15 10 12

2 4 5 710 12 13 15

1l



- 91 -

Nun wdhlen wir O wie in der obigen Skizze und Og beliebig: z.B.:

(245713101512

OS= =
1 3 6 8 9 11 14 16
. (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
= 0 =
5 1 7 3 6 2 8 413 11 15 16 9 10 14 12

und erhalten daraus diese neue Permutation o'.
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Im Fall d=2 k8nnen die Inzidenzmatrizen allgemein recht

genau beschrieben werden, wobei n=a,a,, a 2a,. Fiir B erhalten wir

253
[~ 7
I
I g Y
B = I I :
0 I X I
I

wobei I die a,Xxa, Einheitsmatrix ist und die azxa2 Matrix X

folgendes Aussehen hat:

(0 1 o ]
1 010 O
o 1 0 1 O,
X = h T o
0 "1 0 1
! o 1 0 )

Percus konnte in [28] die Beziehung

~

(5). per B = det B
beweisen, wobei
X I ]
0
iX X il
§ -
il X iI
0
| it X |

Somit gilt

fla;,a,) = Vdet B ,

eine Beziehung,die deshalb von Vorteil ist, da sich die Determinante
leichter berechnen 148t als die Permanente. Fiir d=23 wurde noch
keine Beziehung gefunden,die eine &hnlich einfache Berechnung der
Permanente ermdglichen wiirde,wie (5) fiir d=2. Im Fall d23 ist man

also auf Abschdtzungen angewiesen.
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Hammersley [16] zeigte, daB fir a; » « (fir alle i, 1<i<d)
der Ausdruck % 1n fa gegen einen Grenzwert Xd strebt. Das Problem

besteht nun darin, Xd fiir d>3 zu berechnen. Nach Hammersley gelten

die Ungleichungen
mn mn
1

(6) —g [ ...J 1n {4
41N 0] (0] a &

1

<!
a2 1n d.

v

. 2 &
: sin ei} d61d82...ded—x

™Mo

Filr d=3 erhdlt man daraus 0.41835 < &i$(3.54931. Bessere Schranken
fir Xd erhalten wir unter vVerwendung von permanentenungleichungen.
Die folgenden Uberlegungen wurden ebenfalls bereits von Hammersley
angestellt, wobei er seine Abschdtzungen allerdings nur vorbe-
haltlich der Richtigkeit der van der Waerden-Vermutung angeben
konnte:

Man identifiziert gegenﬁberliegende Seiten des n-Quaders
und erhilt auf diese Art einen "Torusquader". Damit werden alle
Einheitswiirfel zu inneren wWirfeln und die dazugehdrige Inzidenz-—
matrix B hat in jeder Zeile und Spalte genau 24 Einsen. Berechnen
wir nun pef B so erhalten wir anstelle von fa einen Wert fqua.

Hammersley hat aber gezeigt, daB

s

li
a,>x
e

InE_ = lip p In £, =)
i
Somit kdnnen wir zﬁr Bestimmung der unteren Schranke fir Xd den

Satz von Falikman - Egorychev auf B anwenden und erhalten

1
) G- -

d _21n d 0.153.

Diese Abschdtzung ist allerdings nur fir d>4 besser als jene

Schranke die Hammersley mit (6) erhielt.

Wiirde fiir die Permanente von Matrizen aus Aﬁ jene untere
Schranke bewiesen werden konnen, die in [32] (siehe auch Abschnitt 3
in dieser Arbeit) vorgeschlagen wurde, so kdnnte nach Minc [26]

die untere Schranke fir A3 auf 0.4400758 ... verbessert werden

Als obere Schranke fir Xd erhalten wir mit der ebenfalls
bereits friher verwendeten Qberen Schranke fiir Matrizen aus Aﬁ

die folgende Beziehung:
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fg = per B <per B S ((2d) 1)/ (2d)
£, < ((2d) 1)/ (4d)
a1 Lo . 1/24
kd = 1i2-5 Inf <= 1ln (2d)! = >1n((2d)1)
ay
1/2d

Wegen ((2d4)!)

<d fir alle d 23 ist diese Ungleichung besser

als jene,die Hammersley mit (6) erhielt. Fiir d=3 haben wir z.B.:

l3 < 0.54827.

S. Die Abz#hlung nichtisomorpher Steinerscher Tripelsysteme.

S sei wieder eine n-Menge {x1,.;.,xn}, n23. Ein Steinersches

Tripelsystem (STS) Sn der Ordnung n ist eine Menge von drei-

elementigen Teilmengen (Tripeln) von S so, daB jede zweielementige

Teilmengé von S in genau einem Tripel enthalten ist.

{01,2,3}3
{(1,2,4y, {2,3,5}, i3,4,6}, (4,5,7},

Beispiele: S3
-

{5.6,1, (6,7,2}, {7,1,3}}

Wir wollen uns zuerst iiberlegen,zu welchen n ein STS existiert.
Dazu betrachten wir ein beliebiges S_ mit b Tripeln. Nun k&nnen
~aus einer n-elementigen Menge (2) verschiedene Paare (wir unter-
scheiden (xi,xj) und (xj,xi) nicht) gebildet werden. Jedes dieser

‘Paare ist in genau einem Tripel enthalten, umgekehrt kdnnen

aus den Elementen eines Tripels genau 3 Paare gebildet werden.

Es gilt also

Ry - hin-1)

Nun wdhlen wir ein festes X . Natirlich ist Xy in genau n-1
Paaren enthalten. Ist X im Tripel Tj enthalten, so kénnen 2

Paare aus den Elementen von Tj gebildet werden, die Xy enhalten.



x, 1ist also in

i . &

_ n-1

r =5

Tripeln enthalten.r und b sind ganze Zahlen, folglich gilt
(7) n= 1 mod 6 oder n = 3 mod 6.

Ein STS Sn existiert also nur dann wenn (7) gilt. Die Inzidenz-
matrix von T1""Tb ist also eine bxn - Matrix mit genau 3 Einsen
in jeder Zeile und r Einsen in jeder Spalte. Zwei STSe S

und S ' nennen wir isomorph, wenn ihre Inzidenzmatrizen dgrch

Zeilen— und Spaltenvertauschungen ineinander iiberfiihrbar sind.

R.M. Wilsen [39] ermittelte fiir die Anzahl N(n) nichtisomorpher
STSe der Ordnung n die folgenden Schranken:
5 .
5n)n /12

2
(e < nin) £ e V2 78, n27:

Nun gelang es Wilson die untere Schranke mit der Anzahl L(n)
der lateinischen Quadrate in Verbindung zu bringen, was unter
Verwendung des Satzes von Falikman-Egorychev zur besseren Ab-
schatzung "

N(n) > (e'-sn)rl /6

fihrte.

Dazu widre zu bemerken, daB Wilson diese Abschdtzung durch-
filhrte ,bevor die Richtigkeit der van der Waerden-Vermutung bewiesen
wér, was ja auch bei der Bestimmung der charakteristischen Kon-
stanten im Dimerenproblem der Fall war. Unter Verwendung der
Vermutung von Schrijver und Valiant (siehe vorangehendes Kapitel)
konnte naturllch auch die untere Schranke fiir N(n) weiter ver-—

bessert werden.
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6. Die Abzihlung von 1-Faktoren von Graphen

Einige Zusammenhdnge bestehen zwischen der Permanenten-
und Graphentheorie. Dieser und die folgenden drei Abschnitte

behandeln einige dieser Verbindungen.

Es sei D ein gerichteter Graph mit n Knoten. Ein linearer
Untergraph L ist ein iiberdeckender Untergraph von D (ein- iber-
deckender Untergraph enth&dlt alle Knoten des Graphen, seine
Kantenmenge ist eine Teilmenge der Kantenmenge des Graphen)
so, daB von jedem Knoten in L genau eine Kante wegfiihrt und
genau eine Kante zu jedem Knoten hinfiihrt. Um die Anzahl der
linearen Untergraphen von D bestimmen zu k&nnen, bendtigen
wir.§ie Adjazenzmatrix A(D)=aijmvon D, die wie folgt definiert
ist:

1 wenn die Kante (vi,vj)El)

(0] sonst

Beisgiel:»v1 v

A(D) =

- = O O
o o o =
- O O O
O o = 0

pd
~

Nun ‘gehdrt zu jedem positiven Produkt in der Permanentenent-

. wicklung von A(D) natiirlich ein linearer Untergraph, umgekehrt
erhilt man fiir jeden linearen Untergraphen ein positives Produkt
'in der Permanentenentwicklung von A(D). Die Anzahl der linearen
Untergraphen ist also durch per A(D) gegeben.

Ein komplizierteres Problem ist die Bestimmung der Anzahl der

1 -Faktoren von Graphen. Ein 1-Faktor ist ebenfalls ein iberdeckender

Untergraph eines Graphen G, in dem aber jeder Knoten den Grad

1 hat. Ein 1-Faktor F ist also eine Menge von disjunkten Kanten

von G so, daB jeder Knoten mit genau einer Kante von F inzidiert.

Klarerweise gibt es hdchstens dann 1-Faktoren, wenn die Knotenan-

zahl von G gerade ist (ob der Graph gerichtet oder ungerichtet
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ist, spielt keine Rolle). Ein 1-Faktor reprdsentiert dann aber
auch eine Permutation,die aus k disjunkten Transpositionen be-
steht. Wir erhalten also die Anzahl u(G) der 1-Faktoren eines
Graphen G mit 2k Knoten durch

2k
®) we = B iy T :

wobei iiber die Menge T allerxr (2k)!/(2kk!) Permutationen summiert
wird, die als Produkt von k Transpositionen darstellbar sind.

Der unter (8) angefihrte Ausdruck stellt gleichzeitig die Definition
einer Matrizenfunktion dar, die von caianiello ([4], [5]) eingefihrt
wurde, und die wir hafnesches Aggregat nennen.

Es gilt also

p(G) = haf A(G).

Es gibt allerdings keine effiziente Methode haf A(G) auszu-
rechnen. Fiir symmetrische, nichtnegative Matrizen M (die Adjazenz-
matrizen ungerichteter Graphen erfilillen diese Voraussetzungen)
konnte Gibson [11] einen Zusammenhang zwischen haf M und per M

herstellen. Er zeigte, dafB
haf M < \Vper M .

Somit gilt auch 2k ‘
L(G) < VPETATEY £ I, (x;n"/Ts

wobei’ri die Zeilensumme der i-ten Zeile von A(G) (das ist die

Anzahl der zum Knoten vy inzidenten Kanten) ist.

_ Ein bipartiter Graph G(V,E) mit Knotenmenge V und Kanten-—
menge E ist‘wie folgt definiert:

Vv kann so in zwei disjunkte Teilmengen V1 und V2 partitioniert
werden, daB die Kanten von E nur Knoten aus V1 mit Knoten von
V2 verbinden.

Ist G(V,E) mit |vI=2k und IV1|=IV2|= k ein bipartiter

Graph,so kann seine Adjazenzmatrix wie folgt dargestellt werden:

0 C(G)

A(G) = C(G)T 0 ] , wobei C(G) eine kxk-(0,1)-Matrix ist.
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Man sieht leicht, daB in diesem Fall
haf A(G) = per C(G) = vper A(G)

gilt, eine Beziehung die im Abschnitt 8 noch eine. gewisse Rolle
spielen wird.

7. Die Anzahl eulerscher Orientierungen von Graphen

Ausgehend vom Kdnigsberger Briickenproblem hat Euler 1736 folgende
Frage gestellt und beantwortet:
Wann kann man in einem ungerichteten Graphen G(V,E) einen
Weg finden,der jede Kante genau einmal enthilt und im Ausgangs-
knoten endet?
Euler hat gezeigt, daB dies genau dann mdglich ist, wenn
Jeder Knoten von G geraden Grad hat Erfiillt ein Graph diese

Bedingung so sprechen wir von einem eulerschen Graphen.

Nun sei G(V,E) ein ungerichteter eulerscher Graph. Orientieren
wir die Kanten von G so, daB fiir jeden Knoten des orientierten
Graphen der Eingangsgrad gleich dem Ausgangsgrad ist, so sprechen
wir von einer eulerschen Orientierung von G. Die Anzahl der

eulerschen Orientierungen bezeichnen wir mit e (G) . Fir 2k-regulire
Graphen mit n Knoten hat Schrijver [31] folgende Schranken ange-
geben:
-k, 2k 2k, . n
7ENT <@ < ()
Der Zusammenhang mit der Permanententheorie ist hier auf folgende
Art gegeben:

Es sei B(G) die Inzidenzmatrix des Graphen G(V,E) wobei

IEi = m und |V| =n (hier ist V die zugrundeliegende n-Menge
und die Kanten sind die in der allgemeinen Definition der Inzidenz-
matrix verwendeten Teilmengen). Aus B(G) bilden wir die Matrix
B*(G) indem wir jede Spalte k-mal wiederholen (G ist 2k-regulir).
Somit ist B*(G) eine mxm-Matrix. Dann gilt

pexrB* (G)
= (k)" 5
Nachdem G 2k-regulidr ist, gilt auch B*(G)GAik. Somit k&nnen wir

e (G)

wieder die bekannte Ungleichung von Bregman verwenden und erhalten



o ((2k)!)1/2k (i)
e(G) = BEIBX(O) o 17 =
(k1) k!
1=1
n 1/2k, k
(LB @D TT R g2 § @R 2Ky
0k i=1 k! i=1 (kY
goqk!

(1) gilt, da fir 2k-reguldre Graphen m = kn. Die untere Schranke
wird auf rein graphentheoretischem Weg bewiesen und ist besser
als jene Schranken,die man mit dem Satz von Falikman-Egorychev

oder der Vermutung von Schrijver - Valiant erhdlt.

8. Die Charakterisierung konvertibler (0,1)-Matrizen

In allen vorhergehenden Abschnitten wurden verschiedene
Probleme durch die Verwendung von Ergebnissen aus der Permanenten-—
theorie geldst. In diesem Abschnitt wird der entgegengesetzte
Weg beschritten; wir 1&sen ein Problem aus der Permanententheorie

auf graphentheoretischem Wege. Dazu einige Definitionen:

Die nxn-Matrix C = A*B ist Hadamard-Produkt der beiden

nxn-Matrizen A und B wenn

c,. =a..'b...
1] 1] 1]

Einer Fragestellung von Polya [29] folgend, hat Szegd [34]

bewiesen, daB es zu jeder nxn-(1,-1)-Matrix A, n>2, eine nxn-
Matrix M gibt mit

(9) ‘per (M*A) * det M.

(9) kann auch in der Form
per (M*A) * det ( (M*A)*A)

geschrieben werden, womit Szegss Ergebnis auch gilt wenn Wwir (9)
durch

(10) ! per M + det (M*A)

ersetzen. Szegd hat eigentlich gezeigt, daB es eine nxn-(0,1) -

Matrix M gibt so, daB fir alle nxn-(1,-1)-Matrizen A die Beziehung



(10) gilt (fir alle n>2).

Eine (0,1)-Matrix M nennen wir konvertibel wenn
(11) per M = det (M*A)

flir mindestens eine (1,-1)-Matrix A gilt.
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Gibson[12] hat gezeigt, daB konvertible nxn-(0,1)-Matrizen

152
mindestens Qn = i(n

-3n+2) Nullen enthalten. Fiir jene Matrizen

mit genau @  Nullen wurden von Krduter und Seifter [20] Aussagen

{iber die Anzahl sowie Anordnung der negativen Elemente in M*A

bewiesen.

Little hat nun in [21] die konvertiblen (0O,1)-Matrizen mit

Hilfe graphentheoretischer Methoden charakterisiert. Dazu mufBite

er zunichst die Problemstellung in die Graphentheorie "iiber-

setzen", was wir im folgenden nachvollziehen.

Es sei M eine nxn-(0,1)-Matrix. Der zu M gehdrende Graph

G(M) hat dann die Knotenmenge

x; genau dann mit yj durch eine Kante verbunden ist, wenn m,

Der so konstruierte Graph ist natlirlich bipartit.

Beispiel: 1 2 3
0] 1 (0]
M = 1 1 1 G(M)
' ) 1 1
Yy Y Y3
0 O O o 1 O]
(o] (0] (0] 1 1 1
AlCH ) = oo o o 1 1
(0] 1 (0] (0] (0] (0]
1 1 1 0 0 (0]
1O 1 1 (0] (0] 0O ]
Nun sei G ein gerichteter Graph mit V(G) = {vﬁ,...,vn}

Die nxn-Matrix R(G) =

—1

X1,...,Xn,y1:-~-1yn

(x jl ist wie folgt definiert:

wobei

X

=1.
J
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1 wenn (vi,vj)eE(G)
rij =9 -1 wenn (vj,vi)eE(G)
(0] sonst

F = {f1""’fk} sei die Menge der 1-Faktoren eines gerichteten
Graphen G*. Dem 1-Faktor

*, ‘4
fi - {(ui1 Iwi-‘) (uiz Iwiz) 7§ °°*°7 (uin’v,in)} 14 uij 'wij€V(G ) I1sjsnl

wird ein positives Vorzeichen zugeordnet wenn

UiqWi9%32%52 o Yin"in
eine gerade Permutation von
U qWeqi2¥2 o0 Yin"1n
ist, sonst ein negatives Vorzeichen. Natilirlich hdngt das Vorzeichen

von fi von der Wahl des 1-Faktors f1 ab,; nicht aber die Partition

der 1-Faktoren in 2 Mengen mit demselben Vorzeichen.

Einen ungerichteten Graphen G bezeichnen wir als pfaffschen

Graphen wenn die Kanten von G sO orientiert werden kdnnen, daB
alle 1-Faktoren des aus G erhaltenen Graphen G* dasselbe Vor-
zeichen haben.

Nun sei M eine nxn- (0,1)-Matrix und G = G(M). G* sei ein
gerichteter Graph.der aus G durch Orientierung der Kanten ent-
*
steht. Wir definieren M* = (mij) wie folgt:
*
1 wenn (xi,yi)EE(G )
m,. = -1 wenn (yj,xi)EE(G*)

(0) sonst
Wie man sich leicht {iberzeugt, gilt

0] M*

_M*T (o)

R(G*) =

wenn wir die Knoten entsprechend nummerieren, und somit

|det R(G*)| = (det)?,
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Von Cayley [7] wurde gezeigt, daB fiir schiefsymmetrische Matrizen
A die Beziehung

(pf(a))2 = det A

gilt, wobei pf(A) das pfaffsche Aggregat von A bezeichnet
(dieser Satz wurde von Halton [15] auf rein kombinatorische Art

neu bewiesen). Damit erhalten wir

’

| pf R(G*)| = |det M*|,

Kasteleyn [1§ hat weiters gezeigt, daB

| F | = | pf R(G*)I

gilt, wenn alle 1-Faktoren von G * dasselbe Vorzeichen haben.

Es gilt also auch
(12) [F1 = ldet M*|,

Wie bereits an friiherer Stelle erwdhnt (siehe Kapitel 6) gilt
natiirlich auch die Beziehung

(13) ) IF|l= per M.

Haben also allé 1-Faktoren von G* dasselbe Vorzeichen so gilt
mit (12) und (13) auch

ldet M*| = per M.

Eine (0,1)-Matrix M ist somit genau dann konveftibel, wenn
der Graph G(M) pfaffscher Graph ist. Da G(M) bipartit ist,
genligt es, die bipartiten pfaffschen Graphen zu charakterisieren.
Um den entsprechenden Satz von Little formulieren zu kdnnen,
bendtigen wir noch einige Begriffe.

" Es sei G = G(V1UV2,E) ein bipartiter Graph, £ ein 1-Faktor
von G. Gf ist der Graph der aus G entsteht, wenn wir jede Kante
von f so orientieren daB sie von V1 wegfiihrt, und jede Kante von

E(G)-f so orientieren, daB sie zu V1 hinfiihrt.

Ersetzen wir in einem Graphen G eine Kante (Vi’vj) durch

zwei Kanten (vi,w) und (w,vj) so sprechen wir von einer

elementaren Unterteilung der Kante (vi,vj).

Zwei Graphen G und G' sind homdomorph, wenn wir G' und G
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durch eine Folge von elementaren Unterteilungen aus demselben
Graphen G" konstruieren kdnnen.

Der Satz von Little lautet nun folgendermaBen:
Ein bipartiter Graph G ist genau dann nicht pfaffscher Graph

wenn ein 1-Faktor f von G existiert so, daB ein Untergraph
von Gf homdomorph zu H ist, wobei ’

9, Das Permanentenpolynom von Graphen.

Es sei M eine nxn-Matrix iiber einem Kdrper K. Das Permanenten-
polynom von M ist dann die Permanente der charakteristischen
Matrix:

_ Jn n-1 neZ _a N
“per(xI—M) = X Cc X + X cee + (1) .

Mit §per(M) bezeichnen wir die Menge der Nullstellen des Permanenten-—
polynoms (Permanentenwurzeln).

Bevor wir das Permanentenpolynom von Graphen betrachten,
wenden wir uns einigen allgemeinen Ergebnissen zu, wobei K immer

der Kdrper der komplexen Zahlen ist.

von Brenner und Brualdi [ 3 ] stammt das folgende Resultat:

M sei nxn-Matrix iiber K mit dem Spektralradius r. Dann gilt

Sper(M) c {z| lzl<r}.
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Fiir normale nx-n-Matrizen M hat Merris [24] bewiesen, daB

(14) S e'r(M)C{lez|£cr}

wobel & = (+(2nrm 2172,

Fiir hermitsche Matrizen mit den Eigenwerten A1 > .00 2 xn wurde

in [24] auch gezeigt, daB jede reelle Permanentenwurzel im Inter-
vall [An,k1] liegt. Dies fiihrte zur Vermutung, daB fir hermitsche
Matrizen die Konstante c¢ in (14) durch 1 ersetzt werden kann.

Von Fiedler (siehe [25]) wurde aber das folgende Gegenbeispiel

zu dieser Vermutung gefunden:

Die Matrix M = 4I4—J4 (I4...4x4-Einheitsmatrix J4 ‘e
4x4-Matrix deren Elemente alle 1 sind) hat das charakteristische
Polynom x(x—4)3, aber eine Permanentenwurzel um %.

Weitere allgemeine Ergebnisse iiber das Permanentenpolynom
einer Matrix M iiber K sind z.B. in [25] angefiihrt. Wir wenden

uns imlfolgenden dem Permanentenpolynom
per(xI - A(G))

von Graphen zu (A(G)...Adjazenzmatrix). Die betrachteten Graphen
sind dabei immer endlich und enthalten keine Mehrfachkanten

oder Schlingen. Die {iber das Permanentenpolynom von Graphen
bisher bewiesenen Ergebnisse sind im Gegensatz zu den Ergebnissen
{iber das charakteristische Polynom, det(xI—A(G)), noch nicht sehr
zahlreich (eine umfangreiche iibersicht iiber det(xI-A(G)) bietet
z.B.[ 8 1). Sehr gute Kenntnis hat man aber bereits iiber die

"Koeffizienten des Permanentenpolynoms:

Es sei
‘per (xI-A(G)) = x"-c xn-1 + c xn—z - ..(-1)nc .
1 2 n
Dann gilt
= x 2XE 4 <i<n
1 H

wobei iiber alle Untergraphen H von G mit i Knoten,deren
Komponenten Kanten und Kreise sind, summiert wird. k(H) ist

dann jeweils die Anzahl der Kreise in H.

Ein ganz &dhnliches Ergebnis kennt man schon lange fiir
das charakteristische Polynom

det (xI-2) = xn—a1xn“1 + azxn_2+...+(-1)nan-

Es gilt ndmlich



a, = (-1} g TERE)
= H

wobei H und k(H) wie oben definiert sind. r(H) = i-c, wobei

1<i<n,

¢ die Anzahl der Komponenten von H ist.
Fiir Biume sind die Zusammenhdnge noch enger. Es gilt sogar

(15) c; = Iai

Unmittelbar einsichtig ist die Tatsache, daB isomorphe
Graphen dasselbe charakteristische und dasselbe Permanenten-
. polynom haben. Nun hat man sich in der Graphentheorie auch mit

der umgekehrten Fragestellung beschdftigt.

Kann man aus der Gleichheit der charakteristischen Polynome

zweier Graphen G und G' schlieBen, daB G und G' isomorph sind?

Dies ist im allgemeinen nicht méglich, da z.B. die folgenden
beiden nichtisomorphen Graphen dasselbe charakteristische

Polynom haben:

det (xI-A(G)) = det(xT-A(G")) = xC-7xt-ax3+7x%+ax-1.
Allgemein hat Schwenk [33] fiir das charakteristische Polynom

von Biumen bewiesen, daB

s

. n
lim — = O,
n-e© n

wobei t die Anzahl der Biume mit n Knoten ist und Sh die Anzahl

der Baume mit n Knoten die zu keinem anderen Baum kospektral sind.
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Nun kann man dieselbe Fragestellung auch vom Permanenten-
polynom aus betrachten. Wegen der Beziehung (15) ist aber
sofort klar, daB das Ergebnis von Schwenk auf das Permanenten-
polynom ﬁbertraébar ist. Allerdings haben z.B. die beiden oben
angegebenen kospektralen Graphen mit 6 Knoten verschiedene
Permanentenpolynome. Dies gilt auch fiir die drei folgenden
kospektralen Graphen mit 7 Knoten:

(a) (c)

Turner [35] hat aber zwei nichtisomorphe kospektrale Graphen mit
9 Knoten gefunden, die auch dasselbe Permanentenpolynom haben.
Das Permanentenpolynom diirfte fiir Untersuchungen bzgl. des Iéomorphie-
problems also zwar geringfiligig, aber nicht grundlegend besser
geeignet sein als das charakteristische Polynom.

Von Johnson und Newman[17] wurde das charakteristische
Polynom der Matrix Ay(G) untersucht, wobei Ay(G) wie folgt
definiert ist:

Jede Null in A(G) wird durch eine Eins, jede Eins dﬁrch

eine Variable y ersetzt.

| Nun hatten die beiden kospektralen Graphen mit 6 Knoten
wohl verschiedene charakteristische Polynome, wenn A(G) durch A _(G)
ersetzt wurde, nicht aber die beiden mit (a) bzw. (b) bezeichneten
Graphen mit 7 Knoten. Untersuchungen iiber per (xI-Ay(G)) wurden
bisher noch nicht angestellt.

‘Weitere Ergebnisse gibt es noch fiir das Permanentenpolynom
der Laplace-Matrix L(G) eines Graphen, wobei L(G)=D(G);A(GL,Wenn
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D(G) jene Matrix ist,die in der Hauptdiagonale die Grade der
Knoten enthdlt (sonst 0).

Nun sei H ein echter Untergraph von G, mit

per(xI-L(H)) = xk—b1xk—1+b2xk_2-...+(-1)kbk.
Dann gilt
ci'>bi fiir 1 <1<k ’
und
cn_j>ibk_j fiir 0 £3J <k,

wobel die cs, 1 <s <n, die Koeffizienten des Permanentenpolynoms
von G sind.

“In 24 hat R. Merris einen Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms und des Permanenten-
polynoms der Laplace—MaEfix von Biumen hergestellt. Zur Formulierung
des entsprechenden Ergebnisses bendtigen wir noch einige neue
Begriffe.

Es sei G = G(V,E) und [v,E] = {(v,e)€EVxEI|vEe}. Zwei geordnete

Paare (v1,e1) und (v2,e2) aus [ V,E ] nennen wir iiberlappend

wenn v, =V, oder e; = €. Eine Teilmenge X<[V,E] nennen wir

nicht-iiberlappend, wenn sich die Elemente von X paarweise nicht

{iberlappen. Wenn z€E SO ist
[Wz,E] = {(v,e)E[V,E]l“vﬁ z} .

Fiir jedes k bestimmen wir jetzt Werte ck,t(G) wobei 1 <t< [%]
pazu bilden wir X = j§1 W\zj,E] 'Ck,t(G) ist dann die Anzahl
der (k-2t)-elementigen nicht iiberlappenden Teilmengen von X
(im Fall t = k/2 ist ck,t(G) die Anzahl der Mengen mit k/2
paarweise disjunkten Kanten).

Nun sei T ein Baum mit n Knoten und

det (XI-L(T)) = xn—d1xn—1+d2xn_2—...+(-1)ndn
per(xI-L(T)) = xn—p1xn_1+p2xn‘2-...+(—1)npn-
pann gilt [k/Z] N
= 2
Py dk + e 2 Ck,t(T)'

Fiir die Permanente der Laplace-Matrix wurden in [23] bzw. [25]
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auch obere und untere Schranken angegeben. Ist G ein zusammen-
hdngender Graph mit n Knoten,so gilt
n-2 n-r r
n

2(n-1)< perL(G)< n! I (=1) "n_
r=0 r!

wobei die Gleichheit nach unten genau dann gilt, wenn G ein
Stern ist (ein Stern mit n Knoten ist ein vollstindiger bi-
partiter Graph mit IV1I = 1 und IV2| = n-1). In der Abschidtzung

nach oben gilt Gleichheit genau dann, wenn G der vollstindige
Graph mit n Knoten ist.
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