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Universalite des Polynomes de Schubert
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On peut caracteriser 1'anneau des polynomes symetriques en une infinite de
variables par des proprietes algebriques :

1) c'est un Z-module dont la base {s } est indexee par les partitionj
(i. e. les suites finies croi-ssantes d'entiers ^. 0)

2) Ie produi-t verifie les formules de Pieri

V" , Vi , sl... l . SI = £SJ

somme sur toutes les partitions J = (J(,.. ->J )
j, = i, +e, , ... , e^=0ou 1 , S ^ -n .

J, = ii+^i

Par exemple

sl . S01334 = sl1334 + S02334 + SOI344 + S0l335

Comme les representations irreductibles des groupes symetriques (Ie produit

est induit par Q , xfi' " <^&p. +p" ). les representations irreductibles
d'un groupe lineaire (Ie produit est Ie produit tensoriel), les classes des
varietes de Schubert dans une grassmannienne (Ie produit est 1'intersection)
verifient les formules de Pieri, chacune des algebres qu'engendrent ces ob jets

est isomorphe a 1'anneau des polynSmes symetriques, avec comme base canonique
les fonctions de Schur.

On veut maintenant caracteriser 1'anneau des polynomes muni de 1'action du

groupe symetrique (permutation des indeterminees). La base canonique, en tant
que Z-module, n'est pas 1'ensemble des monSmes, mats la famille des polynomes
de Schubert { Y } indexee par les suites finies d'entLers^q , et la multipli-
cation est determinee par les regles de Pieri/Monk :

yn 'VI . Y0.. 010.. 0 . YI S Y

Pour ecrire commodement les J apparai-ssanE a droite dans cette formule,

on a besoin de"decoder" : une permutation w=w^ w^ w^ ... a pour code
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{wn ' ">P . wn<wp) .la suite finie J = (jp j^ ,... ) , oQ j = card ̂  w^ , n>p , w^<w^
Reciproquement, une suite finie (prolongee par un nombre idoLne de zeros)

donne une permutation et une seule dans chaque Cy ^ » N assez grand.
Avec ces conventions

Y0.. 010.. 0 ' Ycode(w) = Ycode(w')

ou les w' sont toutes les permutations obtenues en echangeant une paire

(w^ , w ) , i^n , k>n , telles que j^ + j^ +... + J^ = L(ii + ... +IN+ {

Par example,

Y01000 ' Y10100 Y30000 + Y20100 + Yl2000 + Yl1100

pui-sque 10100 est Ie code de 21435 et que les permutations 41235, 31425,
24135 et 23415 ont pour codes respectifs 30000, 20100, 12000, 11100 .

.. . <. 1 . in+l = ° = xn+2Dans Ie cas particulier ou I = 0<]L^$i^
on retrouve la regle de Pieri et Ie polynome de Schubert Y est. la fonction
de Schur S, .

lr--ln

Les formulas de Pieri/Monk sont verifiees par differentes algebres de

representations de groupes, ou en geometric, par 1'anneau de cohomologie de la
varigte de drapeaux, etc... ; ces algebres sont done isomorphes & 1'anneau dos
polyn6mes (pointg par la base canonique des polynomes de Schubert) .

En outre, comme pour les fonctions de Schur, il existe une extension 5 des

algebres non commutatives (algebre plaxique, algebre nilplaxique^) pour lesquelles
les objets combinatoi-res fondamentaux sont les tableaux de Young.

Reference : Symmetry and Flag manifold. Springer L. N. 996
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