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RAMSEY THEORIE

Ein Uberblick

Walter Deuber, Bielefeld

I. MENGEN

§ 1 Der Satz van Ramsey, abzahlbare Version

Der einfachste Fall des Satzes van Ramsey lautet:

SATZ: J&deA a.bzdktboA. i G^-aph e.vvtkdU umn vott&tand^gin odeA.
^e.e/i-en abza.ktbafL&.n Su.bgfi.CLph&n.

Bezeichnung: Sei X eine Menge, n eine Kardinalzahl. Dann bezeichnet (x)
die Menge aller Teilmengen von X der Kardinalitat n

Die obige einfachste Version des Satzes van Ramsey lautet dann (oj die

Menge der naturlichen Zahlen)

n'

SATZ: Se.^ A : (u) -> {0, 1} exne. Abb^ldu. ng. Vann g^bt u
, x,
. 2.X  (") mU A |^(x) = const.

'(JL)'

Es geniigt namlich A als die charakteristische Funktion der Kantenmenge eines
Graphen mit Punktmenge u aufzufassen. Man kann sich den Satz van Ramsey auch
wie folgt veranschaulichen:

P(0))

VA = (^) {0, 1}

3X£(") mit A ^(^) = const

Der Satz van Ramsey laBt sich wie folgt verallgemeinern:
. 0)

1) Statt A : (p -> {0, 1} betrachte man Abbildungen (Farbungen, Partitionen)
mit endlich vielen Werten A : (^)^{0,..., n-l} .
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Diese Verallgemeinerung ist bei alien Satzen der Ramseytheorie moglich

and bringt gelegenElich beweistechnische Vereinfachung. Andererseits

konnen grundsatzlich die Versionen miC 2 Farben auch ohne den Umweg uber

mehr Farben bewiesen werden.

2) Statt A :(^)^{0, 1} betrachte fur festes k u :

A : 0-{0, 1}

d. h. Partitionen von k-Tupeln" oder Kanten in k-regularen Hypergraphen.

SATZ [Ram 30]: Sex kCu and A :(")-»{o, l} . Pann g^bt £4

X£(") m^-t A [ (,A) = const.
OJ

Beweis: Induktion nach k . Fur k=l ist die Aussage das Schubfachprinzip.

Angenommen, der Satz gelte fur ein k-I > 1 . Sei

A:(")-*{0, 1} gegeben. Sei X_ = co .
0

Sei nun

und

x. = min X.
1 1

xi. lc xi"{xi}

«) xi.l

so, daB

unendlich 1st und

6) VY, fE(^');
A({x, }UY) =A({x, }UY') =: A*(x.)

(X^. ^, erhalt man mittels der Induktionsannahme aus X.)

Set X* = {x, | iG u}

Mit dem Schubfachprinzip erhalt man

X ex* mit A*C(^) = const.
Man bemerkt, daft der Beweis auf folgenden Ideen beruht:

, CL»,

Fur Z= ^... ^} Q betrachte

In Z = {z^}  ((,)) , End Z = {z,. . . z^_, } < (^])

Dann haben wir bewiesen:
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, u>
Lemma: Sei A : (,")->{0, 1} .

.
X*.Dann existiert X*£ (u) so daB fur alle Z, Z' (,X ) gilt:

In Z = In Z' impliziert A(Z) = A(Z') .

Dies erreichte man durch iterierte Anwendung der Induktionsannahme,
'(x)

. 2.Das Schubfachprinzip erlaubte dann X mit A ^(^) = const zu erhalten.
Dabei haben wir zwei Funktoren

In, End : SET-*SET

benutzt, welche den Rang erniedrigen. Diese beiden Funktoren In Z. End Z

beschreiben Z vollstandig. Eine ahnliche Idee werden wir spater beim
Vektorraumsatz antreffen. K. Leeb untersuchte in seiner Pascaltheorie [Le 73]
das rekursive Verhalten von solchen Funktoren urn damit elegant kombinato-
rische Theoreme zu beweisen.

§ 2 Der Satz von Ramsey, endliche Version, Kompaktheit

Aus der unendlichen Version des Satzes von Ramsey folgt mittels eines Kom-

paktheitsargumentes eine endliche Version, die wir hier im einfachsten Fall
vorstellen.

SATZ [Ram 30]: Vm co3r cL):

VA: ({o^-r-l})-> {0, 1}

3xe(^°r^r-1}) ^ A^(^) const.

Der Beweis geschieht indirekt. Die Gegenannahme lautet:

3mVr3AVX : A :(x) ^ const
.J

def. : "A schlecht fur r"

Sei also m fest so gewahlt, daB fiir alle r £ u ein schlechtes

A:(^)-*{0, 1} existiert.
Definiere einen Baum.

Punkte: Schlechte Farbungen

A : (^)->{0, 1} r u

Kanten: Fiir schlechte Farbungen A: (^)^{0, 1} und
r+1

A : ( ^ )->{0, 1} 1st {A, A'} eine KanCe genau wenn A'
eine Extension von A 1st.



37 -

Damit 1st ein unendlicher lokalfiniter Baum definiert, Konigs Baumlemma

liefert einen unendlichen Pfad

0 - A^ - A^ - ...
van schlechten sich fortsetzenden Farbungen.

Setze A* = lim A : (^)->{Q, 1} .
Nach Ramsey existiert eine m elementige Teilmenge X mit A* f (o) = const.
Daher ist A* nicht schlecht fur max X . Nach Definition van A* als

Limes, 1st auch A__ " nicht schleclit , ein Widerspruch. Analog beweist man
, ^^- ___.. -j^^^ x

SATZ [Ram 30]: Vmkn co3r u:

. : ({o-, -r-l}) -> (0,..., n-1}
X  f{o'l"r-l}) m^t A^(x)=const.

m ) ". - ' 'k/

Die kleinste Zahl r = r(m, k, n) heiBt Ramseyzahl.

r(3, 2, 2) = 6 r(4, 2, 2) = 18 [GG 55]

42 < r(5, 2, 2) < 55 1st unbekannt, was auch nicht so erstaunlich isC.

(Wieviele Schritte rechnet ein Computer?!) Nennen wir r(5, 2, 2) kurz r(K^)

so ist van Frau I. Mengersen (Braunschweig) berechnet warden (1984)

23 < r(k, - Kante) < 24

Das Kompaktheitsargument 1st auch in Untersuchungen van Paris und

Harrington wesentlich eingegangen. Zunachst bemerkt man:

SATZ [PH 77]: Vk, n A : (^) ̂ {0,.. . , n-1} 3Xc:co m^(L
^) IXi > min X , k+1

U) A r(^) = const.

Beweis: Man nehme die ersCen (min X)+l Elemente der nach dem Satz von

Ramsey existierenden unendlichen Menge X mit A | (^) = const.

Mit Kompaktheit erhalt man
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SATZ [PH 77]: Vk, n 3r* = r*(k, n)

'{0,..., r*-l}'VA : ^-^., ---^ _ {Q,..., n-l}
3Xc {O,..., r*-l} mU.

-t) 1X1 > min X , k+1

-<x) A | (p = const.

Mit einem KompaktheitsargumenE 1st der Beweis einfach. Allerdings haben
Paris und Harrington [PH 77] gezeigt, daB dieser Satz in der Welt der

endlichen Mengen (Peano Arithmetik erster Stufe) nicht beweisbar ist.

Dies bedeutet, dafi nichtkonstruktive Methoden, wie sie z. B. dem Kompakt-
heitsargument inharent sind, wesentlich benotigt werden. Der tiefere kom-

binatorische Grund, warum dieser Satz in der Peano-Arithmetik nicht be-

weisbar ist, liegt in der Tatsache, daB r* eine sehr rasch wachsende

Funktion ist. Hier beweisen wir ein etwas schwacheres einfacheres Resul-

tat als dasjenige von Paris und Harrington. Iminerhin werden einige wesent-
liche Ideen desselben eingehen.

Definition: (Ackermann-Funktion)

Sei

wo

fo(x> x+1

. (x)
fn. l<x>-^+l><.)

die x-fach Iterierte von f 1st.

f(x) = f^(x)
heiBt Ackermannfunktion. Sie wachst schneller als jede primitiv rekursive
Funktion.

SATZ (Paris): r* = r*(2, 2n+3) > f(n)

Beweis: Definiere

A {a . b}< = {

{l,..., 2n+3} durch

min {a, b} falls min {a, b} < n+2

n+2+p sonst

wo y = max {k<n | f, (a)-2 < b-2}

Zunachst bemerkt man, daB v. wegen a<b wohldefiniert ist:

a+1 = f^(min(ab))<^ max {ab} , also ist die Menge der
moglichen k's nichtleer und y wohldefiniert.
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Weiter leistet X = {a^,.. . ,a^j} mit IXl^minX und Af(^)=const.
das Gewiinschte.

l|X|

Wegen |X|>3 1st diese Koiistante von der Form n+2+k fur eiii fesLes k .
Nach Definicion von A heiRt dies

fk(al-2) <a2-2 ..-
and wegen der Monotonie der AckermannfunkEion

a -2 < f^(a, -2) < a^-2 < £^(a^-2) < ...

Es bleibc noch zu zeigen, daB k=n .

Hierzu beachten wir

a

alXl-2^flil x'-l)(al-2)^fk"1 I/<al-2>
(a, -1)

^fk' (l)^fk. l<al-2) .

<a|X]-2

Begrundung^

1) Iteriertes Anwenden van f, auf vorige Ungleichungskette

'3. 1 IXi-1 > a. -l und Monotonie

(3) Monotonie
r4) Definition von f, ., .

Also muR in der Definition van p far {a,b} = {a,, a, ̂ i) das maxi.mal mog-

liche k=n genommen werden.

Wegen a, > n+2 hat man schlieBlich

f^(n) 5 £n(al-2) ^ a|X|-2 ̂  r*(2. 2n+3) .

§ 3 Galvin - Prikry

Wir haben gezeigt, daR der Satz von Ramsey fur Farbungen van k-Tupeln in co

gilt. Natiirlich kann man ihn endlich oft iterieren und Farbungen von 1 Tu-

peln 2 Tupeln ... k -Tupeln si-multan betrachten. Allerdings ist diese
Iteration nicht u oft moglich.

SATZ [ER 52]: 3A U (")-{0, 1}
k u

VAG(^) 3 X, X' , |X|=|X' |< u and
A(X) ^ A(X') .
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Beweis: Fur Z  U(u) setze

IZI < min Z
sonst.

A(Z) =

Mit Hilfe des Auswahlaxioms weist man auch folgendes nach

SATZ [ER 52]: 3 A : ('.y) -^ {0, 1}
'u

VA (U) 3 X, X'  (A)
'u' CL>'

A(X) ^ A(X')

Beweis: Sei (X, ).i-)i<u. eine Aufzahlung von (^) . Definiere rekursiv eine^
, co,Abbildung A: (UJ)->{0, 1 } .
co

wo

A(X^) ^ A(X^)

i* der kleinste Index einer unendlichen echten Teilmenge von X. ist

Der Ausweg aus diesen negativen Resultaten besteht darin, daB nur gutartige

Konstruktive A's zugelassen werden. Der hierfiir begangene Weg besteht in
der Einfuhrung einer Topologie.

Notation: Sei s eine endliche Teilmenge von co und A£( ) .
u'

[s, A] = {X£(") I X = sUX', X'£(A) und rainX'>maxs}.
G)

[s, A] ist also die Menge der unendlichen Teilmengen van AUs mit Anfangs-
stuck s und Fortsetzung in A .

Definition: Eine Teilmenge X van (") heiRt basisoffen, falls S, AC=B exi-
stieren mit X = [s, A] .

Damit 1st auf (^) eine Topologie definiert, die man Anfangsstucktopologie
nennt. Die basisoffenen Mengen sind also durch endliche Anfangsstucke charak-

terisiert. In diesem Sinne sind offene Mengen durch "endliche Information" und

Borelmengen durch abzahlbare Information" definiert.

SATZ [GP 73]: Ut A : (^)-»{0, 1} ^ini AbbUdu. ng mU A-I(0) (u>u(A-l(l))

Bowl ^n An^a. ng^^tiic. ktopo^og^. e. OLLL^ ( ) , 40 u^tivU.
AC (") mU. Af(A) = const.

Der Beweis beruht auf der Methode des kombinatorischen Fore ings [N-W 65]
welches insbesondere fur den Fall, daB A (0) offen 1st, gebraucht wird.
Wir stellen nur diesen Teil des Beweises dar, da der Rest mi-t Induktion uber

die Hierarchie der Borelmengen geschehen kann.
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Definition: Sei 0 <= (u) .
- u ... . . -. _ . u,

[s, U] heiBt gut fur 0 falls kein V   (,") existiert mit [s, V]c:L) .

[s, U] heiBt streng gut fiir 0 , falls [s, U] gut 1st, und zudem fiir jedes

a  U ^{0, . .. max s} auch [sU{u}, U] gut ist.

Offenbar ermoglichen streng gute Paare Fortsetzungen des Anfangsstucks, eine

fur rekursive Definitionen angenehme Tatsache.

Lemma: Sei 0 c. (") off en.
.

"' . . -. - /u.
1st [s, U] gut, dann existiert VC( ) , so da8 [s, V] streng gut 1st.

Beweis: Angenommen [s, U] sei gut und kein [s, V] streng gut.

^[0,... max s

gewahlt mit

Setze W_ = U'^-{0,... max s} . Angenommen wir haben W >... >W. und

n <. . . < n.
'o ''' "i-1

i) W C(W^{0,..., nj})
ii) n. W,

iii) [sU{n;},Wj nicht gut

iv) [s U{n, }, W,, J c 0

fiir alle j < i .

Dann definieren wir n., W,. ^, wie folgt:

Wegen W. cU 1st [s, W. ] gut, aber nach Annahme nicht streng gut. Somit

gibt es ein kleinstes n. 6W. , so daR [sU {n. }, W. ] nicht gut 1st. Also

gibt es W^^, C (W^^{0,. ^., n^}) mit s U {n^}, W^, ] ^ 0 . Setze
V = {n. I i u} . Nach Konstruktion 1st [s, V] c 0 also [s, U] nicht gut,

was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Nach dem Lemma darf im Folgenden stillschweigend angenommen werden, daB je-

des gute [s, U] auch streng gut ist.

SATZ (Der Spezialfall offener Partitionen) :

l&t A : (") ->{0, 1} mU
d)

A-l(o) = 0 o^e. n; dann g. ibt u

X (u) mU ^ f(x) = const.
'(0 0-)"

Beweis: Sei Oc:( ) often. Falls U existiert mit ( )'=. 0 , sind wir fer-
'0)' U

tig. Nehmen wir also an, daB keine solche unendliche Menge U existiert;

dann 1st [0, u] gut. Sei nach dem Lenma U C (^) so, daB t^'uo^ streng
gut 1st. Angenommen, wir haben U >... >U. und n < n. <.., <n. _, gewahlc mit
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i) U^, (U^(0,.,., n^)
ii) n. G U.

J ~J

iii) [s, U^J ist streng gut fur alle endlich

vielen Anfangsstucke sc{n . n }
far alle j < i .

Dann definieren wir n,, U. wie folgt:

Sei n^ = min U^ . Da nach iii. ) die [s, Uj fur alle endlich vi-elen An-

fangsstucke sc {n^,. . . ,n^_^} streng gut sind, gibt es U^^^ C (u^{0,.. . , n )) ,
so daB fur jedes Anfangsstilck sc{n^,..., n^} auch ts, U ] gut und da-
her streng gut 1st. Technisch 1st hier die endliche Menge aller dieser An-
fangsstucke jedesmal unter Anwendung des Lemmas abzuarbeiten.

Setze nun X = {n^ | i  u} . Offenbar ist X unendlich.

Behauptung: (x)n (? = 0 .

Beweis: Angenommen es gabe Y e(x)nc> . Da 0 offen 1st, enthalt 0 eine Basis-
umgebung die Y enthalt, d. h. es gibt [s, W] mit Y [s, W] c: Cl . Sei i

minimales i mit s c {n^,..., n } . Dann 1st Y~-{0,..., max s} c
X\{0,..., max s} ^ U^ . Damit ist Y\{0,..., max s} cy. HW .

^0 - lo
Also ist U^ n W unendlich und natiirlich in W enthalten. Somit

0

[s, U^ n w] c 0 , ein Widerspruch zur Gate van [s, U. ] .
1

Der Satz van Galvin und Prikry spielt in der weiterfuhrenden Theorie der Wohl-

ordnungen diejenige Rolle, die der Satz von Ramsey in der klassischen WqO
Theorie spielt.

Einer der wichtigsten Anwendungen des Satzes von Galvin und Prikry ist:

Definition; Seien X, Y topologische Raume. f : X-*Y heiBt Borelabbildung
genau wenn das Urbild einer jeden offenen Menge in Y eine Borelmenge in X
ist.
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0),
SATZ: l&t Q (U. H dLk\zAiteA. Raum, u.nd f : (u;) -»Q ^. ne- Bo^e^abb^dung.

0)'

[s 79] pann g^Lb^: ̂  B   (") 40 da^ d^ R^^Ltfe-tton f ^ (u) ^Q ^^fccg
i^t.

'u' ~u'

Beweis: Zunachst behaupten wir, daB das Bild von f abzahlbar ist. Ange-

nommen nicht, ist |Im f|^ u . Betrachte die Urbilder f-l(q) (q  Q) .
Da in Q jede Menge Q' offen 1st, 1st f (Q ) eine Borelmenge. Also

COj ^ y
hat man mindestens 2 Borelmengen in (_) , ein Widerspruch.

co

Sei

Sei

Im f = {x_. | i   u}

A = a) und A ..., A. , n ,..., n. gewahlt mit

i) n. = rain A.

ii) A^,   (A^ {n^,..., nj})
u

iii) far jedes s c: {n ,..., n. } 1st

[s, A^^] c f-l(x^) oder [s, A^, ] n f-l (x^) = 0
fiir alle j < i .

Bei der Definition

Hilfe des Satzes von Galvin, Prikry abgearbeitet.

Bei der Definition von A. ^, werden alle sc{n^,..., n^. } iterativ mit

Sei n,. = min A. . Nun arbeiten wir iterativ alle s c: {n^,..., n. } ab,

beschreiben aber nur den typischen Schritt fur ein festes s . Da

f (x. ) [jedes Singleton ist offen in einem diskreten Raum] ei-ne Borel-

menge 1st, gibt es nach dem Satz van Galvin, Prikry ein

Ai+lc (Ai^{no'-u-'ni}) mit ts, A^, ] c f-l(x^) oder [s ,A^, ] 0 f-l (x^)=0
Setze nun B = {n. ] i   u}

Dann gilt fur jedes Z  (") und jedes i   d) :

ZCf (x^) genau wenn [ZO {n^,. . . , n^} , A^^j]cf (x^) .
Damit enthalt f '(x.. ) mit jedem Z auch eine Umgebung von Z und f

ist stetig.

§ 4 Kanonische Partitionssatze

Ramsey betrachtete Abbildungen A in eine feste endliche Menge^z. B. ty-

pisch {0, 1} . Dies war nutzlich fur seine Untersuchungen in der zweiwerti-

gen Logik. Abbildungen A mit beliebigen Nachbereichen treten ebenso na-
tiirlich auf. In dieser Situation kann man nicht mehr erwarten, daR A in
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konstanter Weise auf einer geeigneten unendlichen Menge operiert. Min-

destens der injektive Fall A(X) ^ A(X') fiir alle X ^ X' muB mitbe-

rucksichtigt werden. Es gilt also alle auftretenden Falle zu charakteri-

sieren.

SATZ [ER 50]: S&i A(^)-^u dA.ni b&^eb^ge Abb^dung. Pann g^b^ u

A  (^) 40 da/3 A ^ (^)
e-ntiwejdeA konstant

odeA injektiv

odeA max

A(X) = A(X') VX, X'

A(X) ^ A(X') VX, X' (X ^ X')

A(X) = A(X') j^a^6 max X = max X'

odeA min A(X) = A(X') ^aiLh min X = min X'

^6^.

, (JL>.
Beweis: Zu A : (?-*u definiere eine Hilfsabbildung A* auf (^) wie
folgt:

Zu {x^, x^, x^<£ (^) betrachte den Graphen G(x^, x x^) mit Punktmenge
0, 1, 2 und Kanten

{i, j} fur A(x^) = A(x^) .

Sei A*(x^, x^, x^) = G(x^, x , x^) .

Ramsey's Satz liefert ein A £ (") mit A* | (^) = const. Falls der zugeho-
rige Graph vollstandig oder leer 1st, wirkt A auf (A) konstant oder in-
jektiv. 1st der Graph nicht vollstandig, so zeigt Transitivitat, daR A

auf ( ) entweder min oder max 1st.

Man bemerkt, daB keiner der 4 Falle weggelassen werden kann. Hierzu betrach-

te man konstante, injektive^min und max Farbungen auf (") . Diese sind here-
ditar auf Teilmengen.

Der Beweis zeigt, daB ein kanonisches Resultat fur k-Tupel leicht zu erhal-

ten ist, falls ein Ramseysatz fur k+1 Tupel zur Verfugung steht, was gliick-

licherweise Ramsey filr uns bewies. Analoge Situationen werden wir spater mehr-
fach antreffen.

SATZ [ER 50]: Sex A : (^) -»A exnc Abb^dung. Viinn gibt u> A  (c->) and
co

KC{0,..., k-l} ^o dae> ^iit aU& X = {x^,... , x^_ },
X' = {x^..., x^_^} g^:
A(X) = A(X') ge.na.u. ivenn x^ = x! ^('(^ a^& j K .

Wiederum kann keiner der 2 vielen Falle weggelassen werden.
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II. VEKTORRAUME

§ 1 Normalform

Rota vermutete, daB ein Ramseysatz nicht nur fur Mengen, sondern auch fiir

endliche Vektorraume gelte. Der Beweis wurde von Graham, Leeb, Rothschild

[GLR 72] gemeinsam publiziert. Wi-r folgen hier einer Version von Deuber

und Voigt [DV 83] .

Set F = GF(q) ein endlicher Korper und F(m) die Menge der n-dimensio-
.m

nalen Unterraume von F . Sei e
->

.e die kanonische Basis in F
m

"o"""m-l
die im weiteren festgehalten wird. Urn einen gegebenen n-dimensionalen
Unterraum V van F zu beschreiben, genugt die Angabe von geeignet ge-

wahlten n linear unabhangigen Vektoren, die wir spaltenweise nebeneinan-

der schreiben urn die Abbildungsmatrix NF(V) : F ^F zu erhalten.

Sei also V gegeben. Teste nacheinander, ob ein Vektor x V die Koordi-

nate e ,e benutzt. Sei e. die erste aktive Koordinate und x..

°°-s'-" "".""'. - °io
ein zugehoriger Vektor.

Durch Skalarmultiplikation kann erreicht werden, daB
m-1 (i_)

x. = e. + L
lo lo i_+l

0

Nun teste analog alle van x^

erhalte i^<i, <i^<... i^_,

"t "t .

unabhangigen Vektoren in analoger Weise und

mit

/ij)
x. = e. + Z X,
^J - &iJ ' i. :l "£

-j

m-1
z

A

Damit hat die Matrix zunachst die folgende Gestalt

< n ^>
('0 0 00 00

. OOO 0 0 0

; 1 00000

00000

0

m

v

-1

Ln-l

s

s 1

s s

s s s

0000

1000

1s s

£; SS ^ S

Dabei stehen in den Positionen E, beliebige Elemente aus F . Durch Linear-

kombination der Spalten erreicht man nun noch, daB in den Zeilen 1,.. . 1- n-1

auBer den fiihrenden 1 nur Nullen stehen. Wir erhalten damit die Normalform

NF(V) .
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NF(V) =

Dabei stehen die E, fur be-

liebige Korperelemente uber

die vorab keine Kontrolle be-

steht.

Offenbar hat NF(V) Rang n und das Matrixprodukt van 2 Normalformen

ist wieder eine Normalform die der Inklusion der entsprechenden Raume ent-

spricht. Wir bezeichnen mit F(^) die Menge aller Normalformen.

Fur unsere Uberlegungen milssen wir noch einen Schritt weiter verallgemei-
nern.

Definition: Sei t  co . Dann 1st

FtO=F<^>
die Menge der Matrizen

,
< t ^< n >

^ /
1 0

1

v
A

m

v

XCF(m)

Dabei sind die Elemente E. wieder beliebige aus F unter Beriicksichtigung
der Normierung der Zeilen mit fiihrenden Einsen in X zu wahlen.

Bemerkungen:

i) ACF^^^BeF, (^)
=> A. B F, (m)

ii) F^(^) = F0'= Menge
der (Normalformen von) n dimensionalen UnCerraumen in F

(projektive Situation)

iii) F, ( ) = Affine Situation.
n

m
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Als nachstes definieren wir Anfangs- und Endstucke

Sei A F^^)

< t >
/ 1 o !

1

1

\/
A =

Anf(A)

0

0

0000 i100000

\ r

.J

I?

/ ',
,
/ i

y

End A

/

Anf(A) 1st also die Teilmatrix welche unterhalb der fiihrenden t x t

Einheitsmatrix sich befindet, bis zum nachsten Auftreten einer fuhrenden 1.

End(A) erhalt man durch wegstreichen aller Zeilen, die zu Anf(A) gehoren.

h\
Beraerkung: End(A)CF^^^

\n-\/

(? = Anzahl weggestrichener Zeilen).

SATZ [GLR 72]

Vt, m, k 3r VA : F (^)-»{0, 1}
3AG F, C)

t'm'

nujt A, = A[S{AX | X F^(m)} = const

Beweis: Induktion uber alles mogliche. Man uberlegt sich, daB der Satz fur

k=0 und beliebige t, m gilt. Das 1st eine bekannte Anwendung des Satzes

van Hales-Jewett. Nehmen wir also an, der Satz gelte fiir ein k-1 >_ 0 und

beliebige t, m und betrachten nun den Fall k .

Hierzu zerlegen wir jedes x   F (^) in Anf X und End x£Ft+l^k-l^ '
Halt man Anf X fest, so liefert die Induktionsannahme angewandt auf End X

ein homogenes A . Arbeitet man nun iterativ alle Anfangsstucke ab, so er-

halt man

Lemma: Ohne. Buchtdnku. ng deA M^Qm^inh^U ^(ItU A d/c£ Be^. c. MguHg

vx, x' eF^(^) g^u :
Anf(X) =Anf(X') -impU^CA. t A(X) =A(X') .
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Betrachten wir nun die Anfangsstucke Anf(X) , X F, (m)

/-
Matrix: Zeilen in F

Anzahl Zeilen: unbekannt

(jedenfalls < m)

Anfangsstiicke := Wort mit Buchstaben in Ft . Wir brauchen also einen
Satz liber W6"rter, der eine Art Schubfachprinzip ist. Hales-Jewett lie-

fert dies. Wahlt man F als Alphabet, so ist damit der Satz vbn Graham,
Leeb, Rothschild bewiesen.

Der Grundgedanke van Hales und Jewett besteht darin, die kartesische Po-

tenz A" einer endlichen Menge A mit geeignetem n als die zu farben-

de Grundmenge zu betrachten und hierzu eine einfarbige "Parametermenge" zu
finden.

Definition: Es sei A eine endliche Menge. An bezeichnet das n-fache

cartesische ProdukC Ax... xA . Ein m-Funktional f in An ist ein n-Tup'el
f = ^fo'" "'fn-l^   ̂A u uo'-. . »xm-l}) ' in dem jeder der "Parameter"
Ao'"*'xm-l mindestens einmal auftaucht. Dabei 1st es verniinftig zu ver-

einbaren, daB A0{\^, \^,..., } = 0 . Zu (a^,.. . , a ) £Am sei
f(a^,..., a^_p CA dasjenige n-Tupel, das aus f entsteht, indem man uber-
all \^ durch a^ ersetzt. Mengen der Gestalt f . Am = {f(a ,..., a__,)
(a^,..., a^_^) A } cA heifien m-Parametermengen in A .

Beispiel: Es sei A = {0, 1, 2} . Die Menge

M = {(0, 1, 0, 2) , (1, 1, 1, 2) , (2, 1, 2, 2)}

ist eine 1-Parametermenge. Hierzu gehort das 1-Funktional f=(A_, 1, X , 2)

Die oben definierte Abbildung F liefert die arithmetische Progression
F(M) = {3+2 A |A  {0, 1, 2}} . Die Menge

N = {(1, 2, 1, 0) , (2, 1, 1, 0) , (0, 0, 1, 0)}

ist keine 1-Parametermenge.

FaBt man die Menge A = {0, 1, 2} als den Korper Z^ auf, so sind sowohl

M als auch N affine Geraden in (Z^)^ . Allgemein ist jede m-Parameter-
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menge in GF(q)) ein m-dimensionaler affiner Unterraum van (GF(q))

aber wie das obige Beispiel zeigt, gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung.

SATZ [HJ 63]: Se^'. A e^ine. ^ndf^ich^. M^nge. and -ie^e. n m, r po^^^U. ve. ganze.

Ziz^zn. Va.nvi g.ibt u exne Za.U. n = HJ(|A|, m, r) .60,

daj3 e4 zu j'^deA Fa^-bung A : A -*{0,.. . , r-1} exn m-Funfz-t^o-

not f ^n A d^icUL-t g^bt, da. 1?, ^~\ f-A = const. , d. h.

A(f(a ., a )) =A(f(b ., b )) Q-LU ^ 0^^
<ao"-"ain-l) ' (bo'---'bm-l) A"' .

Beweis: Seien t, m, r positive ganze Zahlen. Man zeigt:

,HJ(t, l, r)
(1) HJ(t,m+l, r) <HJ(t, l, r) +HJ(t,m, r' ) , und

(2) HJ(t+l, l, r+l) < HJ(t, l+HJ(t+l, l, r), r+l) .

Zusammen mit dem trivialen Induktionsanfang "HJ(l,m, r) = m" bekommt man

sofort einen Beweis des Satzes durch Induktion iiber t, m und r .

ad (1) Es sei A : A" " -> [0,..., r-\} eine Farbung, wobei |A| = t,

^HJ(t, l, r) ^ ,. . n"
n' = HJ(t, l, r) und n" = HJ(t, m, r" ). Fur 5 = (b^,. .. , b^,, _, ) Al

y

sei die Farbung A^- : A" -^ r definiert durch Ag(a ,..., a , _p =
A(a ,..., a_, ,, b^,..., b ,, ) . Nach Wahl van n findet man ein m-Funktio-

0 . n n n-i - .-. .m
nal g in A" so, daB, A^/c\ =A^^. >> fur alle b, b' A"" . Betrachte al-

so die Farbung A' : A" -^r mit A'(a^,..., a^, _? = A ^^(a^,..., a^, _^) ,
wobei nach Konstruktion bCA beliebig ist. Nach Wahl von n' findet man

ein 1-Funktional f in An so, daB A' ] (f-A) = constant. Offensichtlich
1st dann A I(f. Ax g. A ) konstant, und f. Axg. A ist eine (l+m)-Parameter-

menge in A"

ad (2) Sei A : (AU {b})"-»{0,. . . , r} eine Farbung, wobei. |A| = t, b$A

und n = HJ(t, l+HJ(t+l, 1, r), r+l) . Es bezeichne A» die Restriktion

|A : A ->{0,..., r} . Nach Wahl von n findet man ein (l+m)-Funktional g

in A so, daB A^ ] g-A- = constant mit m = HJ(t+l, l, r) ; ohne Ein-
schrankung konnen wir annehmen, daB ^ ^ g. A konstant in der Farbe r

1st. Falls nun A(g(b, a . . , a ?) =r furein (a^,..., a^_? e (AU {b})
ist, so ersetze alle in (b, a ..., a ) vorkonimenden b's durch \m-1

1+m
und bezeichne das so entstehende 1-Funktional in A''1" mit h . Offensicht-

sichtlich 1st dann A] g-h-(AU {b}) =: constant. Andernfalls betrachte die
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. am-l) -Farbung A^: (AU {b})'"-> {0,. . . , r-l } , die durch A, (a
0

A(g(b>aQ, -. -, a ])) definiert 1st. Nach Wahl von m findet man ein ein-
farbiges 1-Funktional h = (h^,..., h^_? in (AU{b})m . Dann ist aber
g(b, h^,..., h^_p ein 1-Funktional in (AU{b})n und A-] g(b, h,. . . ,h_.)
. (AU{b}) = constant.

Wir haben hier den Beweis des VektorraumsaCzes bewuBt nur skizziert urn die

Struktur deutlich werden zu lassen, imd damit zu zeigen wie die Ansatze des

Beweises des Satzes von Ramsey verallgemeinert werden konnen. Details findet

man in [DV 83].

§ 2 Korollare, Bemerkungen und Erweiterungen

Fur t=0 erhalten wir

Korollar: Sei F = GF(q) . Zu k, m existiert r mit folgender Eigen-
schaft: Sei A eine Partition der k dimensionalen linearen Unterraume

van F in zwei Klassen. Dann gibt es einen m dimensionalen linearen

Unterraum A , auf welchem A konstant 1st.

Fur t=l erhalten wir

Korollar: Sei F = GF(q) . Zu k, m existiert r mit folgender Eigen-
schaft: Set A eine Partition der k dimensionalen affinen Unterraume

van F in zwei Klassen. Dann gibt es einen m dimensionalen affinen Un-
terraum A , auf welchem A konstant 1st.

Eine unendliche Version gilt fur GF(2) .

SATZ [Hin 74, Bau 74]: Se/c A P(u) ^ {0, 1 }

Vann g^bt u, u.nc. Potgc. (x ) von &ndtic. kzn i u T^lmwgw von u

m^t ^) max X. <min X. . . V_.

-ex) A I { u y. | j e.ndtick Jcco} = const.
JCJ J
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Eine unendliche Version gilt nicht fiir GF(q) , q > 3 .

, 0)
Beispiel: F^(T) . Eine typische Normalform sieht wie folgt aus:o'l

x =

Fo
0

0

1

0

0

x

s

s

s

S beliebige Korperelemente

Setze A(X)
0 x

1 s-
1

sonst

Neuerdings ist es gelungen, eine schwache unendliche Version zu beweisen.

-co
Definition [Voi 83]: Sei (X,. ),. ^_ eine Folge von Unterraumen in F .

(x--).-c-. heiBt aufsteigend falls
1 1-

i) Vi dim X, = i

ii) Projektion von X;^, in Richtung X^. ist

i dimensional.

Beispiel: Die Folge (X , X ) im untenstehenden Bild 1st aufsteigend

f ^
)<i . -;"

;-__--__^-_^ 7

, u,
SATZ [Voi 83]: lu. je.dm k   o.) and A : F^(?-^ {0, 1}

g-ibt u e^ne. au. ^.tu.gwde. Fo^ge ^i^iCt.)
X.

m-U; Afu(, ) = const.
1

Naturlich braucht eine aufsteigende Folge nicht AnlaB zu einem unendlich

dimensionalen Raum in U X. zu geben. Andererseits ist die Aussage stark

genug urn eine Paris-Harrington-Version fur Vektorraume zu erlauben. Dabei
ist nicht klar, ob die zugehorige Funktion r* (s. Kap. I) noch viel

starker wachst als die zur klassischen Paris-Harrington-Situation gehorige
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Urn eine topologische Version zu erhalten, topologosiert man F (.)
o k

(Menge der Normalform van Rang k mit k Spalten, co Zeilen), indem man setzt

d(X, X') =
i+1

genau wenn

X und X auf den ersten i Zeilen ubereinstimmen. Dies 1st die natur-

liche Verallgemeinerung der bei Galvin, Prikry betrachteten Topologie.

SATZ [Voi xx]: ;^t A : F^(^)-»{o, l} e^ni BcuAe. a.bb^dung
[d. h. A (i) j'e. e^. ne BouAem£ng£) AO g^b-t &A

ACF^(^) mO A | F^(^) = const.

Auch kanonische Versionen sind bekannt [Voi 84]

§ 3 Abelsche Gruppen

So wie sich vor einigen Jahren herausgestellt hat, daB eine Ubertragung

kombinatorischer Untersuchungen fur Mengensysteme auf den Fall der end-

lichen Vektorraume sinnvoll 1st (q-Analoga), so 1st eine weitere Verall-

gemeinerung auf endliche Abelsche Gruppen und Moduln fruchtbar geworden.

Gerade bei endlichen Abelschen Gruppen hat man einen klassischen Dar-

stellungssatz mit direkten Summen, welcher Beweisansatze ermoglicht. Be-

senders schon ist aber, daB schlieBlich ein in der Formulierung von Dar-

stellungsfragen unabhangiger Ramseysatz gefunden wurde. Allerdings beruht

der schone Beweis van Voigt [ Voi 80] des folgenden Satzes auf der Ubertra-
gung der Normalfonnen in die q-Version.

Definition: Ab (^) = Menge der Untergruppen van A welche isomorph zu

B sind.

SATZ: Se^L K e^na endt(. c.^& <xbeZ&G^& G^uppe. Pann -6^nd ^o^ge-nde Aiu-

-&ag&n dqtLivcLte. nt:

-c) JedeA ALLtomoA.p^LAmu.4 a' e^.n.eA. U>zte^g^upp& von K be^/Uz^:

e^c.ne. Aa4dc-^.nu-ng a , cLce Au^omo/tp^cimu^ von K -c&.t.

Li] Zu j'&de/t encit<'.c(t&n abe^.6c^ien G-^uppe. M g-('.b^ e4 2x»/i£ eben-

^otc-hi Gfi.app<i R fnit:

m^t

VA : Ab(^)^{0, l} 3M Ab(^)
Af(M) = const.

Weiteres findet man auch in [DRo76, Deu 82, P 82].



53 -

III. ARITHMETISCHE PROGRESSIONEN

(Dieses Kapitel ist eine ausschnittsweise Uberarbeitung und
Erweiterung von [DV 83])

§ 1 Arithmetische. Progressionen

1926 bewies der damals 23jahrige B. L. van der Waerden folgendes Result:

SATZ [v. d. W. 27]: Zu J'edem Fa.aA k und r ^0^ po^^Uv&n ga.nze.n T. a. l'ite.n

g^.bt u, e^nc po-A^ttv?- ganze Za^ n = vdw(k, r) 40, da. !s> e.4 zu /ede/t
TdA. bu.ng A : {0,... , n-l}->{0,... , r-l} deA n^c^ne. gct^tve. n ganze. n.

la.hian l^u.n&.'L oiZA n m-U: r FaA.be.n e.tne ^n^aAb-cge. aA.Ukmiit^^c.hi

P/LogfiUifi^on a, a+d,... , a+(k-l)-d buteAand aiU> k TeAmin g^bt,
d. h. A(a) = A(a+l'd) , 0 < Kk .

Hierzu gilt folgendes Dichtheitsresultat, welches von Erdos vermutet wurde

SATZ [Sze 75]: E-4 t. dl k ^ins. po&U^vi ganze. Za.^ and 4(^ e > 0 ^nz

(be^de. b-tg kic^na) Ap. e^z Za^. Pann gibt fc4 ^c. ne po<s^cvz ganz£ Za.ht

n = Sz(k, e) 40, da./3 att^ po.f>. itwe. n ga.nze.n T. a.hlzn n> n ^otg^nde.
Eige.n^c.hoL^t b&A^.tze.n:

Jede. Menge. S c= {o,..., n-l} in^t |S|>e'n e. n.thdU. e.oi£ (L'U.tkm^ti^chi

P^tog-ze^A-ton de^i. La.nge. k .

Far hohere Dimensionen gilt:

SATZ [BA 33, Wi 51]: E4 -4^1 X = ^xo'-. . »xt-l } c E<- ^n£ en^ttC^a Mangz uon
Punfcten -un ^. -ctune^^ona^&n, eufe-ttctcic^cn Ra.um. Va.nn hcU: d^i M&nge.

X* = {t£ m,
i=0 x

X^|m^ ]N £ m.. = HJ(t, l, r)} ^otgandi E^ge. n&c. ha. ^t:
i=0 x

Zu jideA Fa/tbung A : X* -^ {0,.. ., r-1} deA Pu-nfz^e. ^n X* m^t r
FoAban g'ibt U SA.nw Punfz/f: ac E<' AO^Z exne. poA-t^'. ve. ganze Za.^e d ,

-60 da0 A(a+d . x^) = A(a+d . x^) ^UA (z^fc i=0,..., t-l . In4b&-
Ao^deAe. -u-t atio a+d . x; £X* ^ je-du o< i < r- .

Geometrisch gesprochen 1st die Abbildung H : E -> E^ mit H(^) = a + d. x

eine Homothetie (Translation plus Streckung), d. h. die Bildmenge von X

1st eine homothetische Kopie van X . Der Satz besagt also insbesondere,

daB es zu jeder Farbung des ^-dimens-Lonalen euklidischen Raumes E mit
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endlich vielen Farben sEets eine einfarbige homothetische Kopie von
gibt, wo X eine beliebige endliche Konfiguration in ^ 1st
Die zugehorige Dichtheitsversion wurde von Furstenberg, Katznelson
bewiesen:

SATZ [FK 78]: Se^. m k and t po^U^vc. ganze Zaktin and -6ex e > o

fc^n& (bc^eb-^g fcee^nc. ) ^ee^e Za^. Vann g^bt u ^ni po^Uive.
game. Zahi n = FK(k, ^, e) AO, da/3 a^e& po-i-c-ttu&n ganz&n Zah^w
n ^ % ^of-gwd^. Eig^^cha. ^.t bu^tzw.
J&c{& Menga s c {0,... ,n-l }'£ von Panktw ̂ m -e-d^nen4-cona^£n h/(M^
deA G^-6'^e n rru^t

^
{0,..., k-l} , dam ^-d^nenA^ona^£n (VUA^ deA G^6'j3& k

S|>e«n iyithdU e^n£ homothitUiC. hi Kop-ie. von

Wenden wir uns nun kanonischen Versionen zu. Fiir arithmetische Progressio-
nen gilt:

SATZ [EG 80]: Zu je.d^A po^^Uvw ganzw lahJi k Q^bt u exn& poA^^ue
ganze. la.ht n m^: de^ ^o-Cge. ndcn E^ge. nAc^a^:

lu. j&deA FfVLbu-ng A : {0,... , n-l}-»]N g^bt ^ ^ine. k-££emen-t<:g&
(VLU. hme. tif> cha Pftog^u^^on a+i. d , i=o,..., k-l -60, dajS oz-fauedeA
A(a+i. d) =A(a+j. d) ^ aiti 0 < i, j<k (. d. k. a+i. d ^t ^ina

e^n^aA.b^gii. oA^thme^i&c. he. P^og^u^^on) odeA A(a+i-d) ?^A(a+j'd) ^UA.
aUe. 0<i<j<k (d. h. a+i. d ^, t ^in& ^nje. ktiv g^dfLbti (VLU}im. P^ogftU^on)

Beweis: Indirekt! Sei k fest so daR fur jedes n eine Farbung
A^:{0,.. . , n-l }->]N ohne konstant oder injektiv gefarbte arithmetische Pro-
gression der Lange k existiert.

Zahlen wir nun auf zwei Arten die Anzahl * der beziiglich ^ einfarbigen
Zweiermengen in {0,..., n-l} . (n sehr groB).

Gibt es keine konstant gefarbte arithmetische Progression der Lange k so
gilt nach Szemeredi:

+= f(A2(i)X ^£^<£n2 .
Gibt es keine injektiv gefarbte arithmetische Progression der Lange k
so enthalt jede solche eine einfarbige Zweiermenge. Jede einfarbige Zweier-

menge ist aber in hochstens (? Progressionen der Lange k enthalten. Daher
* > en2

fur ein c unabhangig von n .

Far groBe n klafft hier eine gewunschte Lucke!
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Es ist mit Hilfe des Satzes van Furstenberg, Katznelson gelungen, eine

mehrdimensionale Version zu beweisen.

SATZ [DGPV 83]: E-4 ACX X =- {^..... \_i} SA-na andtic. ha Mznge van

Punfz-te.n -<.m ^. -d.<'^ie.>LA/('.on(X^.£n e.ufz^'.ctcic^en Raum. Va.nn q^.b-t c.4 exne. end-

Lic-he. Me. ng& X*c=E'1' m^t ^o-^. gende-'t E^g^n^c. ha. ^t:

Zu. jade^A. FaA.bu.ng A : X* -* W c)^. b-t M e^. nact -t<lnea. 'L&n Ufztp.^Aaum
(7

W c= E'1- .iotV-ie. fctne. homotk^tifick^ Kop. i?. a+d'X c: X* , aC E1' , d TN ,

van X AO, da^ ^. aUe. x^., x^CX g-t'^:;

(*) A(a+d-x. ) = A(a+d-x;)<»x,-x.   W ,

d. h. x. und x. ^t?-qe-n. /c.n deA'ig^ben Nc.be.nfz^.aAA^. uon w .
'i "'"' ~J

_f
Zunachst konnte der Fall, daB XczM im Gitternetz liegt, erledigt werden.

Spencer zeigte anschlieBend, wie man den allgemeinen Fall darauf zuruckfuhrt.

Weiter zeigte dann Spencer [Spe 83], daR unter zusatzlicher Zulassung von

Rotationen nicht Nebenklassenfarbungen, sondern vielmehr konstant oder in-

jektiv gefarbte Kopien auftreten.

Mittlerweile 1st es Promel, Rodl [PRo 84] gelungen zu zeigen, wie man die-

se Satze ohne DichtheiEsversionen, also direkt elementar beweisen kann.

Weitere Verallgemeinerungen stehen in [PRo 84].

§ 2 Partitionsregulare lineare Gleichungssysteme

Betrachten wir die folgenden Gleichungssysteme:

i) x_. , , - x^ = x_ fur ixi+l - xi = xo

i-i)

iii)

id
xi =XI fur

l,..., k-l

I <={0,. .. , ra-l} I ^ 0

X2 +xl = 3
Die ersten bei-den haben folgende Eigenschaft: Zu jeder Zerlegung der posi-

tiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer der Klassen

Zahlen x^,..., x,^ , die eine Losung von (i) bilden.

Ebenso gibt es in einer Klasse Zahlen x ..., x ^ sowie Zahlen x^ fur
jedes nichtleere I c: {0,..., m-1} , die eii-ie Losung von (ii) bilden.

Gleichungssystem (iii) besitzt eine solche Eigenschaft nicht: Schreibt man

jede positive ganze Zahl n als n = 5 . n" mit n 4'0 (mod 5) , so er-

halt man eine Farbung A^ : 1N-» 1 I , 2, 3, 4} (lurch A^(n) := i<^n"=i (mod 5) .
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Man rechnet leicht nach, daB es keine 3 Zahlen x x,, x^ gibt, die (iii)
erfullen und unter A^ alle gleichgefarbt sind.

Definition [Ra 33]: Eine ganzzahlige Matrix A (bzw. das durch A be-

schriebene homogene lineare Gleichungssystem A. x = 0) 1st partitions-

regular, genau wenn zu jeder Zerlegung der positiven ganzen Zahlen in end-
lich viele Klassen stets in einer dieser Klassen Elemente x .....x

- --- --____ __-... _. __ -.^,...,. ^_^
existieren mit A. (x .., x )" = 0 , d. h. eine der Klassen enthalt eine
Losung van A' x = 0 .

Rado gelang in seiner Dissertation die folgende schone Charakterisierung

der partitionsregularen Matrizen:

SATZ [Ra 33]: E/td. & Mout^ix. A butiikmd aa4 deci Spcttten (<x0,... , an- ) Ut
paA.tU^ovu, ^igul. dA., ganau. we.nn 4-te d^e. SpaLtenu.ge.n^choL^t bu^tzt, d. h.

^ iLina po&^tivz Zahl i gibt u eA. na ZeAie. gu. ng von {0,..., n-l}

-tn paaAwex4& dLkju.nkt.a Me.nge.n !_,..., !" , deAa^t, da^

. ^. ) Z a. =0 , d. k. ctce 5umme d^ Spa^an, ctt& zu^. Spa^teMMa^Ae. 0
ge.hon.e.n, ^>t deA Ni.LU.ve.kton.,iCI.

^<-, a

i"j.l
=z ui, J^l a i I_ U.. ^JI,}

-o ----- -j
^uA ge.e^.gne^a ^.ct^xona^e

J

Za.hte.n x^ ^, , d. h. dii Sammi deA SpaUin ^n deA

SpoLtt^nkicL&^e. j+1 id^t ^^c. h aLf, fiCuUonali UnaaA.-

komb^na^ion daA. Spcittan ^iiheAizA SpaJU.^nkia^-fiin daA-

-s^e^e-n.

Urn zeigen zu konnen, daB partitionsregulare Matrizen die im Satz angegebene

Spalteneigenschaft" besitzen, beniitzt Rado Farbungen A : ]N-> {1 ,. .. , p-l} ,

die analog der oben angegebenen Farbung A definiert sind. Urn zu zeigen,

daB die Spalteneigenschaft die Partitionsregularitat nach sich zieht, kommt

der Satz von van der Waerden ins Spiel.

Noch deutlicher wird der Zusammenhang zwischen partitionsregularen Gleichungs-
systemen und arithmetischen Progressionen, wenn man anstelle der Matrizen sol-

cher Systeme Mengen von natiirlichen Zahlen charakterisiert, die als Losungs-

mengen fur partitionsregulare Gleichungssysteme im wesentlichen in Frage kominen

Definition: Es seien m, p, c positive ganze Zahlen. Eine Teilmenge M<=IN

heiRt (m, p, c)-Menge, genau wenn es positive ganze Zahlen d ,..., d_ der-

art gibt, daR M genau aus den Zahlen besteht, die in folgender Liste auf-

tauchen:
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cd _ + X, d, + A,, d^ + ... + A d
o 11 Z / mm

cd, + X^d^ + ... + A d
m m

cd^ + ... + A d
m m

X^.   Z, -p < A. < p

cd

i = 1 ,.. . ,m

Fur c=l, m=l und p=k-l enthalten (1, k-l, 1)-Mengen Losungen des Glei-

chungssystems (i), wahrend fiir c=l und p=l die (m, 1, 1)-Mengen Losungen

des Gleichungssystems (ii) enthalten. Intuitiv sind (m, p, c)-Mengen "m-fach

iterierte arithmetische Progressionen mitsamE den c-fachen Differenzen".

SATZ [Deu 73]: (7) E^w. ganzzaiitigi Matfu. x. A [bzw. da-4 Gtu. ckiingf>^yfi. tew

A. x = 0) ^t paA.tutioYU>faQul(Lt, Qi.na.UL wenn u po^^tive. ganze. Za-hte.n

m, p, c g-ib-t, -40 da0 Ve.de. (m, p, c)-Menge e^. ne. Lo-iung uon A. x = 0
e.YtthaLt. W&c-te/t -&-<'.nd (m, p, c)-Mengen AC-^b-S^ Tex^m&ngen. von Lo-

Aungen paA.tCtion.s^^. gul. aAeA. Gi^ichu. ng^f>ij^tw\^.

(2) Zu j'edeA (t/a^. von poA-^tcren gdnzen Za/i^. e.n m, p, c und r g^b-t £4

Zakiin n, q, d , da-ti zu je.deA FaAbu. ng A : N-> {o,.. ., r-I} ^('. n&.t

(n, q, d)-Menge N 2.cn& u.n^aAb^ge. (m, p, c)-Menge McN ex^S-tcM^:.

Teil (2) dieses Satzes wurde urspriinglich mit Hilfe des Satzes van van der

Waerden bewiesen. Spater bemerkte dann Leeb, daB man durch Benutzung des

Satzes von Hales und Jewett einen kurzeren Beweis erhalten kann.

Mit Hilfe dieses Satzes gelang es, eine alte Vermutung von Rado zu losen:

Nennt man eine Menge von naturlichen Zahlen partitionsregular, falls in ihr

alle partitionsregularen Gleichungssysteme losbar sind, so be-sagt der Satz:

M Lit pcLfi^itiottf>'iigu^dA, g^nau we-nn M zu y&dem TAxpe2 (m, p, c) nK'. ndp/Afe-ri.i

elnc. (m, p, c)-Menge e. n.thdLt.

SATZ [Deu 73]: li.t M=:TN pa^t^'X-t.on^A.agit^.a/t and A : M~* {0,. . ., r-1 } d. iw.

FdA.bu.ng von M , daim g. ibt eA 2^'.n2. e^n^a^b-tge. pa^-.tc^oizi/i.egu^aAc. Te<l-

mengc. von M .
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Erwahnt sei eine weitere alte Vermutung von Rado, die noch immer unbewie-

sen ist: Eine Matrix A heifie r-regular, wenn es zu jeder Zerlegung cler

posidven ganzen Zahlen in r Klassen in einer di-eser Klassen eine Losung

van A. x = 0 gibt. Zum Beispiel 1st das Gleichungssystem (iii) 2-regular
(aber naturlich nicht regiilar) .

Vermutung [Ra 33]: Zu jedem n gibt es ein r(n) so, daB jede r(n)-re-

gulare Matrix A mit hochstens n Spalten (d. h. A.. x = 0 besitzt hoch-

stens n Unbekannte) sogar regular 1st.

Es 1st immer noch nicht bekannt, welche unendlichen homogenen Gleichungs-
systeme partitionsregular sind.

Das unendliche Gleichungssystem

(i+) x^, -x^ =x^ , i>0
ist nicht partitionsregular. Dies zeigt die Farbung A :IN->{0, 1}
mit A(m) = 0 , genau wenn <=» 2 < m<2 und k=0 (mod 2).

Dagegen ist das unendliche Gleichungssystem

(ii**) I x^. = x^ fur IC=TN , 1^0 , III <°°
i£l L

partitionsregular. Dies 1st die Aussage des Satzes van Hindman [Hin 74],

der eine starke Verallgemeinerung des Rado'schen Summensatzes darstellt.

Das "groBte" derzeit bekannte unendliche partitionsregulare Glei-chungssystem

besteht aus der Vereinigung aller endlichen partitionsregularen Gleichungs-
systeme mit dem Hindman'schen System (ii**):

SATZ [FW 78]: Zu. jcdeA. ZeA^egung dgA na^u^t^c/ien Za^en ^ indLick u^e^e.

K^a^Ae. n g-ibt u> .in exneA cLiuiiA. K^aA^en Lo'4ungen ^('(A. (ii*) ^ow.U ^(Vt
jidu indLiahe. pa^LU^on&^. e.giiidft. ii GteA. cku.ng^&y^tvn.

Es 1st nicht klar, ob es - abgesehen van Subsystemen - hiervon

uberhaupt weitere unendliche partitionsregulare (lineare, homogene) Glei-

chungssysteme gibt.

Kiirzlich 1st es Lefmann [Lef xx] gelungen, die kanonische Version zu den

partitionsregularen Gleichungssystemen anzugeben. Wir deuten seine Idee an:

Der Einstieg geschieht uber die (m, p, c)-Mengen, die man sich gemaB Defini-

tion als Folge van "Zeilen" vorstellen soil, wobei jede Zeile eine iterierte

arithmeCische Progression ist. Wendet man auf jede Zeile i die kanonische

Version des Satzes von van der Waerden an, so erhalt man
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Zeile I

2

wirkt mit Konstante

oder injektiv

m
m

oder injektiv

Durch Aussieben erhalt man nun geniigend viele Zeilen, Z(i) so, dafi

A auf U Z(i) injektiv oder konstant 1st oder aber die Konstanten paar-

weise verschieden sind.

Ubersetzt man dies wieder in die Sprache der partitionsregularen Gleichungs

systeme so erhalt man

SATZ [Lef xx]: Se.^. A   Z_ ^ e^ne- pcL^fc<X<.on-4^egu^(XA.e. Mct^cx and

A : TS->V fc<-ne Abb^dung. Vann g^bt u exne. Lo'4u.ng z1'"'
Az = 0 -40 daj3 A

odeA.

{zr---'zn} e.n.(wedeA.

kon^itcLnt

-inje. k.tiv -Ust

ode/i. A(z^. ) = A(z^) g/c-tt genau wcnn z^. u.nd z.
J

van

Xn deAAe^bcn Ze.^. e dM- m, p, c Menge, d. k. zu de/LAe^-ban SpoLtfen-

fz^<z6-4e. deA SpaZ^ene^-gztiAc^a^ von A ge.^io^e.n.
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