RAMSEY THEORTIE
Ein Uberblick

Walter Deuber, Bielefeld

I. MENGEN

§ 1 Der Satz von Ramsey, abzihlbare Version

Der einfachste Fall des Satzes von Ramsey lautet:

SATZ: Jeder abzdhlbare Graph enthilt einen voldstindigen oden
Leenren abzdhlbaren Subgraphen.

I

Bezeichnung: Sei X eine Menge, n eine Kardinalzahl. Dann bezeichnet (%)

die Menge aller Teilmengen von X der Kardinalitit n .
Die obige einfachste Version des Satzes von Ramsey lautet dann (w die

Menge der natiirlichen Zahlen)

SATZ: Sel A (?) > {0,1} edne Abbildung. Dann gibt es
xe (@ mit AP = const.
w 2
Es geniigt ndmlich A als die charakteristische Funktion der Kantenmenge eines

Graphen mit Punktmenge ® aufzufassen. Man kann sich den Satz von Ramsey auch

wie folgt veranschaulichen:

P(w)
@ w

} () va: () - {0,1}

|

o) IXEC)  mit A]() = const,

Der Satz von Ramsey 1idRt sich wie folgt verallgemeinern:
1) Statt A : (?) - {0,1} betrachte man Abbildungen (Fdrbungen, Partitionen)

mit endlich vielen Werten A : (?)—»{0,...,n—l}



Diese Verallgemeinerung ist bei allen Sitzen der Ramseytheorie méglich
und bringt gelegentlich beweistechnische Vereinfachung. Andererseits

kdnnen grundsdtzlich die Versionen mit 2 Farben auch ohne den Umweg iiber

mehr Farben bewiesen werden.

2) Statt A :(?)—»{O,l} betrachte fiir festes k€ w :
A () ~{0,1}
d.h. Partitionen von "k-Tupeln" oder Kanten in k-reguldren Hypergraphen.

SATZ [Ram 30]: Sed k€w und A :())->{0,1} . Dann gibt es

W . X, _
X.E(QQ met A P(k) = const.

Beweis: Induktion nach k . Fir k=1 1ist die Aussage das Schubfachprinzip.-
Angenommen, der Satz gelte fiir ein k-1>1 . Sei

A 2(3)‘*{0,1} gegeben. Sei X =

Sei nun X. = min X.
i i
und X.,, © X.~x.} so, daB
1+ i i
) X unendlich ist und
1+1

X
' 1+1\ .
B) VYY" & (k~l / 3

A({xi}lJY) = A({xi}lJY') =: A*(Xi)

(X. erhdlt man mittels der Induktionsannahme aus Xi)

1+1]
Sei X*¥ = {Xi[ i€ w}
Mit dem Schubfachprinzip erhdlt man
X &x¥* mit A*r(¥) = const.
Man bemerkt, daB der Beweis auf folgenden Ideen beruht:
Fir Z = {z } € 6”) betrachte
o " %k-1" " 'k

W _ w
InZ={z}€(),BndZ={z...2._ 1<)

Dann haben wir bewiesen:



Lemma: Sei A : (E)~*{0,1}
¢ s w x*
Dann existiert X*E€ Qo) so daB fiir alle Z,Z'€ “( ) gilt:
In Z = In Z' impliziert A(Z) = A(Z') .

Dies erreichte man durch iterierte Anwendung der Induktionsannahme.

Das Schubfachprinzip erlaubte dann X mit A r(§) = const zu erhalten.
Dabei haben wir zwei Funktoren
In, End : SET > SET

benutzt, welche den Rang erniedrigen. Diese beiden Funktoren In Z, End Z
beschreiben Z vollstindig. Eine #hnliche Idee werden wir spdter beim
Vektorraumsatz antreffen. K.Leeb untersuchte in seiner Pascaltheorie [Le 73]
das rekursive Verhalten von solchen Funktoren um damit elegant kombinato-

rische Theoreme zu beweisen.

§ 2 Der Satz von Ramsey, endliche Version, Kompaktheit

Aus der unendlichen Version des Satzes von Ramsey folgt mittels eines Kom—
paktheitsargumentes eine endliche Version, die wir hier im einfachsten Fall

vorstellen.

SATZ [Ram 30]: Vm€Ew3Ir€w:

VA . <{O.é.r—l})_, {0’]}

IXE€ ({Ol’é'r—]}) mit A r(g) = const.

Der Beweis geschieht indirekt. Die Gegenannahme lautet:
ImVr3IAVX : A :(g) # const
def.: "A schlecht fiir r"

Sei also m fest so gewdhlt, daB fiir alle r€w ein schlechtes

A :(;)-*{0,1} existiert.

Definiere einen Baum.

Punkte: Schlechte Firbungen
A:())»{0,1} r€o

Kanten: Fiir schlechte Fdrbungen A :(5)-»{0,1} und
A" (r;l)—+{0,l} ist {A,A'} eine Kante genau wenn A'

eine Extension von A 1ist.



Damit ist ein unendlicher lokalfiniter Baum definiert, Kdnigs Baumlemma

liefert einen unendlichen Pfad
o - Al - A2 - ...

von schlechten sich fortsetzenden FiArbungen.
Setze A% = lim A, : (‘2")—»{0,1}

Nach Ramsey existiert eine m elementige Teilmenge X mit A¥ f(g) = const.
Daher ist A* nicht schlecht fiir max X . Nach Definition von A* als

Limes, ist auch A nicht schlecht ,ein Widerspruch. Analog beweist man

max X

SATZ [Ram 30]: Vmkn€wir€w:

VA ({O.i.r—l}> 5> {0,...,n-1]

3 X€ {{O'A'r_l}) mit A r(z) = const.

\

Die kleinste Zahl r = r(m,k,n) heiBt Ramseyzahl.
r(3,2,2) =6 r(4,2,2) =18 [GG 55]

42 < r(5,2,2) <55 ist unbekannt, was auch nicht so erstaunlich ist.
(Wieviele Schritte rechnet ein Computer?!) Nennen wir r(5,2,2) kurz r(KS)

so ist von Frau I. Mengersen (Braunschweig) berechnet worden (1984)

23 5_r(k'5 - Kante) < 24

Das Kompaktheitsargument ist auch in Untersuchungen von Paris und

Harrington wesentlich eingegangen. Zunichst bemerkt man:

sATZ [pH 77]1: Vk,n A:(:)—»{O,...,n—l} IXcw  mit
L) IXi > min X , k+l
AL) A r(k) = const.

Beweis: Man nehme die ersten (min X)+1 Elemente der nach dem Satz von

5 . . X
Ramsey existierenden unendlichen Menge X mit A |(k) = const.

Mit Kompaktheit erhdlt man
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SATZ [PH 77]: Vk,n 3Ir* = r*(k,n)
VA <{0"é"r*_l}) - {0,...,n~1}
Ixc {o,...,r¥*-1} mt
L) 1Xl > min X , k+l

& A () = const.

Mit einem Kompaktheitsargument ist der Beweis einfach. Allerdings haben
Paris und Harrington [PH 77] gezeigt, daB dieser Satz in der Welt der
endlichen Mengen (Peano Arithmetik erster Stufe) nicht beweisbar ist.

Dies bedeutet, daB nichtkonstruktive Methoden, wie sie z.B. dem Kompakt—
heitsargument inhdrent sind, wesentlich bendtigt werden. Der tiefere kom-
binatorische Grund, warum dieser Satz in der Peano-Arithmetik nicht be-
weisbar ist, liegt in der Tatsache, daB r* eine sehr rasch wachsende
Funktion ist. Hier beweisen wir ein etwas schwicheres einfacheres Resul-
tat als dasjenige von Paris und Harrington. Immerhin werden einige wesent-—

liche Ideen desselben eingehen.

Definition: (Ackermann-Funktion)

Sei fo(x) = x+]
k] )

£ 0 = 25700
wo f(x) die x-fach Iterierte von f 1ist.

f(x) = £ (%)
heiBt Ackermannfunktion. Sie wichst schneller als jede primitiv rekursive
Funktion.
SATZ (Paris): r* = r*(2,2n+3) > f(n)

Beweis: Definiere | * ‘
A ( "é" ) - {1,...,2n+3} durch

{ min {a,b} falls min {a,b} < n+2

A {a,b}< =
n+2+y sonst

wo u=max {k<n|f (a)-2 < b-2}

Zundchst bemerkt man, daB u wegen a<b wohldefiniert ist:

a+l = fo(min(ab))frmax {ab} , also ist die Menge der

méglichen k's nichtleer und p wohldefiniert.
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Weiter leistet X = {a } mit |X|>min X und Ar(}z()=(:onst.

l,...,alXl
das Gewlinschte.

Wegen |X|>3 ist diese Konstante von der Form n+2+k fiir ein festes k .

Nach Definition von A heifit dies

fk(a]—Z) 5732—2 6 i

und wegen der Monotonie der Ackermannfunktion

al—2 f_fk(a]~2) £ dy-2 f_fk(az—Z) <...<a -2

2 1X|
Es bleibt noch zu zeigen, daR k=n .

Hierzu beachten wir

- (a;-1)
aIX|—2 > félxl ])(31—2) > fk l (al—Z)
@ @
(a;=1)
> f (1) = £  .(a,=-2) .
k k+1°71
®
Begriindung:
() Iteriertes Anwenden von fk auf vorige Ungleichungskette
C) IXi-=1 > a -1 und Monotonie

1
GD Monotonie

GD Definition von fk+l

Also muB in der Definition von w fir {a,b} = {al’aIXI} das maximal mog-
liche k=n genommen werden.
Wegen a, > n+2 hat man schlieBlich

fn(n).i fn(a]—Z)_i a £ r¥(2,2n+3) .

| X[-2

§ 3 Galvin - Prikry

Wir haben gezeigt, daB der Satz von Ramsey fiir Firbungen von k-Tupeln in o
gilt. Natiirlich kann man ihn endlich oft iterieren und Fdrbungen von 1 Tu-
peln 2 Tupeln ... ko—Tupeln simultan betrachten. Allerdings ist diese

Iteration nicht  oft mdglich.
SATZ [ER 52]: 3a U (‘1’(’)-.{0,1}
k€w
VAE(g) 3 x,x" , IXI=IX'I<w und

A(X) # AX")



Beweis: Fir Z€U(<lf) setze

Aczy = {0 1zl < min z
| sonst.

Mit Hilfe des Auswahlaxioms weist man auch folgendes nach

satz [ER 521: IA (g) > {0,1}
W ' A
VAE() 3 XX €()

AX) # AX")

X.)

" ’ : y w o s ; :
Beweis: Sei ( i eine Aufzdhlung von (w) . Definiere rekursiv eine

1<),

Abbildung A:(z)-*{o,l} .
AX) # A(X.y)

wo i* der kleinste Index einer unendlichen echten Teilmenge von Xi ist.

Der Ausweg aus diesen negativen Resultaten besteht darin, daB nur gutartige
Konstruktive A's zugelassen werden. Der hierfiir begangene Weg besteht in

der Einfilihrung einer Topologie.

Notation: Sei s eine endliche Teilmenge von @ und A€ Qp

[s,A]={X€(8)|X=SUX',X'€(3) und min X' > max s}

[s,A] 1ist also die Menge der unendlichen Teilmengen von AUs mit Anfangs-

stiick s und Fortsetzung in A .

Definition: Eine Teilmenge X von (g) heift basisoffen, falls s,AcB exi-
stieren mit X = [s,A]

Damit ist auf (i) eine Topologie definiert, die man Anfangsstiicktopologie
nennt. Die basisoffenen Mengen sind also durch endliche Anfangsstiicke charak-
terisiert. In diesem Sinne sind offene Mengen durch "endliche Information" und

Borelmengen durch "abzdhlbare Information' definiert.

SATZ [GP 73]: Ist A : () >1{0,1) eine Abbitdung mit A™'(0) (und 7' (1))
Bonel in Angangssticktopologie aug (8) , 50 existient
ae (@ mit Al = const.

Der Beweis beruht auf der Methode des kombinatorischen Forcings [N-W 65],

. . -1 y .
welches insbesondere fiir den Fall, daB A (0) offen ist, gebraucht wird.
Wir stellen nur diesen Teil des Beweises dar, da der Rest mit Induktion iiber

die Hierarchie der Borelmengen geschehen kann.



Definition: Sei 05(8) s

[s,U] heiBt gut fir (0 falls kein VE(B) existiert mit [s,V]cO .

[s,U] heiBt streng gut fiir 0 , falls [s,U] gut ist, und zudem fiir jedes

u€U~{0,...max s} auch [sU{u}, U] gut ist.
Of fenbar ermdglichen streng gute Paare Fortsetzungen des Anfangsstiicks, eine

fiir rekursive Definitionen angenehme Tatsache.

Lemma: Sei 05(8) offen.

Ist [s,U] gut, dann existiert VE(E) , so daB [s,V] streng gut ist.

Beweis: Angenommen [s,U] sei gut und kein [s,V] streng gut.
Setze W_ = U~{0,...max s} . Angenommen wir haben W >...>W. und

n <...<n. gewdhlt mit
o 1i-1

i) Wji'_1 G(Wj\{O,...,nj})
ii) n. €W.
] J
iii) [s U {nj},wj] nicht gut
iv) [SU{nj}’ij] c0

fir alle j<i .

Dann definieren wir n.,W wie folgt:

i+l
Wegen wiCU ist [s,wi] gut, aber nach Annahme nicht streng gut. Somit
gibt es ein kleinstes niewi , so daB [sU {ni},wi] nicht gut ist. Also
gibt es W. € (Wi\{O,.(b. ,ni}) mit sU {ni}’wiﬂ] c 0 . Setze

vV = {ni | i €w} . Nach Konstruktion ist [s,V] < 0 also [s,U] nicht gut,
was den gewilinschten Widerspruch liefert.

Nach dem Lemma darf im Folgenden stillschweigend angenommen werden, daB je-

des gute [s,U] auch streng gut ist.

SATZ (Der Spezialfall offener Partitionen):
Ist A (g)-a{o,l} mit

TN

0 o04pen; dann gibt es

w . X, _
Xe((o) mt A f(m) = const.

Bewels: Seil Oc(w) offen. Falls U existiert mit (E)CO , sind wir fer-
m——— )

tig. Nehmen wir also an, daB keine solche unendliche Menge U existiert;
dann ist [#,0] gut. Sei nach dem Lemma UOE (8) so, daB [¢,UO] streng

i i >...>U, <n.<,..<n, dhlt mit
gut ist. Angenommen, wir haben U, U, und n_ <n; n._; gewd m



i) UJ.+l € (UJ. \{0"@"“3})

ii) nj € Uj

iii) [s,Uj] ist streng gut fiir alle endlich
vielen Anfangsstiicke SEE{nO,...,nj_l} R

fir alle j<i .

Dann definieren wir mn.,U.
1”2 71+]

wie folgt:

Sei n, = min U, . Da nach iii) die [S’Ui] fiir alle endlich vielen An-
fangsstiicke sff{no,...,ni_]] streng gut sind, gibt es Ui+l(E(Uf\{O""’ni})’
so daB fiir jedes Anfangsstiick SEE{nO,...,ni} auch [s,Ui+l
her streng gut ist. Technisch ist hier die endliche Menge aller dieser An-

] gut und da-
fangsstiicke jedesmal unter Anwendung des Lemmas abzuarbeiten.

Setze nun X = {ni| i€ w} . Offenbar ist X wunendlich.

Behauptung: (5)(10 =0 .

Beweis: Angenommen es gibe Y E(z)flO . Da 0 offen ist, enthdlt ( eine Basis-
umgebung die Y enthilt, d.h. es gibt [s,W] mit Y€ [s,W] = 0 . Sei io

""’ni-l} . Dann ist Y~{0,...,max s} =

X~{0,...,max s} c U; . Damit ist Y>{0,...,max s} c U, nw.
o o
Also ist Ui N W wunendlich und natiirlich in W enthalten. Somit
o
[s,Ui Nyl < 0 , ein Widerspruch zur Giite von [S,Ui ]
o o

minimales 1 mit s c {no

Der Satz von Galvin und Prikry spielt in der weiterfiihrenden Theorie der Wohl-

ordnungen diejenige Rolle, die der Satz von Ramsey in der klassischen WqoO

Theorie spielt.

Einer der wichtigsten Anwendungen des Satzes von Galvin und Prikry ist:

Definition: Seien X,Y topologische Riume. f : X-Y heifit Borelabbildung
genau wenn das Urbild einer jeden offenen Menge in Y eine Borelmenge in X

ist.



SATZ: 15t Q edn diskreten Raum, und f - (8) - Q eine Borelabb.ildung.
[S 791 pann gibt es BE€ (8) 50 daB die Restriktion £ f(Z) -Q stetig
F2.% o

Beweis: Zunichst behaupten wir, daB das Bild von f abzihlbar ist. Ange-

nommen nicht, ist |[Im f|> o . Betrachte die Urbilder f_](q) (q€ Q)

1
Da in Q Jjede Menge QP' offen ist, ist f—l(Q') eine Borelmenge. Also

hat man mindestens 2 : Borelmengen in (8), ein Widerspruch.

Sei Im £ = {xil i€ w}

Sei A0 = w und AO,...,Ai » D seeesly gewdhlt mit
i) n. = min A.
ii) A. . €(A.~{n n. 1"
j+l J 0%"""7]

iii) fir jedes s c {no,...,n.} ist
- J

-1
[s,Aj+]] & £ (Xj) oder [s,Aj+]

-1
Inf (x.) =9
J
fiir alle j<1i .
Bei der Definition von Ai+1 werden alle sg;{no,,..,ni} iterativ mit
Hilfe des Satzes von Galvin, Prikry abgearbeitet.

Sei n, = min Ai . Nun arbeiten wir iterativ alle s c {no,...,ni} ab,
beschreiben aber nur den typischen Schritt fiir ein festes s . Da

f_](xi) [jedes Singleton ist offen in einem diskreten Raum] eine Borel-
menge ist, gibt es nach dem Satz von Galvin,Prikry ein

Ai+l€ (Ai\\{no"é"ni}) mit [S’Ai+l] E_f_l(xi) oder [s,Ai+]]ﬂ f—](xi)=¢ .
Setze nun B = {nil i€ w}

Dann gilt fiir jedes ZE€ (g) und jedes 1€w :

=i =1
ZEf (xi) genau wenn [Zf\{no,...,ni} : Ai+l] cf (xi) .

Damit enthdlt f_l(xi) mit jedem Z auch eine Umgebung von Z wund f

ist stetig.

§ 4 Kanonische Partitionssitze

Ramsey betrachtete Abbildungen A in eine feste endliche Menge z.B. ty-
pisch {0,1} . Dies war niitzlich fiir seine Untersuchungen in der zweiwerti-
gen Logik. Abbildungen A mit beliebigen Nachbereichen treten ebenso na-

tiirlich auf. In dieser Situation kann man nicht mehr erwarten, daB A in
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konstanter Weise auf einer geeigneten unendlichen Menge operiert. Min-
destens der injektive Fall A(X) # A(X') fiir alle X # X' muB mitbe-—
riicksichtigt werden. Es gilt also alle auftretenden Fille zu charakteri-

sieren.

SATZ [ER 50]:  Sel A(;)~w eine beliebége Abbildung. Dann gibt es

A€ sodap AT (D)

entweden konstant A(X) = A(X') VX, X'

oden injektiv A(X) £ AX') VX, X' (X £ X")

oden max A(X) = A(X") 4alls max X = max X'
oden min A(X) = A(X") falls min X = min X'
X,

Beweis: Zu A : (?)—+w definiere eine Hilfsabbildung A* auf (g) wie
folgt:
Zu {xo,x,,xéEEE(?) betrachte den Graphen G(xo,x],xz) mit Punktmenge
0,1,2 und Kanten
{1,3} fir A(Xi) = A(Xj)
Sei A*(XO’XI’XZ) = G(Xo’xl’XZ)
Ramsey's Satz liefert ein A€ (¥) mit A* |(§) = const. Falls der zugeho-
©
rige Graph vollstidndig oder leer ist, wirkt A auf (3) konstant oder in-

jektiv. Ist der Graph nicht vollstindig, so zeigt Transitivitit, daB A

A ; .
auf (2) entweder min oder max 1ist.

Man bemerkt, daB keiner der 4 Fille weggelassen werden kann. Hierzu betrach-
te man konstante, injektive min und max Fdrbungen auf (?) . Diese sind here-
ditdr auf Teilmengen.

Der Beweis zeigt, daB ein kanonisches Resultat fiir k-Tupel leicht zu erhal-
ten ist, falls ein Ramseysatz fiir k+I Tupel zur Verfiigung steht, was gliick-
licherweise Ramsey fiir uns bewies. Analoge Situationen werden wir spiter mehr-

fach antreffen.

SATZ [ER 50]: Sel A ;(;’) >A  eine Abbildung. Dann gibt es A€ (8> und
Ke{0,...,k=1} 40 daB §ir alle X = {Xo""’xk—l}’
PsausBy ¥, @EEE

A(X) = A(X') genau wenn ., = xj plin alle jEK .

Wiederum kann keiner der gk vielen Fdlle weggelassen werden.



I1. VEKTORRAUME

§ 1 Normalform

Rota vermutete, daB ein Ramseysatz nicht nur fiir Mengen, sondern auch fir
endliche Vektorridume gelte. Der Beweis wurde von Graham, Leeb, Rothschild
[GLR 72] gemeinsam publiziert. Wir folgen hier einer Version von Deuber

und Voigt [DV 83]

Sei F = GF(q) ein endlicher Kdrper und F(:) die Menge der n-dimensio-

.. m . o - . . i @ m
nalen Unterrdume von F . Sei eo...em_l die kanonische Basis in F

die im weiteren festgehalten wird. Um einen gegebenen n-dimensionalen
Unterraum V von F" zu beschreiben, geniigt die Angabe von geeignet ge-
wihlten n linear unabhingigen Vektoren, die wir spaltenweise nebeneinan-
der schreiben um die Abbildungsmatrix NF(V) : F' 5 F™  zu erhalten.

Sei also V gegeben. Teste nacheinander, ob ein Vektor X€V die Koordi-

- - . 2 . . * 7
nate e s€ .- benutzt. Seil e, die erste aktive Koordinate und X

ein zugehdriger Vektor.

Durch Skalarmultiplikation kann erreicht werden, daf
N m-1 (io) N
x, =e, + A e

i i L e

o) o) 1 +1
o

Nun teste analog alle von ;i unabhingigen Vektoren in analoger Weise und

erhalte i <i, K <i.<... i_ . ° mit
o 1 2 n-1
m-1  (i.)
X, =e, + T A3 €
i. i. . £ £
] k| 1j+]

Damit hat die Matrix zunichst die folgende Gestalt

< n >

A fo 00000
i ‘0 0 0 0 0 O
o i
1 0 0 0 0 0 .
£ 0 0O O O O
m i, & 10000
i ] 0
12 . £ & 0O O
i £ £ & &g & 1
n"'l i
V \5 E E E & & !
Dabei stehen in den Positionen ¢ beliebige Elemente aus F . Durch Linear-
kombination der Spalten erreicht man nun noch, daB in den Zeilen io’il' S
auBer den fiihrenden 1 nur Nullen stehen. Wir erhalten damit die Normalform

NF (V)



O 0 0 0 o

0O 0 0O O O

1 0 0O O O Dabei stehen die £ fiir be-
| E O O O o } liebige Korperelemente iiber

NF(V) = i 0 1 0 0 O ; die vorab keine Kontrolle be-

} 0 01 00 '," steht.
t E £ &£ 0 O }
. 00 o0 1 0
| 0O 0O O o0 1 i

Y

Offenbar hat NF(V) Rang n und das Matrixprodukt von 2 Normalformen

ist wieder eine Normalform die der Inklusion der entsprechenden Riume ent-
spricht. Wir bezeichnen mit F(g) die Menge aller Normalformen.

Fiir unsere Uberlegungen miissen wir noch einen Schritt weiter verallgemei-

nern.

Definition: Sei t€w . Dann ist

t+m
t+n

m
FoeF(m

die Menge der Matrizen

m £ X € F(:)

Vv

Dabei sind die Elemente ¢ wieder beliebige aus F unter Beriicksichtigung

B
—
o
v
e R

der Normierung der Zeilen mit fiihrenden Einsen in X zu wihlen.

Bemerkungen:

; m n
i) A€ Ft(n) I;, B € Ft(p)
= A~B€Ft(p)
.. m, _ g M0
ii) Fo(n) = F(n) = Menge .
der (Normalformen von) n dimensionalen Unterridumen in F

(projektive Situation)

iii) F](:) = Affine Situation.



Als nichstes definieren wir Anfangs— und Endstiicke

. m
Sei AE€ Ft(n)

< e
A .
/! o ! \ ]
e ! 1- 0 r
\/ 0 1 | j
A= = I
| Anf(A) | 0! g End A
i ) B SO R— ‘ )
| i
0000 | 1000O0O fl
/" 5
; " . ;i
\ / J

Anf(A) 1ist also die Teilmatrix welche unterhalb der fiihrenden tx t
Einheitsmatrix sich befindet, bis zum nichsten Auftreten einer fiihrenden 1.

End(A) erhidlt man durch wegstreichen aller Zeilen, die zu Anf(A) gehoren.
[ 2%
{ Y

Bemerkung: End(A)EZFt+] k j

\\n— ],l

(? = Anzahl weggestrichener Zeilen).

SATZ [GLR 72]
Vt,m,k Ir VA: Ft(li)-’ {0,1}
r
JAEF ()

3 = 0 =
mct s, Al{AX | X€ Ft(k)} const.

Beweis: Induktion iiber alles mdgliche. Man iiberlegt sich, daB der Satz fir
k=0 und beliebige t,m gilt. Das ist eine bekannte Anwendung des Satzes
von Hales-Jewett. Nehmen wir also an, der Satz gelte fiir ein k-1 > 0 wund
beliebige t,m und betrachten nun den Fall k .

t+|(kzl)
Hilt man Anf X fest, so liefert die Induktionsannahme angewandt auf End X

Hierzu zerlegen wir jedes XEZFt(;) in Anf X und End XE€F

ein homogenes A . Arbeitet man nun iterativ alle Anfangsstiicke ab, so er-

hidlt man

Lemma: Ohne Beschidnkung den AlLLgemeinhelt enfillt A die Bedingung
VX, X' € Ft(ﬁ) gilt :

ARF(X) = Anf(X') {mplézient A(X) = A(X')



Betrachten wir nun die Anfangsstiicke Anf(X) , X€ Ft(z)

/ Matrix: Zeilen in Ft
Anzahl Zeilen: unbekannt

(jedenfalls < m)

s 3 3 t n .
Anfangsstiicke := Wort mit Buchstaben in F . Wir brauchen also einen
Satz iiber Worter,der eine Art Schubfachprinzip ist. Hales-Jewett lie-

fert dies. Wdhlt man Ft als Alphabet, so ist damit der Satz von Graham,

Leeb, Rothschild bewiesen.

Der Grundgedanke von Hales und Jewett besteht darin, die kartesische Po-

n . y ; . :
tenz A einer endlichen Menge A mit geeignetem n als die zu firben-—
de Grundmenge zu betrachten und hierzu eine einfarbige "Parametermenge" zu

finden.

Definition: Es sei A eine endliche Menge. A" bezeichnet das n-fache

cartesische Produkt Ax...xA . Ein m-Funktional f in A" ist ein n-Tupel
n . . "

f = (fo,...,fn_])e (AlJ{AO,...,Am_l}) , in dem jeder der "Parameter

X seees) mindestens einmal auftaucht. Dabei ist es verniinftig zu ver-

o m-1
. 1 = m .
einbaren, daB Af;{ko,kl,...,} $ . Zu (ao,...,am_l)EEA sei
f(ao""’am—l) €A dasjenige n-Tupel, das aus f entsteht, indem man iiber—
all Ai durch a; ersetzt. Mengen der Gestalt f. A" = {f(ao,...,am_])|

(ao,...,am_l)EEAm} E_An heiBen m-Parametermengen in i

Beispiel: Es sei A = {0,1,2} . Die Menge
M= {(0,1,0,2) , (1,1,1,2) , (2,1,2,2)}

ist eine 1-Parametermenge. Hierzu gehdrt das |-Funktional f=(AO,l,AO,2) .
Die oben definierte Abbildung F liefert die arithmetische Progression

F(M) = {3+2 2 |A €{0,1,2}} . Die Menge
N = {(1’2’1’0) ’ (2)],1’0) ’ (O,O’],O)}

ist keine |-Parametermenge.

FaBt man die Menge A = {0,1,2} als den Kirper Z3 auf, so sind sowohl

M als auch N affine Geraden in (23)4 . Allgemein ist jede m-Parameter-
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menge in GF(q))n ein m-dimensionaler affiner Unterraum von (GF(q))" ,

aber wie das obige Beispiel zeigt, gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung.

SATZ [HJ 63]: Seil A edlne endliche Menge und seien m,r positive ganze
lahlen. Dann gibt es eine Zaht n = HI(IAl,m,r) 50,
daB es zu jedern Finbung A:A">{0,...,r-1} ein m-Funktio-
nal £ in A" derant gibt, dap A] £-A"™ = const. , d.h.
A(f(a,...,a__)) = A(E(b_,...,b ) gilt fir alle

m
(ag,--esa ) » (b_,...,b )EA" .

m—1

Beweis: Seien t,m,r positive ganze Zahlen. Man zeigt:

tHJ(t,],r)
(1) HI(t,m*+l,r) < HI(t,1,r) + HI(t,m,T ), und

(2) HI(t+1,1,r+1) SAHJ(t,l+HJ(t+],1,r),r+l)

Zusammen mit dem trivialen Induktionsanfang "HJ(l,m,r) = m" bekommt man

sofort einen Beweis des Satzes durch Induktion iiber t,m und r .

\J w
ad (1) Es sei A : g o, 0,...,r=1 eine Fidrbung, wobei |A| = t,
1A

HI(t,1,r) Nt
n' = HJ(t,1,r) und n" = HIJ(t,m,r ) . Fir b = (bo,...,bn"_l)eA
|

sei die Firbung AE : A" 5r definiert durch AE(ao""’an'—l) =

A(ao""’an'—l’ bo""’bn"—l) . Nach Wahl von n" findet man ein m-Funktio-
"

nal g in A" so, da? Ag(B) = Ag(E') fir alle S,B'EjAm . Betrachte al-
so die Farbung A' : A >r mit A'(ao,...,an._l) = Ag(g)(ao""’an'—l) s
wobei nach Konstruktion b €A™ beliebig ist. Nach Wahl von n' findet man
ein 1-Funktional £ in An' so, daB A"](f-A) = constant. Offensichtlich
ist dann A ](f-A.xg-Am) konstant, und f-A.xg-Am ist eine (1+m)-Parameter-

; n'+n"
menge in A .

ad (2) Sei A : (AlJ{b})n-+{O,...,r} eine Firbung, wobei |A| = t, bgA

und n = HI(t,1+HIJ(t+1,1,r),r+1) . Es bezeichne A, die Restriktion

A
A]An : An-a{O,...,r} . Nach Wahl von n findet man ein (Il+m)-Funktional g
+ . .
in A" so, daB AA-]g-Al ™~ constant mit m = HJ(t+1,1,r) ; ohne Ein-

1+m

schrinkung konnen wir annehmen, daB AA] geA konstant in der Farbe r

. _ . : m
ist. Falls nun A(g(b,ao,...,am_])) = r fir ein (ao,...,am_])e (AU {b})

ist, so ersetze alle in (b,ao,...,a ) vorkommenden b's durch Xo

m— 1
und bezeichne das so entstehende 1-Funktional in A]+m mit h . Offensicht-

sichtlich ist dann A']g-h-(ALJ{b}) = constant. Andernfalls betrachte die
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Fidrbung b (AU {b}) - {0, ,r=1} | die durch A b(ao, .,am_l)
A(g(b,ao,...,am_l)) definiert ist. Nach Wahl von m findet man ein ein-
farbiges 1-Funktional h = (ho""’hm—l) in (AU{b})m . Dann ist aber
g(b,h ,...,h ) ein I-Funktional in (AU {b})" und A]g(b,ho,...,hm_])

(AU {b}) = constant.

Wir haben hier den Beweis des Vektorraumsatzes bewuBt nur skizziert um die
Struktur deutlich werden zu lassen, und damit zu zeigen wie die Ansitze des
Beweises des Satzes von Ramsey verallgemeinert werden kinnen. Details findet

man in [DV 83].

§ 2 Korollare, Bemerkungen und Erweiterungen
Fir t=0 erhalten wir

Korollar: Sei F = GF(q) . Zu k,m existiert r mit folgender Eigen-
schaft: Sei A eine Partition der k dimensionalen linearen Unterriume
r . . . . : ; .
von F in zwel Klassen. Dann gibt es einen m dimensionalen linearen

Unterraum A , auf welchem A konstant ist.
Fir t=1 erhalten wir

Korollar: Sei F = GF(q) . Zu k,m existiert r mit folgender Eigen-
schaft: Sei A eine Partition der k dimensionalen affinen Unterriume
von F' in zwei Klassen. Dann gibt es einen m dimensionalen affinen Un-

terraum A , auf welchem A konstant ist.
Eine unendliche Version gilt fiir GF(2) .

SATZ [Hin 74, Bau 74]: Sel A P(w)-{0,1}

Dann gibt es eine Folge (Xi) von end{ichen i€v Teilmengen von

mit L) max X, <min X, , V;

L) al{U ¥. | Jendlich Jcw} = const.
jey J
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Eine unendliche Version gilt nicht fiir GF(q), q > 3

Beispiel: FO(T) . Eine typische Normalform sieht wie folgt aus:

r

|
X = {
j
f

£ beliebige Kdrperelemente

MM X O O - O O C

r
—

(0} x = 1

Setze A(X) = {
1 sonst

Neuerdings ist es gelungen, eine schwache unendliche Version zu beweisen.

Definition [Voi 83]: Sei (Xi)i€ig eine Folge von Unterriumen in FO,

(Xi)iG(J heiBt aufsteigend falls

i) Vi dim X, =i

ii) Projektion von X in Richtung Xi ist

i dimensional.

Beispiel: Die Folge (XI’XZ) im untenstehenden Bild ist aufsteigend.

Mo

N

" ,/"
z T

A )ﬁ

SATZ [Voi 83): Zu jedem k€w und A:Fo(‘l‘j)-»{o,l}

gibt es eine augsteigende Folge (Xi)ie o

X.
mit Afu(, ') = const.
ik

Natiirlich braucht eine aufsteigende Folge nicht AnlaB zu einem unendlich
dimensionalen Raum in U X, zu geben. Andererseits ist die Aussage stark
genug um eine Paris—Har%ington—Version fiir Vektorrdume zu erlauben. Dabei
ist nicht klar, ob die zugehirige Funktion r* (s. Kap. I) noch viel

stirker wichst als die zur klassischen Paris-Harrington-Situation gehdrige.
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Um eine topologische Version zu erhalten, topologosiert man F (t)
)

(Menge der Normalform von Rang k mit k Spalten, ® Zeilen), indem man setzt

d(X,X') = " genau wenn
i+1

X und X' auf den ersten i Zeilen iibereinstimmen. Dies ist die natir-

liche Verallgemeinerung der bei Galvin,Prikry betrachteten Topologie.

SATZ [Voi xx]: Ist A:F_()-{0,13 eine Baireabbildung
(d.h. A" '(i) je edine Bairemenge) 50 gibt es

© : A,
AE:Ft(w) mit A | Ft(k) = const.

Auch kanonische Versionen sind bekannt [Voi 84] ,

§ 3 Abelsche Gruppen

So wie sich vor einigen Jahren herausgestellt hat, daB eine Ubertragung
kombinatorischer Untersuchungen fiir Mengensysteme auf den Fall der end-
lichen Vektorrdume sinnvoll ist (q-Analoga), so ist eine weitere Verall-
gemeinerung auf endliche Abelsche Gruppen und Moduln fruchtbar geworden.
Gerade bei endlichen Abelschen Gruppen hat man einen klassischen Dar-
stellungssatz mit direkten Summen, welcher Beweisansitze ermdglicht. Be-
sonders schon ist aber, daB schlieBlich ein in der Formulierung von Dar-
stellungsfragen unabhdngiger Ramseysatz gefunden wurde. Allerdings beruht
der schone Beweis von Voigt [Voi 80] des folgenden Satzes auf der Ubertra-

gung der Normalformen in die q-Version.

Definition: Ab (g) = Menge der Untergruppen von A welche isomorph zu

B sind.

SATZ: Sel K edine endliche abelsche Gruppe. Dann sind folgende Aus-

sagen dquivalent:

L) Jedern Automorphismus o' ediner Unterngruppe von K besitzt
eine Ausdehnung o , die Automorphismus von K As%t.

L) Iu federn endlichen abelschen Gruppe M gibt es eine eben-
s0lche Gruppe R mit:

VA : Ab(y) > [0,1) 3M€Ab(§)

mit Ar(g) = const.

Weiteres findet man auch in [ DRo76,Deu 82, P 82].



IIT. ARITHMETISCHE PROGRESSIONEN

(Dieses Kapitel ist eine ausschnittsweise Uberarbeitung und
Erweiterung von [DV 83])

§ 1 Arithmetische Progressionen
1926 bewies der damals 23jihrige B.L. van der Waerden folgendes Result:

SATZ [v.d.W. 27]: Zu jedem Paan k und ¢ von positiven ganzen Lahlen
gibt es eine positive ganze Zahl n = vdW(k,r) 540, daB es zu feder
Fanbung A : {0,...,n-1}5{0,...,r=1} der nichtnegativen ganzen
Zahlen kleinen als n mit r Farben eine einparbige arithmetische
Proghession a,a+d,...,a+(k-1)-d bestehend aus k Terwmen gibz,
d.h. AB(a) = A(a+l+d) , 0 <i<k .

Hierzu gilt folgendes Dichtheitsresultat, welches von Erdds vermutet wurde:

SATZ [Sze 751: Es sel k edine positive ganze Zaht und sel € > 0 eine
(beliebig khleine) neelle Zahl. Dann gibt es eine positive ganze lahf
m, = Sz(k,£) 40, da alle positiven ganzen Zahlen n>n folgende
Edigenschaft besitzen:
Jede Menge s < {0,...,n-1} mit |S|>e-n enthdlt eine aithmetische

Proghession der Lange k .

Fiir hohere Dimensionen gilt:

L oine endliche Menge von

SATZ [Ra 33, Wi 51]: Es sel X = (X seeesX_ }eo E
Punkten im L-dimensionalen, euklidischen Raum. Dann hat die Menge
-1 -
x* = (% m, - X.|m EN , tz] m. = HJ(t,1,r)} folgende Eigenschagt:
. 1 1 1 . 1
1=0 1=0
Zu jeden Finbung A : X* > {0,...,r-1} der Punkte in X* mit r

£ sowie eine positive ganze Zanf d ,

Farben gibt es einen Punkt a€E
s0 daB A(a+d - xO) =A(a+d- X;) fin alle i =0,...,t=1 . Insbe-

sondere 48t also a+d- x, €X* gin jedes o<i<t .

. ; ; £ ;

Geometrisch gesprochen ist die Abbildung H : E —>E£ mit H(x) = a+d- x
eine Homothetie (Translation plus Streckung), d.h. die Bildmenge von X
ist eine homothetische Kopie von X . Der Satz besagt also insbesondere,

daB es zu jeder Firbung des {-dimensionalen euklidischen Raumes EK mit
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endlich vielen Farben stets eine einfarbige homothetische Kopie von X
gibt, wo X eine beliebige endliche Konfiguration in EK ist.
Die zugehdrige Dichtheitsversion wurde von Flirstenberg, Katznelson

bewiesen:

SATZ [FK 78]: Seien k und £ positive ganze lahlen und sel € > 0
eine (beliebig kleine) reefle Zaht. Dann gibt es eine posLitive
ganze Zaht n o= FK(k,l,e) 50, daB alle positiven ganzen Zahlen
n>n polgende Eigenschagt besitzen:
Jede Menge s E{O,...,n—l}K von Punkten im L£-dimensionalen Wingel
der GroBe n mit |S|>£'n£ enthalt eine homothetische Kopie von
{0,.. .,k—l}‘ﬁ , dem L-dimensionalen Wirnfel der GrniBe k .

Wenden wir uns nun kanonischen Versionen zu. Fiir arithmetische Progressio-

nen gilt:

SATZ [EG 80]: Zu feden positiven ganzen Zahl k gibt es eine positive
ganze Zaht n mit dern folgenden Eigenschaft:
Zu feder Farbung A: {0,...,n-1}>N gibt es eine k-elementige
arithmetische Progression a+i-d | i=0,...,k-1 40, daB entweden
A(a+i-d) = A(a+j-d) 4l alle O <i,j<k (d.h. a+i-d st eine
einfarbige anithmetische Proghession) oden A(ati-d) # A(a+j-d) 4lin
alle 0<i<j<k (d.h. a+i-d 44t eine injektiv gefdrbte arithm, Proghession)
Beweis: Indirekt! Sei k fest so daB fiir jedes n eine Fdrbung
An:{O,...,n—l}ARJ ohne konstant oder injektiv gefdrbte arithmetische Pro-
gression der Linge k existiert.
Zdhlen wir nun auf zwei Arten die Anzahl * der beziiglich A einfarbigen
Zweiermengen in {0,...,n-1} . (n sehr groB).
Gibt es keine konstant gefdrbte arithmetische Progression der Linge k so
gilt nach Szemeredi:
)
2

1 _en 2
< — <
)< £ P <en
Gibt es keine injektiv gefirbte arithmetische Progression der Linge k ,
so enthdlt jede solche eine einfarbige Zweiermenge. Jede einfarbige Zweier-

menge ist aber in hdchstens (g) Progressionen der Linge k enthalten. Daher

2
* > ¢en

fiir ein ¢ unabhdngig von n .

Fiir groBe n klafft hier eine gewiinschte Liicke!



Es ist mit Hilfe des Satzes von Filirstenberg, Katznelson gelungen, eine

mehrdimensionale Version zu beweisen.

SATZ [DGPV 83]1: Es sel X = {x_,...,X _,} < E' eine endliche Menge von
Punkten im L-dimensionalen euklidischen Raum. Dann gibt es eine end-
Liche Menge X*EE{’ mit folgenden Eigenschaft:

Zu jeden Farbung A : X*¥ >N gibt es einen Linearen Unterrawn
W< EK sowdie ene homothetische Kopie atd-X < X¥ | a€ E'C' , dEN ,
von X 40, daB firn atle xi,ijX glt:

™) A(a+d-x.,) = A(a+d-X.)eX.-X. €W ,
1 ] 1]

d.h. X und X Liegen Ain denselben Nebenkfasse von W .

Zunidchst konnte der Fall, daB XS]Ne im Gitternetz liegt, erledigt werden.

Spencer zeigte anschlieBend, wie man den allgemeinen Fall darauf zuriickfiihrt.

Weiter zeigte dann Spencer [Spe 83], daB unter zusdtzlicher Zulassung von
Rotationen nicht Nebenklassenfirbungen, sondern vielmehr konstant oder in-
jektiv gefidrbte Kopien auftreten.

Mittlerweile ist es Promel, R6dl [PR6 84] gelungen zu zeigen, wie man die-
se Sitze ohne Dichtheitsversionen, also direkt elementar beweisen kann.

Weitere Verallgemeinerungen stehen in [PRo 84].

§ 2 Partitionsregulidre lineare Gleichungssysteme

Betrachten wir die folgenden Gleichungssysteme:

i) Koy TOX =X fir 1 =1,...,k-1
ii) Y X. =X fir I<{o,...,m-1} , T #0
. 1 I —=
i€1
111) X, + X, = 3. X

Die ersten beiden haben folgende Eigenschaft: Zu jeder Zerlegung der posi-
tiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer der Klassen
Zahlen KoseeesXy s die eine Losung von (i) bilden.

Ebenso gibt es in einer Klasse Zahlen XoveeesX oy sowie Zahlen x;  fiir

jedes nichtleere I < {0,...,m-1} , die eine L3sung von (i1) bilden.

Gleichungssystem (iii) besitzt eine solche Eigenschaft nicht: Schreibt man

'
n "

jede positive ganze Zahl n als n =5 -n mit n"#0 (mod 5) , so er-

hilt man eine Firbung AS : N->{1,2,3,4} durch As(n) = jien"=1 (mod 5)



Man rechnet leicht nach, daB es keine 3 Zahlen x X 5%, gibt, die (iii)
o
erfiillen und unter A5 alle gleichgefdrbt sind.

Definition [Ra 33]: FEine ganzzahlige Matrix A (bzw. das durch A be-

schriebene homogene lineare Gleichungssystem A. x = 0) 1ist partitions-

reguldr, genau wenn zu jeder Zerlegung der positiven ganzen Zahlen in end-
lich viele Klassen stets in einer dieser Klassen Elemente X -
)T =0, d.h. eine der Klassen enthilt eine

yeoosX

existieren mit A. (x ,...,x
o n—1

Losung von A-°x =0 .

Rado gelang in seiner Dissertation die folgende schdne Charakterisierung

der partitionsreguliren Matrizen:

SATZ [Ra 33]: Edne Matnix A bestehend aus den Spalten (ao,...,an—]) st

partitionshegulin, genau wenn sie die Spalteneigenschaft besitzt, d.h.

§in eine positive Zahl £ gibt es eine Zerlegung von {0,...,n-1}

in paarweise disfunkte Mengen IO,...,;K_] derant, dap
4) ¥ a" =0, d.h. die Sunme der Spalten, die zur Spaltenklasse O
el gehinen, st der Nullvekton,
)z at =% {a §+1 al|i€I0 U..iJIj} 4l geeignete nationale
i€l. &
A Zahlen ). , d.h. die Summe dern Spalten in den

i,j+]

Spaltenklasse j+1 RaBE sdich als rationale Linear-
kombination der Spalten gritheren Spaltenklassen dar-
stellen.

Um zeigen zu konnen, daB partitionsregulire Matrizen die im Satz angegebene
"Spalteneigenschaft'" besitzen, beniitzt Rado Firbungen Ap tWN-{1,...,p-1} ,

die analog der oben angegebenen Firbung A_ definiert sind. Um zu zeigen,

5
daB die Spalteneigenschaft die Partitionsregularitit nach sich zieht, kommt

der Satz von van der Waerden ins Spiel,

Noch deutlicher wird der Zusammenhang zwischen partitionsreguliren Gleichungs-
systemen und arithmetischen Progressionen, wenn man anstelle der Matrizen sol-
cher Systeme Mengen von natiirlichen Zahlen charakterisiert, die als Ldsungs-—

mengen fiir partitionsregulidre Gleichungssysteme im wesentlichen in Frage kommeén.

Definition: Es seien m,p,c positive ganze Zahlen. Eine Teilmenge McIN
heift (m,p,c)-Menge, genau wenn es positive ganze Zahlen do,...,dm der-
art gibt, daB M genau aus den Zahlen besteht, die in folgender Liste auf-

tauchen:



A
CdO + ]d] * dez + e F Amdm

cd1 + Azdz + ... + X d

cd, + ... + A d

2 m m
cd
m
AiEIZ, P £ Ai <p i=1,...,m
Fir c=1, m=1 und p=k-1 enthalten (1,k-1,1)-Mengen Losungen des Glei-
chungssystems (i), widhrend fiir c=1 und p=1 die (m,1,1)-Mengen L3sungen

des Gleichungssystems (ii) enthalten. Intuitiv sind (m,p,c)-Mengen "m-fach

iterierte arithmetische Progressionen mitsamt den c-fachen Differenzen'.

SATZ [Deu 73]: (1) Eine ganzzahlige Matrix A (bzw. das GLeichungssystem
A.x =0) 4t partitionsneguldn, genau wenn e positive ganze Zahlen
m,p,c g4bt, s0 daB fede (m,p,c)-Menge eine LGisung von A.x =0
enthilt., Weiten sind (m,p,c)-Mengen selbst Teilmengen von Li-
sungen partitionsreguldrer GLelchungssysteme.,

(2) Zu jeder Wahf von positiven ganzen Zahfen m,p,c und r gibt ¢s
lahten n,q,d , daB zu jeder Firbung A :N- {0,...,r-1} einen
(n,q,d)-Menge N eine einfarbige (m,p,c)-Menge McN  existient.

Teil (2) dieses Satzes wurde urspriinglich mit Hilfe des Satzes von van der
Waerden bewiesen. Spidter bemerkte dann Leeb, daR man durch Benutzung des
Satzes von Hales und Jewett einen kiirzeren Beweis erhalten kann.

Mit Hilfe dieses Satzes gelang es, eine alte Vermutung von Rado zu l&sen:

Nennt man eine Menge von natiirlichen Zahlen partitionsregulidr, falls in ihr

alle partitionsreguldren Gleichungssysteme lGsbar sind, so besagt der Satz:

M (st partitionsrequldn, genau wenn M zu jedem Trnipel (m,p,c) mindestens

eine (m,p,c)-Menge enthalt.

SATZ [Deu 73]: TIst McIN partitionshegularn und A @ M-{0,...,r-1} cine
Fanbung von M , dann gibt es eine einfarbige partitionshequlire Te (£-

menge von M .
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Erwdhnt sei eine weitere alte Vermutung von Rado, die noch immer unbewije-
sen ist: Eine Matrix A heiBe r-regulir, wenn es zu jeder Zerlegung der
positiven ganzen Zahlen in r Klassen in einer dieser Klassen eine Losung
von A-.x =0 gibt. Zum Beispiel ist das Gleichungssystem (iii) 2-regulir

(aber natiirlich nicht regulir).

Vermutung [Ra 33]: Zu jedem n gibt es ein r(n) so, daB jede r(n)-re-
guldre Matrix A mit hdchstens n Spalten (d.h. A.x = 0 besitzt hich-
stens n Unbekannte) sogar regulidr ist.

Es ist immer noch nicht bekannt, welche unendlichen homogenen Gleichungs-
systeme partitionsreguldr sind.

Das unendliche Gleichungssystem

.* - = 1
(i%) X X, X, R i>0
ist nicht partitionsreguldr. Dies zeigt die Firbung A :IN5 (0,1},
) +
mit A(m) = 0 , genau wenn e Zk < m< Zk l und k=0 (mod 2).

Dagegen ist das unendliche Gleichungssystem

Ai**) I x,. =x; fir TCEN, T4, lIl <o
i€1

partitionsreguldr. Dies ist die Aussage des Satzes von Hindman [Hin 747,
der eine starke Verallgemeinerung des Rado'schen Summensatzes darstellt.

Das "groBte" derzeit bekannte unendliche partitionsreguldre Gleichungssystem
besteht aus der Vereinigung aller endlichen partitionsregulidren Gleichungs-

systeme mit dem Hindman'schen System (ii**):

SATZ [Fw 78]: Zu jedern Zerlegung dern natinlichen Zahlen in endfich viele
Klassen gibt es in einern dieser Klassen Lisungen firn (ii*) sowie fiin
jedes endliche partitionsheguline GLeichungssystem.

Es ist nicht klar, ob es - abgesehen von Subsystemen - hiervon

iberhaupt weitere unendliche partitionsregulire (lineare, homogene) Glei-
chungssysteme gibt.

Kiirzlich ist es Lefmann [Lef xx] gelungen, die kanonische Version zu den
partitionsregulidren Gleichungssystemen anzugeben. Wir deuten seine Idee an:
Der Einstieg geschieht iiber die (m,p,c)-Mengen, die man sich gemiB Defini-
tion als Folge von ''Zeilen" vorstellen soll, wobei jede Zeile eine iterierte
arithmetische Progression ist. Wendet man auf jede Zeile 1 die kanonische

Version des Satzes von van der Waerden an, so erhidlt man



A wirkt mit Konstante
Zeile 1 s N ° oder injektiv
2
€2
{5
m .4 ch oder injektiv

Durch Aussieben erhdlt man nun geniigend viele Zeilen, Z(1i) so, daB

A auf UZ(i) injektiv oder konstant ist oder aber die Konstanten paar-—
welise verschieden sind.

Ubersetzt man dies wieder in die Sprache der partitionsreguldren Gleichungs-

systeme so erhdlt man

SATZ [Lef xx]: Sed A€EZ  edne partitionsreguline Matrix und

A : NoN edine Abbildung. Dann gibt es eine Lisung ZseeesZ VOR
Az = 0 50 daB A |{zl,...,zn} entweden

kons tant
oden infektiv st ,
oden A(Zi) = A(zj) gt genau wenn z. und zj
in denselben Zeile der m,p,c Menge, d.h. zu dernselben Spalten-
keasse den Spalteneigenschatt von A gehinen.
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