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Seminaire Lo-tharingien de Conibinatoire

Nom'bres de Genocchi et pics de cycles

Rappel
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Les nombres de Genocchi peuvent etre definis

par Ie Triangle de Seidel (1877, figure ci-
centre), dans lequel tout nombre est somme

du nombre situe "a.vant" lul dan? Ie sens des

fleches et du nombre situe au-dessus de lui.

La suite du bord droit (1, 1, 3, 17, ... ) es-b

celle des nombrep de Genocchi G e-b la suite (cf. [sj^
de la colonne de gauche (1, 1, 2, 8, 56, ... ) e^t celle des"nombres

de Genocchi medians" Hg ^.^ . On a la fonc-fcion generatrice suivante :
x. tg(x/2) = x2/2! + x4/4! + 3x6/6! + 17x8/8! +...
mais on n'a helas rien d'auesi simple po-cu- les "medians" H^ ...

Le but de notre article est d'etudier la suite de polynomes en trois va-
riables G^(x, y, z) definie par la relation de recurrence :

G^(x. y»z) = z

G^^.y^) - ^ ( ^+^+^ ) G2n-l(x'y'z)
G2n+1(x'y'z) =z ( ^+^+^ ̂  G2n(x'y'z)-

Nous etablissons de fa9on combinatoire les identites euivantes :

j"')^< . 7- G^(x, 1. l) tn
^ n2?(1 -k2(x-l)t) n^1

(n')2tn
^THn d-k(k+i)(z-i)t) n^1

G^(l, 1, z) tn
^ ' k=1

ainsi que deux identites analognes dans Ie cas impair. En posant x=0 dans la

premiere on c'btient 1'identite de Riordan & Stein sur les nombres de Genocchiir5/, [1.

et en posant z=0 dans la seconde en obtient I'i&eii-titp ana3ogue demontree par

Barsky pour les nombrey de Genocchi medians. Par conE'. equen-k, on a :

G2n-l(°'1'1)=G2n
G2n ^1'1'0) =H2^1-

(Er- fait c'esL I'^der. tite analogiie ^ans Ie cat; impair qzd nouK foiu'njt la pre

mi&re. Si on pose 3:=0 duiiE Ie polyr_oii;e G^ fx, 1, l)/x, 01. c1-<tiei. t Gp ^? d'^. pres
I'idei-. tit^ de Riord. an et Stejn)
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D'autre part nous montrone, toujourp de fa^-on coinbina+. oire, lej developpemenlj

suivan-!<y en fraction! continue-r :

1 - £l
^ _

xt

1 - 4yt

1 - 4xt

. 1 - n y-b

1 -
n-3rt

^- G^(x, y, 0) tn (ou G^ = x)
n^C

'0

^
.^ _

2zt

1 - 4£t-
1 -

6zt

'1 -
n'yt

^0 G2n. l(o'y'z) +"

1 -
n(n+1 )zt

En posant respectivement x=y=1 e± y=z=1 dans ces developFements, on ob-tient

les fractions continues pour les H^^ d'w. e part, porn' les G^ d'autre part,
qu*on demon-tre a partir de leurs in-tErpretations en termes de "pis*olets alter-
nan-bs" (D-jjr. ont & Viennot 1980, Viennot 19^1) C^J, ['»J .

Ces formules sont tout-a-fait analogues au developpement er. fraction continue

de la -transfommee de Laplace du cosinus elliptique cn~, "et donnen-t a. penser que

les polynomes G^(x, y, z) jouen-t pour les ncmbres de Genocchi Ie r61e que jouent
les polynomes de Schet-t pour les nombres secan-ts et tangents[^J .

D'autre part, nous montrons que les coefficien+s des polynomes G^(x, y, z) comptent
les pics de cycle pairs et impairs sur les permut. ations "-bipartites", en convenant
d'appeler ainsi les pennuta-tions p pour leqnelles i et p(i) sont toujours de parites
opposees (sauf, dans ]e cas impair, pour p(2n+l) qui est impair). D'ou un nouvesii
rapprochement avec les polynones de Schet-fc (Dumont, 1 981) [.?j|

II reste encore a identifier ]a fonction g;eneratrice des polynomes G^(x, y, z) :
fonction elliptique, ou transcendante d'une autre esp&ce ?
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Entscheidbare Varietaten van aperiodischen Monoiden

R. Konig, Erlangen

Eine Varietat von endlichen Monoiden (=M-Varietat) ist eine Klasse

von endlichen Monoiden, die abge3chlossen ist unter Bildung von

Untermonoiden

Quotienten

- endlichen direkten Produkten.

Beispiele fiir M-Varietaten sind:

- die triviale M-Varietat I = {{1 } }

- die Klasse aller endlichen Monoide = M

- die Klasse aller endlichen Gruppen = G

- die Klasse aller aperiodischen (= endlich und gruppenfrei)
Monoide = A .

Ersetzt man in obiger Definition "Monoid" durch "Halbgruppe", so
erhalt man den Begriff der S-Varietat.

Eine M-Varietat (S-Varietat) V heiBt entscheidbar, wenn fiir jedes
endliche Monoid (Halbgruppe) M entscheidbar ist, ob MCV gilt oder
nicht.

Es ist klar, dafl fur entscheidbare M-Varietaten U und V auch UnV

entscheidbar ist. Fur die von ^J und y erzeugte M-Varietat UyV gilt

zunachst nur: JU vV ist rekursiv aufzahlbar. UvV ist namlich erzeugt

van den direkten Produkten UxV mit UelJ, VeV [E ] und eine Auflistung
aller IJi/y-Monoide erhalt man, indem man fur jedes UgU und jedes
vev alle Quotienten van Untermonoiden von Ux V auflistet.

Dieser Artikel ist ein Versuch, Bedingungen fur U und V zu finden
so daB UyV entscheidbar wird.

Daher 1st es notwendig, zunachst zu studieren, wie man Varietaten be-
schreiben kann:
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Jede M-Varietat (S-Varietat) V ist schliefllich definiert durch

eine Folge (g_)_ "-«, van Gleichungen, d. h. ein endliches Monoid

(Halbgruppe) M gehort genai^ dann zu V , wenn ein k 6 I*J existiert

so dafi fiir alle n > k die Gleichungen g_ in M gelten CE] .

Beispielsweise 1st

- I definiert durch x = y

M definiert durch x = x
n!

G definiert durch x ^ 1 (n=1, 2, 3, . . .

- A definiert durch x = x (n==1 , 2, 3, . . .)

Wenn das System (g^)^ ^^, die Eigenschaft hat, daB in jeder Halb-

gruppe M mit g^ auch g^,, gilt, dann kann man die Frage "MeV?"

entscheiden, faUs man die zunachst unbeschrankte Sixhe nach k durch

eine van M effektiv abhangige Zahl beschranken kann. Die Gultig-

keit der Gleichung g^ in der endlichen Halbgruppe M ist namlich

entscheidbar. Auf diese Weise erhalt man:

A ist entscheidbar

G ist entscheidbar.

Die effektive Schranke ftir k ist dabei jeweils | M| .

Eine andere Moglichkeit zur Beschreibung von M-Varietaten ist die

folgende:

Fiir jedes endliche Alphabet Z und jede natiirliche Zahl n sei P ^^
eine Kongruenzrelation auf £*, so dafi gilt: Fur jedes n e ]N und

E* ist p^^fop^. of
-1

fur jeden Morphismus f: r*
f ~ ~~ 9

Dann ist jedes ?" y vollinvariant und o. B. d. A. kann man voraus
n»

setzen, dafl aufierdem

vn'£ Pn+1, X^pn, Z (ersetze p^ durch ̂ ^p^)

Dann bildet die Klasse aller Z */ wobei X ein endliches Alphabet

und p eine endliche Kongruenzrelation auf Z* ist mit

Pk, E ^p^k 6M

eine M-Varietat. [K1].
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(Eine Beschreibung der S-Varietaten erhalt man, wenn man uberall
z*, r* durch z+, r+ ersetzt.)

Beispiel: Wenn V durch die Gleichungen g (n e-li} schlieniich de-
finiert 1st, dann erhalt man ein solches System, indem man de-
finiert:

pk, X ist die von der Gleichung g^ auf z* erzeugte vollinvariante
Kongruenzrelation.

Es sei nun S^^ ein endliches, effektiv konstruierbares Erzeugenden-
system von p^^ . Urn zu entscheiden, ob ein vorgegebenes Monoid M
zu der durch das System der p^ definierten M-Varietat V gehort
sind k und z zu finden, fur die gilt:

M X*/

sk,z£ "

Diese beiden Bedingungen lassen sich auch ausdriicken durch

- Z ist Erzeugendensystem van M

(u. v) £S^ ,z
u =v in M

Da M endlich ist, ist auf jeden Fall £ = M (als Menge) ein Erzeu-
gendensystem fur M, so daB also die zweite Bedingung wesentlich ist

Diese Methode kann man beispielsweise verwenden, urn die M-Varietat
R der R-trivialen Monoide zu entscheiden.

LR = {M|M endliches Monoid, Va, b M aM = bM=>a = b}]

Theorem 1 [K2] :

Es sei

A^ ^ = {A} fiir alle endlichen Alphabete £

Ak. 0 = fur alle k ^ °

A^ y = {A} u U A^ ^_. o. A,
iL 6e~? K,£^o ' k-1,X fur alle k > 0, X ^ 0 .
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Fi-ir ein endliches Monoid M mit JMJ = k und erzeugendem System

£ gilt dann:

M  R <=» ( (u, v) £ S
k ,E

u = v inM)

wobei S^ = { (uo, u) ju £A^ a e£, uo ̂ A^ }

Im Beweis benotigt man Kongruenzrelationen p,, (k>0) auf £*, die

jeweils erzeugt sind van den Mengen

Rk. r 
= ^UO'UMU 6Z*'0 -£'U = u^---u^, ot(u^)^ . . . Sai(u^) 3. ct(a) }

Dabei ist a der Morphismus von Z* in die Boolesche Algebra 2

(aufgefaBt als Monoid bzgl. u ), der erzeugt wird durch die Ab-

bildung o*-». {o} . Verlangert man diesen Morphismus durch p zu 01'

". : £*-u-^ 2E-e-> 2

in die Boolesche Algebra 2, ( 1 fur alle o 6Z) so kann man

in der Definition von R, _ _ u durch a' ersetzen und erhalt Mengen
, I.

R,*. . Die davon erzeugten Kongruenzrelationen p^ sind vertraglich

mit alien ffcEnd (Z ) und definieren dahereine S-Varietat (nicht

M-Varietat) K. die S-Varietat der umgekehrt definiten Halbgruppen

[E]. Man erhalt als

Korollar: Die Mengen S,'. ^ = { (uo , u) | u fcx'v, o fcZ}
,

sind endliche, konfluente, noethersche Reduktionssysteme und

es gilt:

Eine Halbgruppe S mit |S| = k liegt genau dann in K , wenn
(u, v) & S,1. " =? u = v in S.

,

Dabei ist E ein Erzeugendensystem fur S.

Vertauscht man in alien Definitionen rechts und links, so erhalt

man aus

'k,x

;k,z

R:
k,£

k,£

'k. -L
K

----->

--_-->

-- ---->

. ->

__--->

----->

L

Bk, l:
Tk,.
Lk,I
Lk,E
xk
T.'
k,£

Kr
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s^ y und Tk 5- lassen sich kombinieren zu

Mk, £ = { (uov, uv) |u, v &Zk , o fc Z}.

pk. z sei die von dieser Menge auf Z+ erzeugte Kongruenzrelation
und K die van den y^ ^ erzeugte S-Varietat.

I

Theorem 2:K = K vK

Beweis: Wegen M^ -&. p^^^X^ gilt

K j£ ^ und Kr^. K

Umgekehrt gilt auch P 2k n X2k-c- pk :

Sei namlich (u'v)eP2knx2k ' d'h-

u = xu = u^ y

v = xv^ = v^ y mit |x | = |y | = k

Fur p^ (und \^) gilt: u 4 v und (u, v)&p^ impliziert
|u|, |v| > 2k .

Sei daher |u|, |v| > 2k . Dannuberschneiden sich x und y
in obiger Darstellung weder in u noch in v und es folgt

(u. v) fc y^ .

Da M^ wieder ein konfluentes, noethersches Reduktionssystem ist,
folgt:

K ist entscheidbar.

(Das wuflte man schon vorher, z. B. aufgrund einer Beschreibung
durch Gleichungen).

In ahnlicher Weise wie aus p^ und \^ p^ entsteht, kann man zu p
und \^ eine Kongruenzrelation p definieren. V^ sei die von diesen
\i^ erzeugte M-Varietat. Analog zu obigem Theorem sollte sich be-
weisen lassen:

V =R v L .

Die Vermutung wird gestiitzt durch folgende Beobachtungen:

- V ist entscheidbar [K2]

- das System der irreduziblen Worter beziiglich p ,, wird be-

schrieben durch eine Bimaschine, die durch Kombination
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des rechts-sequentiellen Ubersetzers fiir p^ mit dem links-

sequentiellen Ubersetzer fiir \^ entsteht [ K2] .

- Es sei -y ̂  die von

H^ = { (uvw, uw)|u=u^ ... u^, w=w^... w^,

a (v)-c-u (u^ )=. . . =a(u^) = a(w^ )=. . . ==ot(w^)

erzeugte Kongruenzrelation und H die von den -y^ definierte

M-Varietat. (In [B-F] heiBt diese M-Varietat G)

Dann gilt [B] :

V ^ H

Die einseitigen Analoga zu -y,^ definieren R bzw. L [B-F].

V ist also eine "kleinere" Verallgemeinerung van R und L.

Aus [B-F] ergibt sich das folgende

Theorem 3 H 1st entscheidbar.

Beweis: H,. ist ein noethersches, konfluentes Reduktionssystem

und -y,. hat endlichen Index. Es gibt eine effektiv bestimmbare

Zahl 1, sodafl jedes irreduzible Wort beziiglich H^ hochstens die
Lange 1 hat [B-F] .

Also ist ein Reprasentantensystem I konstruierbar, indem man
jedes wez* mit |w| ^ 1 mit Hilfe von H reduziert. Bezeichne
mit irr(w) das zu we?:* gehorige irreduzible Wort und mit

H { (uo, irr(uo) ) |u  -1^. , o 6X , uo4 Ii<.)'k,x

Dann gilt fur M = £*/

M e H

Ml = k :

V(u, v} &TT,, ^ u = v in M .
,



70 -

Literatur

[B] Baader, F. : Einige Teilvarietaten der Klasse der aperiodi

schen Monoide und die zugehorigen E-Varietaten.

Studienarbeit IMMD (1984)

[B-F] Brzozowski-Fich: A characterization of a dot-depth two

analogue of generalized definite languages.

ICALP (1979)

[E] Eilenberg, S. : Automata, languages and machines

AP (1976)

[K1] Konig, R. : Beitrage zur Theorie der formalen Sprachen.

IMMD Arbeitsbericht 16/2 (1983)

[K2] Konig, R. : Reduction algorithms for some classes of

aperiodic monoids. Eingereicht


