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OBER DIE PERMANENTE GEWISSER ZIRKULANTER NATRIZEN

UND DAMIT ZUSAMMENHANGENDER TOEPLITZ-MATRIZEN

von

ARNOLD RICHARD KRAUTER"

Zur E-infuhrung uerden zuei Aruendungen der Pevmanente zzrkulante'p (0, 1)-
Matrzzen auf klasszsche Abzdhtprobteme besproohen. Darauf folgt ezn
kurzer Uberbtiok uber d-ie bisher er'schienene einsohtagi-ge Literatur su
dem im Titel genannten Thema im Falle von (0, 1)-Matri. zen. Fur das analogs
Problem bez (1, -D-Matrizen uerden sohli. eBt'Loh eimge neue Ergebnisse an-
gekiindigt, uobei auf die Prdsentation der zu ihrer Herleztung erfor-
derliohen Mefhoden besondeper Wert gelegt uird. Eine d-ieser Methoden
fiihrt nebenbei auf einen neuen Beweis der TOUCHARDsohen Formel fur die
reduzzerten Menage-Zahlen.

1 . Zwei einfuhrende Beispi-ele

Die Permanente einer nxn-Matrix A = (a.. ) ist definiert durch

(1. 1) per A = 2_;
o S

al^(l) '... "ano(n)

wobei S die symmetrische Gruppe der Ordnung
n

n bezeichnet.

die n xn-Matrix mitFerner bezeichne I_ die n x n-Einhei-tsmatrix. J
n ' n

lauter Einsen und P jene nxn-Permutationsmatrix, deren Einsen in den

Positionen (1, 2), (2, 3),..., (n-1, n), (n, 1) stehen.

Das ersCe der hier zu behandelnden Beispiele isC das bekannEe problerne

des rencontres (MONTMORT, 1708), welches sLch so formulieren LaRt:

Auf wieviele ArCen konnen sich n Ehepaare zu n Tanzpaaren formieren,

so daR kein Herr mit seiner Ehefrau tanzt?

Es bezeichne X. die Menge jener Damen, die mit dem i-ten Herrn tanzen

diirfen (i=l,..., n). Die Imzdenzmatrzx fur die Mengen X,,..., X_ 1st

dann gerade J -I und die gesuchte Anzahl van Moglichkeiten ergibt
sich gemaR [15], p. 31 zu

Uberarbeitete Fassung eines anlaBl. ich des Seminaire Lotharingien de
Combinatoire (Onzieme Session) in Mitwi. Cz (Bundesrepublik Deutschland)
am 26. September 1984 gehaltenen Vortrages.
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(1. 2) per<Jn-In) =dn'

wobei d die n-te Derangement-Zaht

(1. 3) d_ = Z (-l)k^-
k=0 k!

bezeichnet. Die Formel (1. 2) laBt sich mithilfe elementarer permanenten-

theoretischer Methoden induktiv herleiten (siehe [l5], p. ^4).

Im Vergleich dazu 1st die Losung des pvobleme des menages (LUCAS, 1891)

et^as aufwendiger:

Auf wieviele Arten konnen sich n Ehepaare an einen runden Tisch setzen,

so dafi Damen und Herren abwechselnd sitzen und keine Dame neben Lhrem

Ehemann sitzC?

Wir bestimmen diese Anzahl fur den Fall, da6 die Sitzordnung der Herren

bereits feststeht (dafiir gi-bt es klarerweise 2 . n! Moglichkeiten).

Dann lautet die Inzidenzmatrix J -I -P und die gesuchte Antwort
n n n

(1. ^) per(Jn-In-pn) =pn'

wobei [J_ die n-te reduzierte Meriage-Zaht

(1. 5) k 2n { 2n -k\^ _^p _ = Z (-1)" -^- ( """,_ " )(" ~k)'
" k=0 2n - k

bezeichnet (zu dieser Formel siehe TOUCHARD [21], p. 632)

2. Zirkulante und TOEPLITZsche (0, 1 )-Mat:rizen

Die im Abschnitt 1 behandelten Matrizen

(2. 1)

sind Spezialfalle von

(2. 2)

n:' _k
J_-I_ = £ P'
'" -n k=l -n

":' ^
and J-I-P = £ P'

n n n k=2

C^I + C, P +C^P- + . .
0~n ~ l~n ~2- n

. »^, pr'
n-l n
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wobei die c, entweder 0 oder 1
k sind (k =0,..., n - I). Eine solche

Matrix nennen wir zirkutante (0, 1)-Matrix: bei gegebener erster Zeile

der Matrix geht die (i+l)-te Zeile aus der i-ten (i = l,..., n - I)

durch Verschiebung urn eine Spalte nach rechts hervor (das n-te Element

der i-ten Zeile wird erstes Element der (i+))-ten Zeile).

Im allgemeinen ist die Permanente van (2. 2) schwer zu berechnen, wes-

halb expliziCe Formeln bisher nur fiir Spezialfalle vorliegen.

co =Wir wahlen zunachst

trachCen also die Matrizen

(2. 3)

= c = 1 und

r:' _t
Q(n, r) = Z Pc

k=0 r

c
n-1 0, be-

Erste Untersuchungen uber die Permanente der Q(n, r) stammen von

MENDELSOHN [11]. Das weitere Interesse an dieser MaCrizenklasse ent-

springt dem folgenden in [ll], p. 32, Formel (12) enthalCenen Ergebnis,

welches in unserer Notation so lautet: Fur fesCes r gilt

(2. 4) per Q(n, r) ~ K(r) . ar

wobei K(r) eine nur van r abhangige Konstante und a die im Inter-

vail (1, 2) liegende Wurzel von x - 2x +1=0 1st.

Fur festes r > 5 und hinreichend groBes n folgt wegen a < 2

K(r)-an < K(r) . 2n < i} < "'It
n

also

perQ(n, r) < n! (^) " .

Damit ware in -Q(n, r) eine einfache Matrizenklasse gefunden, welche

die Vermutung van van der WAERDEN (mittlerweLle von FALIKMAN iind

EGORVfiEV bewiesen; siehe etwa [10], pp. 47-52) ad absurdum fuhrC. In

der Tac konnte MINC [14] zeigen, dafi (2. 4) bereits fur r > 5 falsch

1st. Ferner wies er darauf hin, daR die Formeln fiir per Q(n, 3) und
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perQ(n, 4) i-n [11] inkorrekt sind. Wir begmigen uns deshalb mit der
Wiedergabe der folgenden trivialen beziehungsweise bekannten Formeln
aus [II], p. 31:

(2. 5)

per Q(n, l) = 1 ,

per Q(n, 2) = 2 ,

per Q(n, n-2) = u^ ,
per Q(n, n-l) = d ,
per Q(n, n) = n! .

Fur r > 3 stellt sich heraus, daB die Werte von per Q(n, r) eng

zusammenhangen mit der Perroanente der TOEPLITZschen (0, 1)-Matrizen

(2. 6) F(n, r) =

1 0 ... 0

'-. '0
1

. 0 1 1

. (r-l)-mal

(In einer TOEPLITZ-Matrix sind die Elemente mit gleicher Differenz von
Zeilen- und Spaltenindex gleich.)

Satz 1 (MINC [14], p. 257).

Filr alle n > 2r -2 gilt

(2. 7) perF(n. r) = f^^_, .

wobei f die n-te FIBONACCI-Zahl der Ordnung v
-n,r

(2. 8)
n,r

n-1 , r ' n-r,r

fur n < 0,

fiir n = 0,

fur n > 0

bezeichnet (siehe MILES [13], p. 745).

Unter Verwendung dieses Satzes lassen sich nun Eol. gende Beziehungen

herleiCen:
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Satz 2 (MINC [14], pp. 257-258).

Fur alle n ^ 5 gilt

(2. 9)
perQ(n, 3) =f^_, ^ ^2f^^ . 2.
per Q(n, 3) = perQ(n - 1 , 3) + per Q(n-2, 3) - 2,

per Q(n, 3) = [^(1 +\^)] " + [^(1 -^5)] " + 2

and fur alle n > 7 gilt

(2. 10)
-perQ(n, 4) = 2(f, _, , 3 + 2fn-2, 3 + 3fn-3. 3 + . )>
per Q(n, 4) = perQ(n -l, 4)+perQ(n-2, 4)+ perQ(n-3, 4) +4,

perQ(n, 4) = 2(a^+a^+a^+ I),

3 2
wobei a,, a^, a^ die Wurzeln van x -x -x-1 = 0 sind.

Die in Satz 2 erwahnten Rekursionsformeln fiir per Q(n, r) fuhren zu

der folgenden

Vermutung.

Fiir alle r > 3 gilt

r-1
perQ(n, r) = E per Q(n-k, r) + C(r),

k=l
(2. 11)

worin C(r) eine nur van r abhangige Konstante bezeichnet.

Bereits fur r = 5 konnte aber ein Gegenbeispiel gefunden werden;

Satz 3 (METROPOLIS, STEIN and STEIN [12], p. 292).

Fur alle n > 15 gilt

(2. 12)
10

per Q(n, 5) = £ a, per Q(n-k, 5) + 24,
k=l

wobei (a ,..., a ) = (2, 2, 0, -2, -8, -6, -2, 0, 2, 1) 1st.
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In [12] findet man uberdies neben einer expliziten Rekursion fur

per Q(n, 6) ausfuhrliche Tabellen der Werte van perQ(n, r) fur
4<r<9, r<n^ 80. Eine gegeniiber den bereits bekannten Formeln
(2. 9) neue Darstellung van per Q(n, 3) durch Summen van Binomial-
koeffizienten wurde ubrigens van KING und BRUCE [7] hergeleitet.

Permanenten von zirkulanten (0, 1)-Matrizen, welche sich van den

Q(n, r) unterscheiden, wurden im Zusammenhang mit verschiedenen Auf-
gabenstellungen betrachtet, so beispi-elsweise bei der Behandlung des
mekrdimensionalen Dimerenproblems (einen schonen Uberblick uber den
aktuellen Stand dieses van zahlreichen Forschern in Angriff genommenen

Problems findet man bei MINC [l6], pp. 233-236). Andere erwahnenswerte

Untersuchungen stammen van TINSLEY [20] (Charaktensierung der Gleich-
heit van Permanente und Betrag der Detenninante bei sogenannten

Ahetschen (0, l)-Matrizen), BRUALDI und NEWMAN [2] (Studium des asymp-
totischen Verhaltens der minimalen Permanente zLrkulanter (0, l)-Ma-

trizen), KIM und ROUSH [6] (Behandlung einer abgeschwachten Version

der Vermutung van van der WAERDEN), NEMETH, SEBERRY und SHU [17] (Be-
stimmung der Machtigkeit des Wertebereichesder Permanente auf der Menge
aller zirkulanten n xn-(0, I)-Matrizen) sowie EADES, PRAEGER und

SEBERRY [5].

3. Zirkulante und TOEPLITZsche (1, -1)-Matrizen

Zirkulante Matrizen und TOEPLITZ-Matrizen aus den Elementen 1 und -1

treten als extremale Matrizen bei Problemen auf, welche mit der Be-

stimmung guter oberer Schranken fur die Permanente nichtsi-ngularer
(1, -D-Matrizen zusammenhangen (siehe KRAUTER und SEIFTER [8], [9] and
SEIFTER [19]). Es sind dies Matrizen der Bauart

-1 1
1 . -.

(3. 1) T(n, r) =
. r-mal

-1
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(3. 2) Z(n, r) =

1 -.

I.
1 .-

-1 1 ...

-1 ... '-1 )... I -1

^. r-mal

Die im vorigen Abschnitt erwahnte Arbeit [5] verdient wegen der darin

enthaltenen Methoden zur Berechnung der Permanence besonderes Interesse.

Hier sollen nun zwei weitere Methoden vorgestellt werden, welche bei

der Betrachtung van (I , -1 )-Matri. zen von Nutzen sind. Dazu fuhren wir

einige Bezeichnungen ein. Fur k < n bezeichne Q, die Menge
» ^

(3. 3) ., n= {"=(o<p... ^)CINk; ' <«i<... <°<k<"} .
Fur 0, 3   Q sei A(a|0) jene (n - k) x (n - k)-Untermatrix van A,
welche aus A durch Streichung der Zeilen mit den Indizes a und der

Spalten mit den Indizes P entsteht (fiir k=0 isC A(a|0) = A).

A[a|p] bezeichne das Komplement von A(a||3) in A.

Zu jeder n xn-(1, -1)-Matrix A gibt es eine geeignete n xn-(0, 1)-Matrix B,
so daR

(3. 4) A = J -2B
n

gilt. Nach einem SaCz liber die PennanenEe der Summe zweier Matrizen

(CAIANIELLO [3], p. 644, Formel (18); siehe auch [15], p. 18, Theorem
1. 4) haben wir dann

(3. 5)

v^ vperA= 2-i lj per(J^[a|[3])per(-2B(a[B)) =
k:° a'^k.n n

n

= £ (-2)"(n-k)!o, (B),
k=0

wobei
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(3. 6)
°k<B)

°n(B)

S per (B(a|&)) fur 0<k<n-l,
«'^k, n-k

1st. Die Bestimmung der Perinanente einer (1, -1)-Matrix ist somit zu-

ruckgefuhrt auf die Berechnung der Summen aller k-reihigen Unter-
permanenten einer entsprechenden (0, 1)-Matrix. Die explizite Bestimnung
van a, (B) laBt sich fiir kleine k noch mit vertretbarem Aufwand

durchfiihren.

In bezug auf die Matrizen (3. 1) und (3. 2) erhalten wir fur r = 1,2
folgende Resultate:

Satz 4.

(3. 7)
,

per T(n, 1) = ^- (-2)K ^
k=0 k!k!

(3. 8) per Z(n, t) = per T(n, l)

Fur T(n, l) 1st namlich B = 1^ und somit fiir 0< k< n

-_f-\
(3. 9) °k<B) - w .

Satz 5.

(3. 10) per T(n, 2) -I (-2)k(\-k) ("-'<). .
k=0

(3. 11) per Z(n, 2) =perT(n, 2) - 2per T(n-1 , 2)

(3. 12)

n 

^_2ik_2rL_ f2 n. -k^l
^~" -2nTk Y k ^'perZ(n, 2) = E (-2)K _"-_ ('\-^(n-k) '
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Auf die Prasentation detaillierter Beweise sowie auf die Behandlung der

Falle r > 3 wollen wir hier verzichten; dies soil im Rahmen einer in

Vorbereitung befindlichen ausfuhrlichen Note geschehen.

Bemerkung.

Ersetzt man in (3. 3) 2B durch B, erhalt man auf die gleiche Weise

anstelle der Beziehungen (3. 8) und (3. 12) die Formeln (1. 3) und (1. 5).

Die eben skizzi-erte Methode liefert somit unter anderem einen neuen Zu-

gang zur TOUCHARDschen Formel fur die reduziertenMenage-Zahlen.

Fur groRe Werte van r 1st es nutzlich, ei-nen anderen Weg einzuschlagen.

Im probleme des rencontres ist - mathematisch formuliert - die Anzahl

jener Permutationen aus S zu bestimmen, welche keinen Fi-xpunkC be-

sitzen, das heiBt kein i wi-ederum in i uberfuhren. Man kann also

sagen, alle (i, j)-ten Elemente der Inzidenzmatrix mit j = o(i) = i- fur

ein o £ S^ reprasentieren verbotene Posi-tionen von a. Diesen Sachver-

halt wollen wir folgendermaBen verallgemeinern:

Die Matrix A = (a.. ) sei gegeben durch

(3. 13)
'1J {;. falls j = o(i)

sonst.

fur ein a CS_ verboten 1st,

Jedem o C S entspricht umkehrbar eindeutig das Produkt

ai^/^ ..... a"^^"^; daraus und aus (3. 13) folgC somi-C:

o   S 1st eine Permutation mit k verbotenen Posi-tionen genau dann,

wenn a, ^^, ^ ..... a_^^_^ = t" gilt.Llo(l) ... ' ano(n)
Bezeichnet man nun mit \>,

botenen Positionen, so erhalt man bei Summation uber alle o C S

Bezeichnet man nun mit \>, die Anzahl der Permutationen mit k ver-

(3. 14)
u£S llo(l)

n

a_^/_^ = 5: v, _c" = N_(t) .
"no(n) ^'k- -n-/ .

Der Ausdruck auf der li-nken SeiCe van (3. 14) ist gemaR (1. 1) gerade

per A. Wir fassen zusammen:
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(3. 15) per A = N_(t).

Diese Beziehung soil im folgenden zur Berechnung von per T(n, n) heran-

gezogen werden (siehe KRAUTER und SEIFTER [8], pp. 57-58, Lemma 2).

Die Matrix S_(t) = (s.. ) set definiert durch

(3. 16) siJ '
t fur 1 <i <j <n,

I sonst .

Dann gilt fur das gemaB den obigen Ausfuhrungen konstruierte, zur

Matrix S_(t) gehonge Polynom N_(t) gemaR (3. 15)

(3. 17) perS^E) = N^(E).

Nach RIORDAN [18], p. 215 hat die Folge der'Polynome N^(t) die

exponentiell erzeugende Funktion (man definiert N^, (t) = 0)

(3. 18) I N^(t)
n=0 n

I -£

n! 1 -Cexp[x(l-t) ]

aus welcher fur t = -1 mit (3. 17) sofort

co n

(3. 19) £ perT(n, n)^. - =
n=0 n! 1 +e/

Eolgt. Die gleiche exponentiell erzeugende Funktion besitzt die Zahl-en-

Eolge 2 E^(0), wobei. E (y) das a.-he EUIi Er-Po1-\inom bezeichnet (siehe

[4], p. 48, Formel (14b)). Somit ist fur alle n > 0

(3. 20) per T(n, n) = 2"E_(0) .

Der bekannte Zusammenhang von E_(0) mit den BEBNOVLLI-Zahlen (siehe

etwa [I], p. 805, Formel 23. 1. 20) fuhrt bei- geeigneter Zusammenfassung

([l], p. 75, Formel 4. 3. 67) leCztlich auf das folgende Ergebnis:
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(3. 21) perT(n, n) = (-1 ) <n+l >/2 T_

wobei T^ die n-te Tangenszahl ([4], p. 259), definiert durch

(3. 22)

ist.

T_ -- = tan x ,
n=0 n "'

Bemerkung.

Wegen T^^ = 0 ist auch perT(2k, 2k) = 0 fur alle k > 0. Dieses
Resultat findet man bereits bei WANG [22], p. 359, Example 2.

AbschlieRend notieren wir noch die (triviale) Formel fiir perZ(n, n):

Satz 7.

(3. 23) per Z(n, n) = (-l)l'n! .
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