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Ober positive Losungen linearer diophantischer Gleichungen
und einen Satz von Teuffel

von

Wilfried Lex

Die Struktur monogener - oder auch "zyklischer" - Monoide ist
wohlbekannt, s. etwa [1], 1. 6, S. 19/20. Wir fragen hier ganz

bescheiden zunachst nur nach der- Struktur der von zwei Elemen-

ten erzeugten Untermonoide des freien monogenen Monoids: Dies
fuhrt unmittelbar auf die Frage nach denjenigen c aus INp, fur
die

(D ax + by = c

mit a, belNn eine n ichtnegati ve ganzzahlige Losung besitzt, wo-
bei wir uns gleich auf den allein i nteressierenden Fall ^e-^^e. -^
^fcmda/i. nata'iUck&ft a, b beschranken. Seit uber hundert Jahren -
zur Literatur sei auf [3] hingewiesen - ist die optimale un-

tere Schranke fur c derart. daB (1) stets InlNQxlNQ losbar ist,
als (a-1)-(b-1) bekannt.

In [3] wurde in leichter VeralIgemeinerung die optimale untere
Schranke fur c bestimmt, die eine Losung von (1) durch stets
mindestens n(etj) Paare (x , y) e JNpx INp garantiert (l. c., 3.,

Satze 2 und 3, oder allgemeiner weiter unten Hilfssatz 1, b)
und c)). - Fi'ir die unter der Bezeichnung F/tobe. n-cuAAG^e. A Pto-
btam bekannt gewordene, im Folgenden nicht tangierte, interes-
sante und schwierige Frage nach entsprechenden Schranken bei
GIeichungen der Form

n

I a.. x.
V V

v=

c

mit n eIN -{1, 2} und ggT (a^
[4] und [5].

a^)=1 verweisen wir auf [2],
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Ferner wurde in [3] die Anzahl jener c berechnet, die unterhalb

der genannten Schranke liegen und (1) mit genau n Paaren

(x , y)  ]NQ xlNg erfullen (l. c., 4., Satz 6, oder allgemeiner weiter
unten Satz 2a). Wie l. c., 5., ohne Beweis erwahnt, hat E. Teu^e^
[6] - dem ich fur die freundliche Erlaubnis, seine Ergebnisse
und Beweise verwenden zu durfen, herzlich danke - fur n=1 eine

erstaunlich einfache Antwort auf die Frage nach der Summe der

so charakterisierten Zahlen c gegeben ([3], 5., Satz 7). Im Fot-

genden wird dieses Resultat auf ganz elementare Weise in zwei

Richtungen veralIgemeinert: Zum einen werden ganzzahlige Losun-
gen x, y behandelt, die mindestens gleich t(eZ) sind (Satz 1),

zum anderen das Analogon fur n Losungen (Satz 3).

.

Kleine (lateinische) Buchstaben mogen als Variable fur ganze
Zahlen fungieren; speziell seien a, b, n stets po^-i^ve. ganz&
Zahlen und a, b ^a^e. ^. ^e. md sow ie s -&? a+b und p .", (a-1)(b-1)
Ferner sei

und

N(c, t) -. |{(x, y)| (1) A x, y>t}|

M(n, k) ^ |{x e [0, nab-s]|N(x, 0) = k}| .

Zum leichteren Verweisen stellen wir einige Ergebnisse aus [3]
zusammen:

Hilfssatz 1: a) N(c, 0) = N(c+ts, t) ,

b) c > nab + (t-1)s => N(c, t) > n,

c) N(nab + ts , t + 1 ) = n-1 ,

d) c < (n-1)ab + ts => N(c, t) < n ,

e) M(n, 0) =§- = M(n. n) ,
f) n > 1 => M(n, k) = ab (k=1,..., n-1 ) .

a) wird in [3], 3., als Hilfssatz 1 bewiesen, b) bzw. c) als

Korollar b) zu Satz 2 bzw. zu Satz 3 und d) sowie e) bzw. f)

I. c., 4., als Hilfssatz 2 sowie als Teil a) bzw. c) von Satz 6
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Als Abkurzungen benutzen wlr

und

K(x) "7 [^- (x-t+ 1)]

b:1
p ^ ~l\ {^}^ .

v= 1

wobei fur ^ e IR wie ublich [^] ^ max{x|x^E} und {S) ^ C-C^]
sei. - Zur spateren Verwendung benotigen wir den - fur t=0
von T&a^<it [6] stammenden -

Hilfssatz 2: ^_^
I.

x=t

b+t-2

a) "'I ~ K(x) = ^

b) I xK(x) = b^L(a(2b-1) +3(t-1)(a-1)) - p ,
x=t

b+t-2
0 [ K(x)

x=t

2 a^ + 1 2a
(b-1)(2b-1) -^- P .

BawaU (der i. w. mit dem unveroffentl ichten , von Tau^&£ 1 .c
gegebenen identisch ist):

a) Wegen ggT(a, b)=1 1st bekanntlich (s. etwa [7], Kap. Ill,
Aufg. 2a, S. 35 bzw. S. 106)

(2)
b^1 . a .., _ b-1
L {&'} =

\>=

und damit

b+t-2 b:1 a b;1 ,a
Tr K(X) -"i; ̂  - "i, t^.}
x=t v=1 " v=

b-1 (a-1)

b+t-2 ... , b;1 /a . a ^ , /. ^ b~v1 ri

b) Mittels a) ergibt sich

b+r XK(X) -1 v(^ . -{iv })+(t-D i E^] =

(a(2b-1) + 3(t-1)(a-1)) -p .

x=t x;=1

b-1
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c) Analog zu (2) erhalt man

b-J . 2 bz1
~^ {i-r = "^' b-2 v2 - V (2b-n
v= v=1

und daher

b+t-2
I.

x=t

b-1 , 2
^F1 K(x) ' s [ '2- 21- [. v{^} + ^ {f v}

b v= 1 v= 1 \)=

V (2b-1)(a2. 1) - ^- p .

Die uns zunachst interessierenden Summen sind

ab+(t-1)s
^. ' v

v=ts

N(v, t)> 1

ab+(t-1)s
und ~a £!7 ^ v

v-tS

N(v, t) - 0

dabei ist die untere Summationsgrenze gemaB Hilfssatz 1d und

N(ts, t) = 1 gerade das kleinste x mit N(x, t) > 1 und die obere
die in Hilfssatz 1b genannte Schranke, die wegen Hilfssatz 1c
optimal ist. In VeralIgemeinerung der genannten Resultate von

Te. a^e. t [6] und i. w. parallel zu seinem Beweis ergibt sich

Satz 1: a) o = ^- (4ab+ (6t- 5)s+ 1) ,

= -f^ (2ab + (6t- 1)s- 1) .b) ^ = ^

Be.we.>i>,:

a) O. B. d. A. sei a>b. - Fur y>t und

(3) ax + by <ab + (t-1)s

hat man ax<ab+(t-1)a-b, wegen xeZ/also
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(4) x <b+t- 2 .

Aus t<x<b+t-2 folgt b>1 sowie 0<x-t+1<b und wegen

ggT(a, b) = 1 daher J- (x-t+1) ^ 7 , mithin

(5) ^. (x-t+ 1) > K(x) .

Mit (3) ergibt sich

by <ab- (x - t+ 1)a+ (t-1 )b

und mit (5) wegen y, K(x) 6 1 daraus

(6) y <a+t- 2 - K(x) .

Es gilt

o = I ax+by
ts<ax+by<ab+(t-1)s

t < x,y

und nach (4) und (6) (wegen a^b sind die angegebenen Schran
ken optimal) daher

b+t-2 a+t-2-K(x)
o = ): A(x) mit A(x) -> I ax + by ,

x=t y=t

was

a+t-2-K(x) a+t-2-K(x)
2 A(x) = 2 . ); ax + 2. I. by

y=t y=t

= b((a+t-2)(a+t-1)- (t-1)t)+2a(a-1)x-

-b(2(a+t)-3)K(x) -2axK(x)+bK(x)2 ,

wegen Hilfssatz 2 also

^
b+t-2_ . . n , - . . . ^ . _/. . ^ b-1 /o^ ^/.2

^2A(x) = j-(2 ab - 2a - b)+tp(b+a)-L^-'-(2b - 1)(a" - 1)
x=t

und mithin die Behauptung bedingt.
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b) Aus

ab+(t-1)s
o+ o- = [ ' v - ^- (ab+(2t- 1)s)

v=tS L :

und a) folgt das Gewunschte.

Mit der Abkurzung

M(n, k, t) ^ |{x [ts, nab + (t-1 )s] | N(x, t) = k}|

erhalt man in Vera1Igemeinerung van Satz 6, [3], 4., den

Satz 2: a) M(n, 0, t) = j. = M(n, n. t) ,
b) n>1 -> M(n, k, t) = ab (k=1,..., n-1) ,

c)k>n -> M(n, k, t)=0.

Be-wa^: Mit n+1 statt n ergibt Kontraposition von Hilfssatz 1d

den Teil c). Nach Hilfssatz 1a gilt

M(n. k, t) = I{x 6 [O. nab - s]| N(x, 0) = k}| = M(n, k),

womit wegen Hilfssatz 1e und f) auch a) und b) bewiesen sind,

Als Vorbereitung zur zweiten angekundigten VeralIgemeinerung
bewelsen wir noch

Hilfssatz 3: c>(t-1)sA k>-N(c, t) => N(c+kab , t) = N(c , t )+k

Bau/e^4: Es sei m ^ N(c, t). Urn zunachst

(7) c > (t-1)s -> N(c+ab, t) = m+1

zu zeigen, sel

a) m=0: Aus c>(t-1)s ergibt sich Hilfssatz 1b zufolge
N(c+ab, t) > 1, also

(8) c>(t-1)s => N(c+ab, t) > m+1

fur m = 0 .
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b) m>0, etwa ax + by = c und x , Y^^t fur ^ = 1
und x < x^^^ (p = 1, ..., m-1). Mit

X'
y ^xp+b' ^ y (p = 1,..., m) ,

xm+1 ^ X1 ^
m+1 1

+ a

hat man x^, y^t sowie x^ + x^ fur p+v und ax^+by^ =
= c+ab fur u', v = 1,..., m+1, also (8) auch fur m^O.

Ware N(c+ab, t) ^m+2, etwa ax^+ by^ = c + ab mit x^, Y^^t
fur p = 1,..., m+2 und x <x ^ (p = 1,..., m+1), so hatte
man mit x' ^ x ^ - b und y^ <, y^, wegen ax^ + by^ = c und
x^ - x^b/also^x^, y^t fur p = 1,..., m+1, den Widerspruch
m>m+1, womit (7) wegen (8) erwiesen ist.

Die eigentliche Behauptung fur keINp ergibt sich leicht mit-
tels (7) durch Induktion nach k.

Fur k6]-m, 0[ erhalt man m>1-k, nach Hilfssatz 1d also
c+kab > (t-1 )s, was wegen -ke]N nach dem schon Bewiesenen
m = N(c + kab, t) - k 1iefert.

Ware schlieBlich N(c+kab, t) 4 0 im Falle k =-m <0, nach Hilfs-
satz 1d mithin c+kab > (t-1 )s, so ergabe sich nach dem Gezeig-
ten -k =m = N(c+kab, t) - k, also der Widerspruch N(c+kab, t)= 0.

Es sei

nab+(t-1 )s
S(n, k, t) -7 I

v=tS

N(v, t)=k

d a n n gilt:

Satz 3: a) S(n, 0, t) = ^ (2ab+ (6t - 1)s- 1) ,
b) n > 1 => S(n, k. t) - ^ (2kab- (2t-1)s) (k=1
c) S(n, n, t) = ^(2(3n-1)ab+ (6t- 5)s+ 1),
d) k > n -> S(n, k, t) = 0.

n-1) ,
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Be.we^.4 :

d) Dies folgt unmittelbar aus Satz 2c.

a) Wegen Hilfssatz 1b ergibt sich S(n, 0, t) = 'o, nach Satz 1b
also das Gewunschte.

c) Mittels der Hilfssatze 1d und 3 sowie der Satze 2a und 1a
erhalt man

nab+(t-1)s
S(n, n, t) = [ v = M(n, n, t)-(n-1 )ab+ o =

v=(n-1)ab+ts

N(v-(n-1)ab, t)=1

= ^- ((6n - 2)ab + (6t- 5)s + 1).

d) Die Hilfssatze 1b und 1d liefern

(9) c 6] nab + (t-1)s, nab + ts[ -> N(c, t)=n.

Es sei n>1. Nach (9) - mit n-1 statt n -, Hilfssatz 3 so-

wie Teil c), Satz 2a und Satz 1b gilt

(n-1)ab+ts-1
S(n, n-1 , t) = S(n-1 , n-1 , t) + ^ v +M(1, 0, t).

v=(n-1)ab+(t-1)s+1

. (n-1)ab + o' =

=^-(12(n-1)ab+ (12t-6)s) + S^J-(2(n-1)ab + (2t-1)s)

und so

T7

S(n, n-1, t) = ^-(2(n-1)ab+ (2t-1)s).

Unter Beachtung van Hilfssatz 1b erbringt Induktion nach

n damit das Fehlende.
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