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PRESENTATION

Nous avons pour objectif d'enoncer une s6rie de propositions indiquant
comment calculer chacun des termes d'une douzaine de families classiques
de nombres au moyen de sommations part-ie11es adequates de termes d'une me-
me autre famille num6nque.

Pour de-finir celle-d et pouvoir formuler nos propositions, nous avons

besoin d'introduire au prealable et a tir-e aux111aire une famille de suites

que nous appelons "de Catalan .

Dans une premiere partie nous d6finissons ces suites de Catalan puis
nous apprenons & assoder & chacune d'elles Tun des nombres qu1 par somma-
tion permettent de reconstituer 1es diverses families que nous considerons.

Dans la deuxieme partie, nous 6non(:ons notre serie de propositions.

(Pour la plupart, nous indiquons aussi, entre parentheses, 1e nombre des
termes de la somme correspondante, ce qui fournit Toccasion de mentionner

encore quelques families de nombres elles aussi assez classiques).

Enfin, dans une troisieme et derniere partie, nous indiquons brieve-
ment comment on pourrait proceder pour justifier ces propositions.

1- SUITES DE CATALAN ET NOMBRES ASSOCIES

1-1 Suites de Catalan

Soit n un entier naturet strictement positif.

Nous appelons suite de Catalan d'ordre n toute suite R=(rQ, r^ ... , '"^)
satisfaisant aux conditions suivantes :
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r^   JN pour tout i deOa n .

E r.. = n
i=0 ''

E r, > j+1 pour tout j de 0 a n-1
1=0 1

On peut venfier que cette demiere condition peut etre remplacee par
la condition equivalente :

^ i", - J > i^, pour tout j deO a n .
i=0 1 " J

(on a en particulier rn > 1 et r_ = 0).

Nous d^signons par 6* 1'ensemble des suites de Catalan d'ordre n .

La raison du choix de cette appellation est quo Ie cardinal de (°
est egal au nombre de Catalan C

n

__1_, 2n, _(2n)n-1
c" ' nTT r"') ' -^

ou, se1on 1a notation dite "de Vandermonde",

V x e |R , on a (x)^ = 1
p

et v p e(N* , (x), = n (x-1+1) .
p 1=1

Pour s'en assurer, i1 suffit de remarquer que 1'on peut definir tres

simplement une bijection de (? ^ dans 1'ensemble ^ des ponts de por-
t6e n (c'est-a-dire des chemins surdiagonaux joignant dans 1e plan carte-
sien 1e point (0, 0) au point (n, n) en 2n etapes : n etapes verticales et

(1) Cf. [1] T. 1 p. 95-96.
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n etapes horizontales) en mettant en correspondance la suite

R = (rQ, r^,..., ^) C 6>n et 1e Pont p £ ^n dont' Pour tout 1 de ° a n'
Ie nombre d'etapes sur la verticale d'abscisse i est egal a r^ .

1-2 Nombre associe a une te11e su^te_

A toute suite R = (r^, r,,..., ?") C 6 ̂  nous associons Tentier posi.0" 1
tif N(R) defini comme suit :

N(R)
n-1

n

j=o

.

^- r. -.1
i=0 1

rj

ou ce qu1, apres simplifications, revient au meme :

":' /^ori'j
N(R) = II |1=L

j-o rr

2- ENONCES DES PROPOSITIONS

2-1 Proposition (1-0)

ou

E N(R) = n! = card n^ ,

Re8^"""
n designe 1'ensemble des permutations des entiers de 1 & n

2-2 Proposition (1-1)

Soit 6^, 'k 1e sous-ensemble de (^ constitue des suites de (? ^
dont 1e premier terme est egat a k (avec 1 < k < n).

Z N(R) = |o(n, k)| ,

R (31'k

OU 0 (n, k) = (-1)n-k |o(n, k)| est un nonibre de Stirling de 1ere espece.
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On salt que |o(n, k)| indique, par exeniple. Ie nombre des permutations
de 11^ presentant k "points saillants supeneurs" (Resp. infeneurs)^ ̂  .

(Le cardinal de Q ̂ 'k est ega1 au nombre de Delannoy a(n, k) :

a(n, k)
k(2n- k- 1) n-1

n!
. )

2-3 Proposition (1-2)

Soit Q ̂ ' 1e sous-ensemble de Q constitu6 des suites de 6>
dont Ie nombre de termes nuts est egal a k (avec 1 < k< n)

E N(R) = A(n, k) ,
R£^'k

ou A(n, k) (= A(n, n+1-k)) est Ie nombre eulerien donnant par exemple 1e

nombre des permutations de n^ presentant k-1 "descentes" (Resp. k-1
' monies')(2).

(Le cardinal de G ̂ ' est 6ga1 au nombre de Narayana p(n, k) :

P(n, k) = g(n, n+1-k)

(n)k-1 (n-1)k-1
k! (k-1)!

. )

2-4 Proposition (1-3)

Soit 6,, Ie sous-ensemble de 6 " constitu^ des suites de G

qui sont telles que Z i r^ = s (avec 0 <, s <
1=0 1

n(n-1)

(1) Cf. [1] T. 2 p. 100.

(2) Cf. [1] T. 2 p. 83-84.



113-

Z, ^ , N(R) = b(n, s) ^
R e63's "v"/ "v""'/ /

ou b(n, s) designe 1e nombre des permutations de n^ presentant s inver-
^1')' ^ ' n

sions1 ''.

2-5 Proposition (2-0)

S01t G ̂ e sous-ensenible de Q constitue des suites de Q
sent telles que pour tout i non nul on a1t r^ c {0, 1}.

qui

E^ N(R) = W(n) ,
Ree^""" '"" '

ou tB^n) est 1e nombre de Be11 donnant Ie nombre des partitions d'un ensein-

b1e de cardinal nvl-/.

(Le cardinal de 6 ^. est 6ga1 & 2n-1).

2-6 Proposition (2-1)

Soi't (? 1e sous-ensembte de (?. ' constitu6 des suites de (3 ̂  dont

1e premier terme est ega1 §i k ou, condition 6qu1va1ente pour 1es suites
de G 1 > dont 1e nombre de termes nuls est 6ga1 a k (avec 1 .< k < n).

(. G:k -G: ne;-k -G: n6^k).

X N(R) = S(n, k) ,

Ree
leme

ou S(n, k) est Ie nombre de Stirling de 2"'"'^' esp&ce donnant Ie nombre des

(1) Cf. [1] T. 2 p. 79.

(2) Cf. [1] T. 2 p. 45.
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partitions en k classes d'un ensemble de cardinal n (D

(Le cardinal de Q ik est ega1 a (n-l) ).

2-7 Proposition (2-1')

£ [N(R)]2 = T(n, k) ,
Rec

ou T(n, k) est un nombre "factoriel central" ylLl

2-8 Proposition (3-0)

Soit C^ Ie sous-ensemble de Q constitue des suites de 6
qu1 sont telles que, pour tout i, on ait r, e {0, 1, 2}.

Z N(R) - A

R e<2:
n+1 >

ou A est 1e nombre d'Andr6 (ou d'Euler, selon la terminologie adoptee)
donnant, par example. Ie nombre des permutations de n^ qu1 sont "alternees

n

montantes" (Resp. "alternees descendantes")VJ/.

(Le cardinal de y est egal au nombre de Motzkin M :

\- ^ Mn-i Mi-2 avec M-1 =MO= 1 ).

(1) Cf. [1] T. 2 p. 38.

(2) Cf. [2] p. 10.

(3) Cf. [1] T. 2 p. 101.
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2-9 Proposition (3-2)

Soit (? ̂  Ie sous-ensemble de (? ̂  constitue des suites de
G " dont 1e nombre de termes nuls est egal a k (avec ici 1<k< 1 + [^])

(. 6 "k
n

e: n62. k>

i:. ,,,. N<R) ° J-1
RcG?

ou J est un nornbre de Carlitz.

(Le cardinal de
"k

est egal a
(n) n-k

(k-1)!(n+2-2k)!

2-10 Proposition (3-4)

Soit (? ̂  , 1e sous-ensemble de 6 constitue des suites de
g " qui sont telles que 1'on ait r^e{0, 1} (avec0<i<n).

^8:.,
N(R) - E;:J

ou E.1 est 1e nombre d'Entringer indiquant par exemple Ie nombre des

permutations de n^ qu1 sont "a1tern6es descendantes" et dont Ie prenner
terme est 6ga1 a i (avec 2< i < n).

2-11 Proposition (4-0)

Soit Q ^' ^ (avec p C ^*) Ie sous-ensemble de Q ^ ^ constitue
des suites de G ^o-l qu'i sont te11es que' pour tout J de ° a p-1' on a1t
r2j - 1 et r2j. 1 = ° .
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£ N(R) = |G,
. II

'2p-1

u Gy^ = (-1)P|G7^| est un nombre de Genocchi^1ou '2p 32p

(Le cardinal de Q ^ , est ega1 au nonibre de Catalan C_ ,)

2. 12 Proposition (4. 1)

Soit G ^'^ ]e sous-ensenible de Q ^"^ constitue des suites de
G 2'D-1 dont 1e Premier terme est egal a k (avec ici, compte tenu de la
definition de Q ^' ^ , k=1 pour p=1 et, pour p > 2, 2< k <; p).

^,,,, N(R)aBP-1. k -
R <?2'pk1

ou B_ ,. est un "nombre de Gandhi modif1e"vt-/.
»

Ill
, Le cardinal de U ^ ^ est ega1 au nombre de Delannoy a(p-1, k-1)).

3- INDICATIONS POUR LES DEMONSTRATIONS

Convenons d'appeler arbre hierarchique construit sur 1'ensemble [0;n]

des n+1 entiers deOS n , Ie graphe de toute application T de [1;n] vers

[0;n-1] qui est te11e que, pour tout i de 1 an, on ait T(i) < 1-1

(=>T(1) = 0) , et de designer par <f 1'ensemble de ces arbres.

11 est trivial que Ie cardinal de CC^ est egal S n! (En effet on a
Card <Fj - 1 et pour n > 2 , Card 6t^ = n . Card<t^_^).

(1) Cf. [2] p. 9 .

(2) Cf. [2] p. 27.
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Considerons un arbre de TJ et Tapplication T dont i1 est Ie graphe ;

posons^ = T- {1} pour tout i deO a n-1,

et(R^ = 0
puis r, = card ffi, pour tout i deOa n, et appetons type de cet arbre

1a suite R = (r^. r^,..., r^).

tft, est done 1'ensemble, eventuellement vide, des sommets antecedents

du sommet i et r^ designe ainsi Ie nombre des antecedents de 1.
Les ensembles tflp, (fi^,..., ^^ constituant une pseudo-partition de

n

[1;n], on a : £ r^. = n .
i=0 1

Et, en raison de la definition de 1'app1ication T , pour tout j de
n

0 S n-1 , on a aussi : ^ c=^^. , avec ̂ ^^ = [j+1 ; n] ̂  u , ^-1 .
»j ">j i=j+1

Nous notons que 1'on a :

card^n.. i = "--. -, E., ri
''J i=J

-z. ri-j
1=0 1

et par consequent, pour tout j deOS n, ona aussi :

.

E. ri ~ j >rji=0 ^

11 en resulte que R est une suite de Catalan d'ordre n et que Ie
nombre d'arbres appartenant a ^ ayant pour type une suite donnee R de 6^
est N(R).

Toutes nos propositions en decoulent car tout nombre de chacune des
families consid^rees peut etre interprete comme Ie cardinal d'un ensemble
d'arbres hierarchiques caracterisable par des conditions portant umquement
sur les types respectifs de ces arbres.
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11 est trivial que la proposition (1-0) provient de ce que 1'on a
card T[. = n!

Les propositions (1-1), (1-2) et (1-3) precedent respectivement de ce

que |o(n, k)| est aussi 1e nombre des arbres de T^, pour lesquels 1e somniet 0

a k antecedents, A(n, k) Ie nombre des arbres de ̂  qui ont k sommets pen-
dants (sommets sans antecedent) et b(n, s) Ie nombr-e des arbres de Tl qui

sont tels que
n

£

i=0
1 r1= s

On peut chaque fois s'en assurer soit en construisant une bijection

appropriee de n^ sur <C^ soit, plus expeditivement, en raisonnant par
r^currence.

Les propositions (2-0) et (2-1) reposent sur Ie fait qu'S chaque

partition de 1'ensemble [1 ; n] en k classes on peut faire correspondre un
arbre "tai11e en candelabre" construit comme suit : les elements de chacune

des k classes 6tant pr6a1ab1ement ranges par ordre croissant, chacun des

k sommets elements mimmaux d'une classeapour consequent 1e sommet 0 et

chacun des n-k autres sommets a pour consequent Ie sommet de la meme dasse
qui 1e pr6c6de dans 1'ordre croissant : les k elements maximaux et eux seu1s

sont done sommets pendants et hormis 0 qui a k antecedents tous les autres
sommets ont ainsi un et un seul antecedent.

Soulignons enfin que la justification de la proposition (2-1') repose
sur une interpretation ^num^rative des nombres factoriels centraux donnee

par D. DUMONT [2],

ce11e des propositions (3-0) et (3-2) sur les interpretations dos nombres

d'Andr6 (ou nombres d'Euler) et de Carlitz 1iees ^ 1'un des complexes
d'Andr6 introduits par D. FOATA et M. P. SCHUTZENBERGER [3],

ce11e de 1a proposition (3-4) sur une interpretation des nombres d'£ntr1nger

trouvee par Christiane POUPARD [4],

ce11e des propositions (4-0) et (4-1) sur des interprgtations des nombres

de Genocchi et de Gandhi dues, elles aussi, a D. DUMONT [2].
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