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PUNKT-STABTITLE INZIDENZSTRUKTUREN

UND STOCHASTTISCHE MATRIZEN

Karl Er ich WolT“ff

Es wird gezeigt, daB die im HOFFMAN-Theorem (iber zusammen-

hidngende punkt-stabile Inzidenzstrukturen) und die im Ergoden-
satz auftretenden Projektionsmatrizen die Matrizen der "Kern-
Projektion" auf den Eigenraum des PERRON-FROBENIUS-Eigenwertes

sind.

1. Punkt-stabile Inzidenzstrukturen (PSI)

Eine Inzidenzstruktur mit vxb-Inzidenzmatrix A und Verbindungs-
matrix N = AAT heiBt punkt-stabil, falls fiir eine natiirliche
Zahl «a NJ = aJ ist, wobei J die vxv-Matrix ist mit JkQ: ]
fir 1 < k,2 < v.

Sowohl 1-Pldne als auch (r,A)-Pldne sind punkt-stabil [6,7,3].

SATZ 1: (HOFFMAN-Theorem [6])

a) Eine Inzidenzstruktur J mit Verbindungsmatrix N ist
zusammenhdngend und punkt-stabil (ZPSI) genau dann,
wenn ein reelles Polynom f(X) existiert mit f(N) = J
b) 1Ist J eine ZPSI(a), so existiert genau ein Polynom h(X)

minimalen Grades mit h(N) = J , ndmlich das

HOFFMAN-Polynom
p<a

h (X)

(dabei durchl&uft p alle Eigenwerte von N , die kleiner
sind als der PERRON-FROBENIUS-Eigenwert o von N ).

Satz 1 verallgemeinert die Charakterisierung der zusammenhingenden

reguldren Graphen von HOFFMAN [2].
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2. Irrfahrten auf Inzidenzstrukturen

Fiir jede Inzidenzstruktur g = (SD,QQ,I) mit vxv-Verbindungs-
matrix N = ( [i,3] ),
a; = :i:[i,j] und Si' = 11,3
j=1 ] *i
ist die vxv-Matrix S = (Sij) stochastisch.

Interpretation: Irrfahrt auf J

Ein Betrunkener wahlt nach Verlassen der Kneipe 1 Jjeden
der oy j-pfade (i,B,j) der Ldnge 1 (iIB, jIB) mit derselben
Wahrscheinlichkeit. Dann ist Sij die Ubergangswahrscheinlich-

keit von i nach J .

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit nach langer Irrfahrt ergibt
sich bei zusammenhinaender Inzidenzstruktur (nach Anwendung
des PERRON-FROBENIUS-Theorems fiir primitive Matrizen [5]), S.1)

aus dem Ergodensatz (s.[1])

(1) Lim &F =

K> ° :
Z a . (l] s e @

Ist J eine ZPSI(a), so ergibt sich daher mit Satz 1
(und E  als Einheitsmatrix)

; k _ _ N - pE _ l I S - gt
(2) lim S = J = ] N e 1 T

koo p<a o<

<l=

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, daB sowohl die im Satz 1
als auch die im Ergodensatz auftretenden Projektionsmatrizen
die Matrizen der "Kern-Projektion" auf den Eigenraum des
PERRON—FROBENIUS—Eigenwertes von N bzw. S sind. AuBerdem

erhalten wir in Satz 3 die Gleichung
(3) 1im s¥ = | [ 3=
ke o<1

unter allgemeineren Voraussetzungen als in (2).
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3. Die Kern-Projektion

Sei C( eine reelle nxn-Matrix. Das Minimalpolynom m(X) von C
sei dargestellt als Produkt von Potenzen seiner irreduziblen

Faktoren pi(X)

° 52 )
m(X) = pI(X) -pz(X) “ee pQ(X) und es sei
S.
K. = Kern(p. (X) 1) fiir 1 < i < g.
Dann gilt:
)
R = @ k. .
. 1
1=1
- Q/ > -
Fir jedes v = EE: Ve o v, € Ki sei
i=1
r(v) = Gl .
Die Projektion r : rR" 5 x nennen wir die Kern-Projektion

]
auf Kl

P sei die Matrix von r (bzgl. der Standardbasis des R").
Dann gilt offenbar:

4y pP2=pP , PC=cP , Rang P = dim K, .
Wir betrachten nun die Kern-Projektion auf einen Eigenraum von C(

Sei p ein reeller Eigenwert von C ,

1 > >
R(p) ={VI|CVv=0p V) der Rechtseigenraum,
1 B
L(p) ={ vV ICTG =g ¥ } der Linkseigenraum von p .
1 1 1
SATZ 2:
Wenn K] = R(p ) ist, so gilt:
1
a) CP=opP
1
b) Wenn C = S stochastisch und p =1 ist, so ist
1
1 &L
P = 1lim E_.E S und
k> 1=0
P = lim S¥ , falls S gut ist (d.h. 1 der

einzige komplexe Eigenwert von S vom Betrag 1 ist).



c) Wenn R(pl) eindimensional ist, etwa R(p ) = [;] 5
1
so ist auch L(p ) eindimensional, etwa L(p ) = [y], und
1 1
+ =T =] X Vi =0 X ¥
p =21 - > X, Y, : 11 1¥n
y X k=1 X Fy e xnyrl .

d) Wenn C diagonalisierbar ist, so gilt ([4], S.271 £)

C pkE
P - p
1

ol#p
Bemerkungen:
1) Teil b) erhdlt man mit (4) und a) aus dem Ergodensatz [1].
2) Teil c) ergibt sich aus PC = olP = CP
3) Die Voraussetzung von c) ist insbesondere erfiillt fir den
PERRON-FROBENIUS-Eigenwert p1 einer unzerlegbaren nicht-

negativen Matrix C . Beispiele:

(3.1) Die Aussage (1) erhdlt man aus b) und c) mit
xT = (1,...,), y' = (a,,...,a). (S ist gut, da mit
N auch S primitiv ist [5].)

(3.2) Ist J eine ZPSI(a), so liefert b),c) und d) ohne
Verwendung von Satz 1 die Aussage (2), also auch die

HOFFMAN-Gleichung h(N) = J
Allgemeiner als in (2) erhdlt man nun aus b) und d) den

SATZ 3:

Fiir jede diagonalisierbare gute stochastische Matrix S gilt:

. k I | S - ok
lim S& = T=6

Koo o<1
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