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Resume

Le premier expose "Une relation fonctionnelle nouvelle sur les cartes

et hypercartes planaires pointees" aborde Ie probl°me du denombrement

des cartes et hypercartes planaires pointees.

A 1'aide de deux decompositions geometriques differentes, on determine

deux relations fonctionnelles dont la serie generatrice, en variables

commutatives, des cartes (resp. hypercartes) planaires pointees
est solution. On en deduit alors des resultats de denombrement.

Le second expose, "Bijections entre cartes planaires et arbres

bien 6tiquetes" presente differentes techniques d'etiquetage des
cartes et hypercartes planaires pointees permettant de les mettre

en bijection respectivement avec les arbres bien et tr°s bien etiquetes

pointes. L'introduction de la notion de fraction multicontinue naturel-

lement associee a ces families d'arbres permet alors de retrouver cer-

tains resultats du premier expose.



Expose 1

Une relation fonctionnelle nouvelle sur les cartes

et hypercartes planaires pointees

Introduction

L'etude des cartes planaires pointees et en particulier leur

enumeration ont utilise essentiellement deux techniques:

La premi°re consiste a etablir une bijection entre les cartes

planaires pointees et une autre famille d'objets que 1'on sait denom-

brer ; cette methode es-fc celle utilisee par W. T. Tutte pour la premi-re
obtention du denombremen-b des cartes planaires pointees dans [17]. Une

telle methode est egalement utilisee par A. B. Lehman (cf. [15] ),
R. Cori et B. Vauquelin (cf. [10 ]).

La seconde consiste a etudier la serie generatrice des cartes

planaires pointees (et en particulier a rechercher une equation
fonctionnelle dont elle soit unique solution). Cette methode 6galement

initiee par W. T. Tutte dans Ie cas commutatif (cf. [18]), a et6
ensuite developpee dans Ie cadre non commutatif par R. Cori et J.

Richard (cf. [9]). Ces deux articles aboutissent. Ie premier dans
Ie cadre commutatif, Ie second dans Ie cadre non commutatif, & la

meme relation fonctionnelle.

Au paragraphe II, est rappelee 1'idee geometrique de W. T. Tutte

(contracter ou supprimer une arete) qui conduit a 1'obtention de

cette premi-re relation fonctionnelle (cf. [18]), et est a 1'origine
de nombreux travaux sur les cartes planaires et non planaires (cf.

[16], [20], ... ).
ParallSlement, une nouvelle decomposition geometrique des cartes

planaires pointees est exposee ; elle consiste a contracter tout
un "paquet" d'aretes. On decompose ainsi une carte planaire point6e
en "son bord" et en sa "carte interieure". On en deduit une nouvelle

relation fonctionnelle dont la serie generatrice commutative des

cartes planaires pointees est unique solution. Cette deuxi°me relation

fonctionnelle diff°re dans sa forme de la premiere, en ce qu'elle



presente une composition de fonctions dont les deux arguments invoquent
la serie generatrice recherchee. Ces deux equations apparaissent
comme cas particuliers d'une relation fonctionnelle plus generale.
Associees, elles permettent de determiner tr°s simplement la serie

generatrice recherchee, de decompter les cartes planaires pointees
en fonction du nombre d'aretes, ainsi qu'en fonction du nombre de
sommets et du nombre de faces.

Le paragraphe III traite ces problSmes de denombrements. II

6tudie ggalement la notion de carte interne introduite au paragraphe
II. On definit les cartes ayant au plus i niveaux interieurs, appelees
cartes d'ordre i. Les cartes d'ordre 0 sont bien connues et denombrees

sous Ie nom de cartes simples (cf. [?]). On enum°re dans ce paragraphe
les cartes d'ordre 1, et on y etablit les relations fonctionnelles

dont les cartes d'ordre i sont solutions. On y indique enfin Ie
lien entre ces cartes et certaines families d'arbres bien etiquetes
(cf. [10] et egalement Ie deuxi°me expose).

Le paragraphe IV applique aux hypercartes planaires pointees,
les idees introduites aux paragraphes II et III.

Le paragraphe I rappelle les principales definitions concernant
les cartes planaires.



I - Definitions et notations

Nous rappelons dans ce paragraphe les principales definitions

utilisees dans la suite.

1. 1. Definition

. Une carte planaire est une representation de la sph°re de

IR comme union d'un nombre fini d'ensembles disjoints appeles cellules.

Elles sont de trois types

1 - les sommets qui sont des points.

2 - les aretes qui sont des arcs simples ouverts de Jordan dont les

extremites (confondues ou non) sont des sommets.

3 - les faces qui sont des domaines simplement connexes dont les

fronti°res sont des reunions de sommets et d'aretes.

Deux cellules sont dites incidentes si 1'une est dans la fron-

ti°re de 1'autre.

. Le degre d'un sommet est Ie nombre d'aretes qui lui sont

incidentes. (Une boucle, arete dont les extremites sont confondues,

est comptee pour deux dans Ie degre de son extremite) .

. Une arete est un isthme si elle est incidente a une seule

face.

. Le degre d'une face est Ie nombre d'aretes qui lui sont inciden-

tes, les isthmes etant comptes deux fois.

1. 2. On appelle brin une arete orientee de la carte planaire

et on note B leur ensemble. On associe a tout brin, de fagon evidente,

son sommet initial, son sommet final, et 1'arete qui constitue son

support.

. On definit la permutation a sur B qui a tout brin associe

son brin oppose, a est une involution sans point fixe dont les cycles

sont bijectivement associes aux aretes de la carte.



On note o la permutation sur B qui a tout brin b associe

Ie premier brin rencontre en tournant autour du sommet initial de

b dans Ie sens positif choisi sur la sphere. Les cycles de o sont

bijectivement associes aux sommets de la carte.

. On note a la permutation o o a sur B. Les cycles de o sont

les circuits orientes constituant les frontiares des faces topologiques

de la carte. Les cycles de o sont done bijectivement associes aux

faces de la carte.

Dans la suite, un sommet (resp. arete, face) sera, suivant Ie contexte,

soit 1'objet topologique defini au 1, soit Ie cycle pour a (resp.

a, a) qui lui est associe par les definitions ci-dessus. Le degre

precedemment defini d'une cellule est alors egal au nombre de brins

du cycle qui lui est associe.

. Pour b dans B et T permutation sur B, on note
»

T (b) Ie cycle pour x engendre par b.

Si A est inclus dans B et si b est dans A, alors
3

Ti, (b) est Ie premier brin dans A parmi r(b), T(b), ... .

^

Une carte planaire est dite pointee si un brin b est choisi.
T, 1.

b est appele Ie brin pointe de la carte, et son sommet initial s

est appele Ie sommet pointe de la carte.
-«. ^.

On appelle alors face exterieure de la carte, la face a (b) engendree
'L

par Ie brin pointe b. La carte reduite a un sommet est egalement

dite pointee bien qu'elle ne contienne aucun brin.

On appelle circuit, une suite (b, ,.. . , b, ) de brins de la carte tels

que 1'extremite finale de b. soit 1'extremite initiale de b,, si
i ~ ' -- ------- _- -^-^

1 <: i < k, de b, si i = k.

Pour la definition de la carte duale d'une carte planaire pointee,

se reporter par exemple a [17] .

1. 3. Representation d'une carte

On representera dans la suite une carte par une projection stereographi-

que sur Ie plan, de fagon a envoyer la face exterieure de la carte

sur la face infinie de sa representation dans Ie plan.



Exemple 1 - Dans 1'exemple ci-dessous, les brins sont numerotes,

Ie numero de chaque brin etant place Ie long de son support, pr°s

de son extremite initiale. Le sens positif choisi pour definir les

cycles de a est Ie sens contraire des aiguilles d'une montre. Le

brin pointe est marque par une fl°che.

Les sommets S. , 1 ^ i < 5 sont respectivement les cycles de a donnes

par:

o = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8, 9, 10)(11, 12, 13)(14, 15, 16, 17)(18)

Les faces f, (face exterieure), f,., 2^ i < 6, sont respectivement

les cycles de o donnes par:

o = (1, 6, 9, 12, 3)(8, 7, 18)(4)(5, 2, 13, 14)(10, 15, 17, 11)(16)
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T-4^ Deux cartes planaires pointees sont isomorphes s'il existe

un hom^omorphisme de la sph°re, preservant son orientation, appliquant
les sommets, aretes, faces et brin pointe de la premiere carte respecti-
vement sur ceux de la seconde.

Une classe d'isomorphie dans 1'ensemble des cartes planaires pointees
pour la notion d'isomorphie definie ci-dessus sera encore appelee
carte planaire pointee dans la suite. Ce sont ces classes d'equivalence
que 1'on cherche a denombrer.

II - Relations fonctionnelles pour les cartes planaires pointees

11. 1. Decompositionsd'une carte^planaire pointee

. On note^(resp. -^ , ^, 9T) la famille des cartes planaires pointees
(non reduites a un sommet et, respectivement dont 1'arete pointee est un
isthme, une boucle, n'est pas un isthme). Pour K =^? ,/I ,'B,^, on note
Kp (resp. K^ ) 1'ensemble des cartes de K dont Ie degre du sommet
pointe est r (resp. qui ont de plus (a+1) sommets et (g+1) faces) et

K'^ (resp. K'^ ) 1'ensemble des cartes de K dont la face exterieure
est de degre r (resp. qui ont de plus (a+1) sommets et (p+1) faces).

. On note {p}, la carte reduite a un sommet.

. On utilise les signes + ou £ pour noter une reunion disjointe
d'ensembles. L'existence d'une bijection entre deux ensembles est indi-
quee par Ie signe -<->- .

^+
. fe est 1'ensemble defini comme la reunion disjointe, pour k > 1,

des k-uplets de cartes de {J,, salt

s° ++ ^ ^k ^ (c . . i<»
z <]., , et on pose (^ = {p} +g

k>l

Th6or°me 1 - On a les bijections suivantes

(a) ^ - {p} +J +CIr ,

(b) ^ ^^ x^
avec
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et les deiix decompositions de 1f:

(c) ^ ^ 2: ^'^ x [0, r].
r>0

(d)^^^+x Z^7 x^r ou W? = {p}
r^O

Demonstration

1. La bijection (a) est evidente. La bijection (b) est classique.
^

La suppression de 1'isthme pointe b d'une carte de C) , decompose cette
carte en deux sous-cartes C_. et C^, respectivement incidentes au sommet

initial et au sommet final de 1'isthme. On definit alors une bijection

de ̂ f sur ̂ ^ x ^ en associant a toute carte de. ], Ie couple constitue
d'une part par 1'isthme pointe b associe a la carte C et d'autre part

f\i

par la carte C dont on pointe Ie brin o(b) si elle n'est pas reduite a

un sommet.

Exemple 2

(b)
<(£)

2. La decomposition geome-brique (c) est celle donnee par W. T.

Tutte (cf. [18] ). Elle est sous une forme ou sous une autre a la
base de nombreux resultats sur les cartes.

^

Soit C une carte de ^. Son arete pointee b n'est pas un isthme ;

elle est done incidente a deux faces ; la face exterieure de degre

d, et une autre de degre d^.

12



En supprimant cette arete pointee b, on cree une nouvelle carte planaire
^

C, que 1'on points en distinguant Ie brin b, = CT|^, r /,^^, (b) (s'il exis-

te, sinon C^ = {p} et C est reduite a une boucle). La face exterieure de
^

C^, reunion des deux faces de C incidentes a b, a un degre r egal a

(d^-l)+(d^-l) avec d^^. 1 et dg ^ 1.

L'application decff sur X/rr['x[0, r] qui a la carte planaire pointee C

associe Ie couple (C, , d^,-l) est la bijection (c) annoncee (evident).

Exemple 3 d =4, d =3, r= (d -l)+(d -l) = 5 ;dans cet exemple, b =o(b).

(c)

3. La bijection (d) consiste a decomposer une carte de^ en sa

"carte interieure", dans ̂  , et en son "bord", (r+D-uplet dans

^- x^ (cf. exemple 4).

3. a - Un circuit simple elementaire etant un circuit ne passant pas

deux fois par la meme arete ou Ie meme sommet, on a Ie

Lemme - Soit C une carte dont Ie brin pointe b n'est pas un isthme. On
-*.^.

peut alors extraire de la suite a (b) des brins du circuit bordant la

face exterieure de C, une unique sous-suite de brins constituant un cir-
.^

cuit simple elementaire, contenant b.

Demonstration - Le theor°me de Konig donne 1'existence de cette sous-suite.
-*^.

Son unicite resulte du fait que a(b)est la fronti°re d'un ouvert connexe.

C. O. F. D.
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Pour C, carte deT de brin pointe b, on note P = (b^ = b, b^,..., b^) la
sous-suite de brins de a (b) definie par Ie lemme et (s ,..., s^) la suite
de leurs sommets initiaux.

P est un polygone oriente qui partage Ie plan en deux domaines connexes

ouverts qui lui sont respectivement interieur et exterieur. Les brins de

la carte planaire C qui sont inclus dans Ie domaine interieur (resp. ex-
terieur) a P sont dits dans la suite, brins interieurs (resp. exterieurs)

de la carte C.

3. 8 - Carte interieure C. _^ associee a C :

En contractant P et son domaine exterieur en un sommet t, 1'ensemble

des brins interieurs de C constitue une carte planaire connexe dite

carte interieure a C, notee C,. _^. Si C_^_ n'est pas reduite au sommet

t (c'est-a-dire si C contient au mains un brin interieur), on pointe

C, ^ en distinguant Ie premier brin qui n'appartient pas a P, de
# ^ ^

la suite de brins (a ''' o a) (b) ; on Ie note d.
'V;

Le sommet t est alors Ie sommet pointe de C,. _^_ ; les brins qui lui sont

incidents sont les brins interieurs de C dont Ie sommet initial est 1'un

des sommets s,, 1< i < k, du polygone P. Si r est leur nombre (r, S. 1,
1 ^

est alors Ie degre du sommet t), on les etiquette d ,..., d^, dans 1'ordre
ou on les rencontre en parcourant P dans Ie sens contraire des aiguilles

^

d'une montre, en commen<;ant par d^ = d.

3. y - Bord de C

La face exterieure de la carte C etant un ouvert connexe, les brins

exterieurs de C constituent k cartes planaires connexes disjointes res-

pectivement incidentes aux sommets s ,..., s du polygone P. (Certaines

des cartes peuvent eventuellement ne contenir aucune arete et etre re-

duites au sommet s. correspondant).

Pour i dans {l,..., k}, on definit alors la carte pointee C de ̂ ) en asso-
ciant au brin b^ de P, que 1'on pointe, la carte planaire precedemment

definie, incidente au sommet final de b . Le (r+D-uplet ( B^) dans
^ x 'Sr, constituant Ie bord de C est alors obtenu en partageant la sui-
te ^= (C^,..., C ) en r+1 sous-suites (avec la convention qu'une sous-
suite vide est la carte {p}) ;
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. B est la sous-suite des cartes de 6 dont les brins pointes sont,
'\,

sur P, entre Ie sommet initial s, de b, = b et Ie sommet initial de
'V;

d^ =d (si r^. 1, et s^ si C^^ = {p}).
B est une sous-suite de <G contenant au mains C, et done appartient a S'i»+

. Sir^. 2, B^, 1< i< r-l, est la sous-suite des cartes de fe dont
les brins pointes sont entre les sommets initiaux de d. et d.

'i "" "i+1*

. Si r > 1, B^ est la sous-suite des cartes de lg dont les brins
pointes sont entre Ie sommet initial de d et s-.

Les uplets B 1< i< r, sont dans ̂  (eventuellement reduits a {p} avec
la convention ci-dessus).

L'application ainsi definie, qui a une carte de^associe Ie uplet
^cint' ^Bi^0$i.$r^ est une biJectic>n (evident) de ̂ rsur £ /Trf x ^+ x ^r,'int' vui/0$Ur^
d'ou Ie resultat annonce. r^O

Exemple 4 - . Si C est la carte de (5r ; (k= 5, r= 7)



. C. . est la carte dans^, obtenue en contractant la partie
int

du plan exterieure au circuit simple elementaire P = (b^,..., b^) en un
sommet t :

et:

.
bl

^b4 . R5:

+ ^7
. Le bord de C est alors constitue par (B^Q^^^ dans ̂ , x^

Bo = (crc2)' Bi = B2 = {p)' B3 = (c3tc4)l B4 = C5' B5=B6 = B7 = {p}

11. 2. Relations fonctionnelles

A chaque carte planaire pointee de /^ , on associe un monome
en les variables commutatives u, v, s et f.

L'exposant de u (resp. v) donne Ie degre de la face exterieure (resp.
du sommet pointe). L'exposant de s (resp. f) donne Ie nombre de

sommets differents du sommet pointe (resp. Ie nombre de faces differen-

tes de la face exterieure).
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On note alors M(u, v, s, f), la serie generatrice dans Z[[u, v, s, f]]
du nombre des cartes planaires pointees dern^.
On pose egalement

R(u, s, f) = M(u, l, s, f) et 0(v, s, f) = M(l, v, s, f)

Le theor-me classique de dualite dans ̂  , entraine les egalites :

M(u, v, s, f, ) = M(v, u, f, s), R(v, f, s) = 0(v, s, f).

On deduit du theor°me 1, Ie

Th§or°me 2 - La serie generatrice R(u, s, f) du nombre des cartes planai-
res pointees est solution des deux equations :

(D R= 1 +u2s R2+u f R(1. ^)-"R (^. w. T. Tutte, [18] )
(2) R=l+AR2+lSB<T^,,. ^>.

Ou 1'on note R pour R(u, s, f).

Demonstration

On reprend les notations du (11. 1) et de la demonstration du theor°me 1,

1^ L-equation (l) (cf. [l8] ) est la traduction en termes de series

generatrices des bijections (a), (b), (c) du theorSme 1. Nous rappelons
succintement sa demonstration:

a- La carte {p} est associee au monome uos°f° = 1 (evident)

e_^ La serie generatrice des cartes de ̂  est u2sR(u, s, f). (L'isthme
pointe donne deux brins incidents a la face exterieure, d'ou Ie terme

u , et ajoute un sommet, d'ou Ie terme s, a la carte incidente a son ex-

tremite finale. Cette carte donne Ie terme R). On deduit de la bijection
(b) que la serie generatrice des cartes de ̂ f est u2sR2.
On a ainsi obtenu les deux premiers termes de 1'equation (l).

ion
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Y. Troisi°me terme de (I): II s'obtient en remarquant que pour re-

construire la carte C de^ a partir du couple (C^, i) de/T^J^ x [0, r] qui
lui est associe par la bijection (c), on ajoute une arete a la carte C^
(arete qui sera, apr°s orientation, Ie brin pointe de C).

isme
Cette arete joint Ie sommet pointe de C au sommet final du i---- brin

(en partant du brin pointe de C ) de la suite des brins associee a la
face exterieure de C, (si i > 1, a lui meme si i = 0).

Cette nouvelle arete est orientee de fagon a ce que la face exterieure

de la carte planaire pointee C ainsi obtenue ait pour degre r-i+1, ou

r est Ie degre de la face exterieure de C .

La serie generatrice des cartes de //> est done

F = f .
u^P " r-i+1

Z s~f~ £ u-

^0, ^0, ^0 c^^p^ i=0

ou Ie terme f en facteur tient compte qu'une face supplementaire a et 

creee en ajoutant 1'arete.

Soit, en posant j = r-i,

F = uf Z Safe E Uj
a, B, r ^e<^^^ j=0

= uf E £

a, 0, r C^^^^
^".^

= uf
uR(u, s, f) - R(l, s, f)

u - 1
CQFD.

2. L'equation (2) diff°re de 1'equation (1) par Ie troisi°me terme

de son second membre. Ce terme est la traduction a 1'aide des series

generatrices de la decomposition (d) d'une carte C de^(cf. theor°me 1
dont on reprend les notations).

a^ La serie generatrice des cartes de {J^ (ensemble auquel appartien-
nent les cartes planaires C,, !<: i< k, qui apros regroupement permet-

tent de definir les uplets de cartes B,, 0<: j .$ r, du bord de la carte

de'^f consideree) est

usR(u, s, f)

18



Le terme R est associe a la carte planaire pointee de^ incidente a
1'extremite finale du brin polnte de la carte de/f . Ce brin donne Ie
terme us car il ajoute un sommet et est incident une fois a la face
exterieure de la carte C de^dont il est issu).

B_ La serie generatrice de 1'ensemble ^ (auquel appartient B

si 1< j^r) des p-uplets, p dans IN, de cartes de^, est done:

Z [usR(u, s, f)JP =-,-^-,

^. ^,.,. /j _ l_usR(y^^)-

La serie generatrice de 1'ensemble ^,+ (auquel appartiennent les

uplets B^) des p-uplets, p dans IN", de cartes de ̂  est alors :
^

usR(u, s, f)
l-usR(u, s, f)

.

r_ La serie generatrice des cartes C dans^ r fixe dans IN, qui
sont interieures aux cartes de^ et done n'ont pas de brins incidents,
a la face exterieure (done pas de terme en u) est :

f z
a^O, B^O C

int

X

e"
'oi, 8,:

SafB = f
a$0, B$0

card(X, e. r)sufB
ou.

card(W[^g^) est Ie cardinal de 1"ensemble/^ Le terme f en fac-
teur est du au fait que la face exterieure de C_^, non decomptee dans

1'exposant B du monome s"fp associe a C^^, devient face non exterieure
dans la carte planaire pointee C de^" reconstruite, et done doit etre
decomptee en plus.

^ La serie generatrice F des cartes de^ est done (cf. (d)), en
no-tant R pour R(u, s, f) :

F = -t^^^(f^^card<%. ».. >saf'>(I^)r
r^O a^O, B^O

Le terme ^ est du au fait que lorsque I*on concat-ne les uplets B,,
0 < J ^ r, pour reconstituer Ie bord de la carte C de^consideree. Ie
produit des series generatrices associees (determinees au p ci-dessus)
decompte, par 1'exposant de la variable s, tous les sommets du bord de

C, y compris Ie sommet pointe (ce qui est exclu dans la definition de R)
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On en deduit

F - I^SR ."T^BR. a. f-)

ce qui est Ie resultat annonce en utilisant la relation liant R et 0,

associee au theoreme de dualite et rappelee ci-dessus.

COFD

Remarque 1

A la decomposition bijective de W] :

(a)' /nZ ^ {p}+^J+<3S + (^-©)

on associe alors terme pour terme, comme au theor°me 2, la relation

fonctionnelle:

2 -_ 2
(3) M = 1 + u^vsMR + uv^fMO

2^. usR
+ uv { -r^ O(-T^. s. f) - vQ }

l-v(l-usR) l 1-usR ""1-usR'

ou 1'on note M pour M(u, v, s, f).

Les equations (1) et (2) sont des cas particuliers de (3) ; On obtient

(2) en faisant v = 1 dans (3) ; en faisant u = 1 dans (3) et (2), on

obtient alors deux relations qui induisent (1).

Remarque 2

Soit A 1'anneau des polynomes Z[u] et A[[s, f]] I'algSbre des series
formelles en les variables commutatives s et f, a coefficients dans A.

Dans A[[s, f]] , les equations (1) et (2) ont un sens (les substitutions

de u par 1 ou de u par _ y sont autorisees) et y admettent comme

solution la serie generatrice des cartes planaires pointees, dont on

sait que dans tout monome, Ie degre de u est majore par deux fois la

somme des degres de s et f.
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Cette serie est en fait 1'unique solution de (!) ou (2) dans A[[s, fJ]
En effet, munissons A[[s, f]] de la distance ultrametrique definie pour
deux series S, et S^ par :

d(S^. S ) = 2-V(S1'S2)

avec v(S^, S^) = min{a+B / les coefficients de S^ et S pour saf8 sont
distincts} .

A[[s>f]] est alors un espace metrique complet. Le second membre de (1)
(resp. (2)) definit alors un operateur contractant sur cet espace, et y
admet un point fixe unique. C. O. F. D.

Ill - Application a des denombrements

III.1. Denombrement des cartes planaires pointees

La determination de la serie generatrice R(l, s, f) des cartes
planaires pointees decomptees en fonction du nombre de sommets mains

un et du nombre de faces mains une est rendue facile par la considera-

tion simultanee des equations (l) et (2) (tout calcul formel complique
est 6vite). Des equations parametriques ont ete determinees par
W. T. Tutte dans [18] . Celles obtenues ci-dessous leur sont equivalentesi
les paramStres y sent des series "points fixes" de la transformation

induite par 1-equation (2). La formule de Lagrange permet alors
de determine? Ie terme general de R(l, s, f).

Theor°me 3. 1^ s, f et sfR(l, s, f) satisfont aux equations parametriques
(ou p et q sont les param°tres):

s = p(l-p-2q), f = q(l-2p-q), s. f. R(l, s, f) = pq(l-2p-2q).

2^ Le nombre de cartes planaires pointees ayant m sommets, m faces
(et m brins, avec m = 2(m^+m -2), par 1'equation d'Euler pour les cartes
planaires) est :

m^-1 m^-1
,h+k ( k) ( h) ,, h k

m^! (m^-1)! m^! (m^-1)! Z- ^ -(m7-~ (1~ ̂  - "':^)
m!

7

la somme portant sur 1'ensemble des triplets (i, k, h) tels que:
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m^-l^i^m-m^+l, 0^k.$m^-l, 0$h$m^-l, k = h+2(m^-l)-i.

h _ . k
avec la convention ^- = 0 (resp. ^- = 0) si h=i=0 (resp. k=m-i=0) ;

Demonstration

l. a Dans l'alg°bre Z[[s, f]] des series formelles en les variables

commutatives s et f, 1'equation en u,

(e) u = 1 +
uf 0(-

l-usR(u, s, f) 'r'l-usR(u, s, f) , s, f)

admet une solution U = U(s, f) unique (cf. remarque 2 du theorSme 2).

Si 1'on pose (en notant D pour U(s, f) et V pour V(s, f)):

(i) V(s, f) = Y_

(ii) U(s, f) =

, alors (e) s'ecrit :
-UsR(U, s, f)

1

l-VfQ(V, s, f)

On peut remarquer de plus que (i) et (ii) entrainent que V(f, s) est

egalement solution de (e), et done est egale (par unicite de cette solu-

tion) a U(s, f).

0 Substituons U = U(s, f) et V=V(s, f) respectivement a u et v dans

les equations (1), (2) du theorSme 2 (cf. 11, 2) et dans 1'equation (21)

ci-dessous, deduite de 1'equation (2) en substituant v a u, en echangeant

s et f et en utilisant les egalites entre R et 0 issues de la dualite et

rappelees au (11, 2). L'equation (2') s'ecrit, en notant 0 pour 0(v, s, f):

(2-) 0(v, s, f) = 1 . vW . ̂  R(^ , s. f).

Apr°s substitution, ces trois equations s'ecrivent en utilisant les re-

lations (i) et (ii) et en posant:

R = R(U. s, f) et 0 = 0(V, s, f),

(D R = i . u2sR2 . uf Rd. ^)-"R
(2) R = 1 + U sR + UVfRO

(2') 0= 1 + V2f02 + UVsRO
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Or par (i) et (ii), R =^et 0 =^

On deduit alors facilement, en eliminant R et 0 dans (1), (2) et (2'),

Ie syst°me d'equations parametriques :

(V-l) (2V+U-2UV) ^ (U-l) (2U+V-2UV)
s = ^^ ];. ^ --i^- ^

uv" u'v

R(l, s, f) =
UV(2U+2V-3UV)

(2U+V-2UV)(2V+U-2UV)

En posant p = -^- et q = -^- , on obtient la parametrisation annoncee.

2. En utilisant la formule de Lagrange a deux variables, cf. [13~] ,
ces equations parametriques permettent de calculer Ie terme general de

sfR(l, s, f). La formule obtenue donne aprSs simplifications (non detail-

lees ici) celle annoncee. CQFD.

Remarque 1 - Une interpretation combinatoire des series parametres

U, V, p et q en termes de series generatrices d'arbres etiquetes

peut etre donnee (cf. Remarques 2 et 4 de la proposition 1, IV, expose
2).

Remarque 2 - Si 1'on identifie s et fa la meme variable z , on deduit

de 1'equation d'Euler satisfaite par les cartes planaires que :

G(l, z) = R(l, z, z) est la serie generatrice des cartes planaires
pointees decomptees en fonction du nombre d'aretes.

Le systSme d'equations parametriques du theorSme 3 devient alors

z = p(l-3p), G(l, z) =-1^4P-
(l-3p)'

d'ou 1'on deduit par la formule de Lagrange Ie nombre de cartes planai-

res pointees a n aretes :

2. 3n(2n)!
n!(n+2)!
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III.2. Cartes d'ordre i

Associons a toute carte planaire pointee C, 1'ensemble ^(C)
des cartes planaires pointees de ^ obtenues en substituant au brin

^ ~ -» ^

pointe b de C, et en Ie pointant, tout brin de o (b) qui ne soit pas un
isthme. On definit alors Int(C) comme 1'ensemble des cartes planaires

pointees duales des cartes interieures associees aux cartes de^C) (par
la decomposition du theor°me 1).

Definition - . Une carte planaire pointee C est dite d'ordre 0 si Int(C)

est vide (C est alors un arbre) ou ne contient que la carte {p}.

. Une carte planaire pointee C est dite d'ordre i (i$. l), si toutes

les cartes dans In-fc(C) sont d'ordre inferieur ou egal a i-1.

Remarques - . Intuitivement une carte est d'ordre i si elle a au plus

"i niveaux interieurs".

. Une carte d'ordre i est d'ordre j pour tout j $. i.

Les cartes d'ordre 0 sont connues sous Ie nom de cartes simples

(cf. [7] par exemple).
Les cartes d'ordre 1 peuvent egalement etre definies comme les

cartes planaires pointees telles que toute arete ait au mains une extre-

mi-be incidente a la face exterieure.

Notons, pour i dans IN, G, (u, z) la serie generatrice des cartes d'or-

dre i decomptees en fonction du nombre de brins de la face ext6rieure

(variable u) et du nombre d'aretes (variable z).

Proposition 1 - Les series generatrices G^, i $. 0, satisfont au syst°me
d'equations;

2 _2 u2Gi
= 1 + u~z GT +

i(E^) G^ = 1 + u2z G^ + ^^- G^^iZ^G:^)

ou 1'on a pose G , s 1.
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Demonstration - Pour demontrer (E. ), il suffit de reprendre, en 1'appli-

quant aux cartes d'ordre i, Ie (d) du theor°me 1 de decomposition. On de-

montre alors 1'equation fonctionnelle (E. ) comme 1'equation (2) du theo-

r°me 2.

Rennarque - Pour i = 0, (E_) est

G_ = 1 + u2z G2 + , _^ .
-o ~ ' -~~o ' 1-uzG

On retrouve 1'equation fonctionnelle bien connue qui conduit au denombre-

ment des cartes simples (cf. [7] ).

Pour i = 1, on a Ie resultat suivant :

Proposition 2 - . La serie generatrice G (l, z) est solution de 1'equa-

tion fonctionnelle:

(e ); G (l. z) = (1 + z G^(l, z))2 .

. Le nombre a de cartes planaires d'ordre 1 dont Ie brin pointe

est un isthme et ayant n aretes est, pour n » 1

a = ^ (4n.
an = n (n-l'-

. Le nombre b_ de cartes planaires d'ordre lan aretes est:

n

b = £ a. _ a , , ou 1'on pose a_ = 1.
"" - k:Q uk "n-k ' ^ ^ ^ ^" "° ~ ^'

Demonstrati on

1. (E^) implique, en faisant u= 1 et en posant g, = G, (l, z) :

1 , g^-l-zg^
<*) Go'irs,. z>'^:^<1-^'-

En substituant
1-zgi

a u dans E^ (operation licite, cf. remarque 2 du

theor°me 2) et en utilisant (*), on obtient 1'equation (e, ).
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2. On deduit de (e, ) que 1^ = z G^d. z), serie generatrice des cartes

planaires d'ordre 1 dont Ie brin pointe est un isthme, es-b solution de

1'equation:

Tl = Z(1+I1)'

la formule de Lagrange appliquee a cette equation donne :

1 /4n
an = ^ (n-^l) .

On deduit alors de (e ) : G^ = (1+1^)^, la formule donnant b^.

Remarque - Pour i ^. 2, Ie probl°me de la determination d'une formule

close donnant Ie terme general de la serie G^ est, a ma connaissance,

ouvert.

On peut remarquer que les (i+1) premiers termes (par rapport a la varia-

ble z) de G. sont ceux de G (Remarque 2 du theorSme 3, (111, 1)). On a

egalement Ie resultat suivant que 1'on deduit de 1'etude de la bijection

etablie par Cori et Vauquelin (cf. [10] ) entre cartes planaires pointees
et arbres bien etiquetes pointes (arbres dont les sommets sent etiquetes

par des entiers naturels, la racine etant etiquetee 0 et les etiquettes

de deux sommets adjacents differant au plus d'une unite. Se reporter au

deuxi°me expose pour 1'etude detaillee de ces arbres).

Proposition 3 - L'ensemble des cartes planaires d'ordre i est en bijec-

tion avec 1'ensemble des arbres bien etiquetes pointes, etiquetes au

plus (i+1) et tels que les sommets etiquetes (i+1) soient des maximum

stricts pour la fonction d'etiquetage (i. e. leur p°re et fils eventuels

dans 1'arbre sont etiquetes i).

IV. Etude des hypercartes planaires pointees

L'etude des hypercartes planaires pointees menee par R. Cori dans

Ie cadre non commutatif (cf. [7]) et T. R. S. Walsh (cf. [l9])^utilise
1'idee essentielle de contraction d'une arete. Precisement, T. R. S. Walsh

utilise les denombrements sur les cartes euleriennes ob-fcenus a partir de

relations de recurrence (cf. W. T. Tutte [16]) pour decompter les hyper-

cartes planaires pointees en fonction du nombre de brins et du nombre de

faces.
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La nouvelle decomposition geometrique introduite au II s'applique

egalement a 1'etude des hypercartes planaires pointees. On montre

ainsi 1'existence de deux relations fonctionnelles (analogues a

celles (1) et (2) du II) dont la serie generatrice du nombre des

hypercartes planaires pointees decomptees en fonction du nombre

de sommets, faces et hyperaretes est solution. On en deduit facilement

un syst°me d'equations parametriques tr°s simple dont cette serie

generatrice est solution. On obtient alors Ie terme general de cette

serie a 1'aide de la formule de Lagrange.

Un cas particulier de ce syst°me parametrique permet de retrouver

Ie resultat precite de T. R. S. Walsh.

Les definitions et resultats essentiels sont donnes ci-dessous ;

se reporter a [3] pour Ie detail des demonstrations.

IV. 1. Hypercarte planaire pointee (cf. exemple ci-dessous)

Une carte planaire est dite deux-coloriab^.e si on peut colorier

ses faces avec deux couleurs, toute arete etant incidente a deux

faces de couleurs differentes.

La propriete "deux-coloriable" etant compatible avec la relation

d'equivalence dont les classes sont les cartes planaires pointees

(cf. 1, 4) on peut definir une hypercarte planaire pointee comme

une carte planaire pointee deux-coloriable contenant au mains un

brin. Ce sont ces hypercartes planaires pointees que 1'on cherche

a denombrer. Cette definition est equivalente (cf. [1] ou [19])
a la definition combinatoire d'une hypercarte donnee au deuxi°me

expose.

Si H est une hypercarte planaire pointee, on note C(H) la

carte planaire pointee deux-coloriable qui lui est associee. Les

faces de C(H) de la meme couleur (resp. de 1'autre couleur) que

la face exterieure de C(H) sont appelees faces (resp. aretes) de

1'hypercarte et notees h-faces (resp. h-aretes) dans la suite. Les

sommets de C(H) sont les sommets de 1'hypercarte H. La face exterieure

de C(H) est appelee h-face exterieure de H.
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L'ensemble B des brins de C(H) appartenant aux cycles definissant

dans C(H) les h-f aces, est appele ensemble des brins de 1'hypercarte,

notes h-brins dans la suite. On appelle h-degre d'une h-face (resp.

d'un sommet) de 1'hypercarte H, Ie nombre de h-brins qui lui sont

incidents en tant que cellule de C(H).

Le h-degre d'une h-face coincide avec son degre comme face de C(H)

(evident). Par centre Ie h-degre d'un sommet de 1'hypercarte est;

moitie de son degre dans C(H).

. Dualite - La dualite (cf. [7]) est une bijection dans 1'ensemble

des hypercartes planaires pointees ; les h-faces (respectivement

sommets) d'une hypercarte sont echanges avec les sommets (resp.

h-faces) de 1'hypercarte duale ; la h-face exterieure est echangee

avec Ie sommet pointe de 1'hypercarte duale (les deux ayant meme

h-degre) ; les deux hypercartes ont memes h-aretes. Cette propriete

sera utilisee au theor°me 5.

On definit par convention deux hypercartes planaires pointees

associees a la carte planaire pointee reduite a un sommet ; on les

note respectivement {p} et { q } suivant que 1'unique face de la carte

associee est consideree comme h-face ou h-arete.

. Dans 1'exemple ci-dessous, 1'hypercarte H (dont les h-aretes

sont hachurees) est associee a la carte C(H) dont les brins sont

numerotes. Ie numero de chaque brin etant place Ie long de son support,

pr°s de son extremite initiale. Les deux brins de chaque arete sont

numerotes i et -i, celui etiquete positif etant un h-brin. Le sens

positif choisi pour definir les cycles de o dans C(H) est Ie sens

contraire des aiguilles d'une montre. Le brin pointe est marque

par une fl°che.

Les sommets S; , 1 ~? i ^ 4 sont respectivement dans C(H) les cycles

de o donnes par

a - (1, -13, 13, -14, 11. 40, 10. -9, 12, -12), (-1. 2, -3, 5), (-5, 6, -7, 7, -8, 8, -6, 9. -11, 14), (-2, 3, -4, '>).

Les h-faces f, (h-face exterieure), f., 2$ i^ 7, sont respectivement

dans C(H) les cycles de a

(1, 2, 3, 5, 6, 9, 12), (14, 11), (13), (10), (^), (7), (8).



Les h-aretes a , 1^: i ^ 5, sont respectivement dans C(H), les cycles
de o

(-1, -13, -14, -5), (-9, -11, -10). (-12). (-3, -4, -2), (-6, -7, -8).

-5

IV. 2. - Decompositions d'une hypercarte

. On note S\. , 1'ensemble des hypercartes planaires pointees conte-
nant au mains un brin.

. On note'^^ , r^l , 1'ensemble des hypercartes de '^Cdont Ie h-degre
du sommet pointe est r.

^ designe 1'ensemble des cartes planaires pointees C, dont Ie de-
gre du sommet pointe est egal a un et telles que la sous-carte planaire de

'\>

C obtenue en supprimant 1'isthme pointe b de C ainsi que son sommet
initial soit deux-coloriable (eventuellement reduite au sommet final de

.\.

b).
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. On appelle alors£) , 1'ensemble defini comme la reunion disjoin-
.
'V

te, pour k $ 1, des k-uplets de cartes de ̂  , soit :

i3+ 
= Z ^ , et on pose ^)= {p^ +t)+

k^l

. On note I[n, m] 1'ensemble des nombres entiers impairs appartenant
a 1'intervalle [n, m].

Theor°me 4 - On a les bijections suivantes :

(a) ̂ -Ulx C<^ +^ + z^rxl E:1'21-1]
r^l

(e) x [{q} + S ^, x^J
r>l

Demonstration (se reporter a [3] pour Ie detail).

1. - La bijection (a) est obtenue en contractant Ie brin pointe.

2. - La bijection (p) consiste a decomposer une hypercarte H de

en son "hypercarte interieure" dans^ (si r ? 1, egale a {q} si r=0)
et en son "bord", (r+D-uplet (B ) de ̂)+ x $) .

IV. 3. Relations fonc-bionnelles

Soit J(u, s, f, a) (resp. K(v, s, f, a)), la serie generatrice commutati-

ve des hypercartes planaires pointees de ^ (contenant au moins un

brin) decomptees en fonction du h-degre de la h-face exterieure

(resp. du sommet pointe), variable u (resp. v), du nombre de sommets

mains un, variable s, du nombre de h-faces mains une, variable f,

du nombre de h-aretes, variable a.

Par application du theorSme de dualite pour les hypercartes,
J(u, f, s, a) = K(u, s, f, a) et J(l, s, f, a) = J(l, f, s, a).

On deduit des decompositions du theor°me 4 :
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Theor°me 5 - On a les relations fonctionnelles, ou 1'on note J pour
J(u, s, f, a) et K pour K(v, s, f, a).

(4) K = v(l+K)(fK+a) + vs K-J(l. s. f. a)
v-1

(5) .'°i!i^fe)<fK'i^nTjy. °^. '>-'

(6) K = i^vm+K) {SJ(TrvfTT7Ky ' s'f'a) + a}

Demonstration (cf. [3])

(4) est deduite de (a), (5) est deduite de (g), theor°me 4, et (6) se de-
duit de (5) par application de la dualite.

IV.4. Application aux denqmbrements d'hypercartes

Le theor°me 5 entraine

Theor°me 6 - La serie generatrice sfJ(l, s, f, a) qui decompte les
hypercartes planaires pointees ayant au mains un brin en fonction

du nombre de sommets, h-faces et h-aretes est solution du syst°me
parametrique

s = X(l-p-v), f=p(i-v-x), a = vd-x-p)

sfJ(l, s, f, a) = Xpv (l-x-p-v)

Remarque - La forme parametrique obtenue pour la serie generatrice

sfJ(l, s, f, a) montre son invariance par permutation quelconque des va-
riables s, f et a.

On salt deja (dualite) que sfJ(l, s, f, a) = fsJ(l, f, s, a). D'autre

part, 1'operation geometrique qui consiste a remplacer Ie brin pointe

d'une hypercarte planaire pointee par son brin oppose est une bijection
de JtC sur yJC qui echange h-faces et h-aretes. On a done

sfJ(l, s, f, a) = saJ(l, s, a, f). COFD

Cette remarque a egalement des consequences importantes en ce qui

concerne les bijections entre hypercartes planaires pointees et

arbres tr°s bien etiquetes (cf. theor°me 3, (III. 3) du deuxi°me
expose).
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On deduit du theor°me 6 les corollaires :

Corollaire 1 - Le nombre d'hypercartes planaires pointees ayant

m, (^l) sommets, m^(^l) h-faces et m^(^l) h-aretes est donne par
1

3 . ma-l+\. . i&.

.:. {v) ̂  .c
ou

C = 1 - I -^-
k:l mk-l+ik

ml-1
ml-l+il

J1J2--13

mlm2m3

i3-j3
m_ m

m -1

m2-l+i2
il-jl

m^ m.

m3-1
m3-l+i3

i2-j2
m- m.

la sommation porte sur les (i», J»)^^o tels que
-'.s'^"^

0-$ j» < i», 1^ &< 3 et

ml-1 = i2-j2+j3' m2-1 = i3-j3+jl' m3-1 = il-jl+J2 .

Dans Ie cas ou m, = 1, on fait de plus les conventions

j m,,-l

^^- =0si i, = j, =0, ,^-^ = 1 si i, =0 .
"k "'"k "k """k

Un cas particulier du resultat obtenu au theorSme 6 permet de retrouver

Ie denombrement presente par T. R. S. Walsh (cf. [19]):

Corollaire 2

1. La serie generatrice S(f, y) des hypercartes planaires pointees

decomptees en fonction du nombre de h-brins (variable y) et du nombre
de h-faces mains une (variable f) satisfait aux equations parametriques

(param°tre p)

y =
(1 +^)(l+p)2

, S(f, y) = (1+p) -
(1-p)'
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2. Le nombre d'hypercartes planaires a n h-faces et m h-brins est

m-n

Tn^s7^)T ̂  <T) e:->' ^ Ml.

On d^duit de la decomposition (0) du theorSme 4, la

Proposition - 1. Le nombre d'hypercartes planaires pointees ayant
une seule face et n h-brins est Ie nleme nombre de Catalan -^ (2n) (cf.
[7]). n+l '"

2. Le nombre d'hypercartes planaires pointees dont tous les
sommets appartiennent a la frontiSre de la h-face exterieure et
qui ont n h-brins, n$l, est

ln '^^ ^ .
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Expose 2

Bijections entre cartes planaires et

arbres bien etiquetes

L'expose precedent a presente une etude des cartes planaires

pointees dans Ie cadre commutatif, dont Ie but essentiel est Ie

denombrement.

Une autre approche est la recherche d'un codage pour les cartes

planaires pointees ; R. Cori a developpe cet aspect, cf. [7], definis-
sant un codage des hypercartes et des cartes planaires pointees

par des mots sur un alphabet infini.

Cette approche est essentielle de par la variete des problSmes qu'elle

permet d'etudier, par exemple :

L'algebricite, voire la rationnalite des series obtenues,

cf [7] , [6] .
. Les probl°mes de denombrement, cf. [7] , [10] .

. En informatique. Ie problSme de representation lineaire en

memoire d'une carte planaire ou non.

. Le probl°me de dessin d'une carte, planaire ou non, en respectant

certaines contraintes (par exemple, la forme ou 1'epaisseur des

sommets, leur ecart minimal, la forme des aretes, leur longueur

minimale, leur epaisseur, des contraintes de positionnement global,

etc... ). Ces aspects ont ete developpes par R. Cori et J. Hardouin-

Duparc, cf. [8'] , H. de Frayssex et P. Rosenstiehl, cf. [12] , D. H.

Greene, cf. [14] ...
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Un autre codage des cartes planaires a ete propose par R. Cori

et B. Vauquelin, cf. [10] , permettant de definir une bijection entre
cartes planaires pointees et arbres bien etiquetes. Le probl°me,
alors pose par R. Cori, est de determiner un tel codage des hypercartes
par des arbres etiquetes. Ce sont deux telles bijections que nous
decrivons aux paragraphes II et III. La premiere est une nouvelle

bijection entre cartes planaires pointeesebarbres bien etiquetes
issue de la notion de distance dans un graphe, et qui induit une

bijection entre hypercartes planaires et arbres tr°s bien etiquetes.
Si cette bijection est particuli°rement simple dans sa mise en oeuvre,
elle presence cependant 1'inconvenient de ne pas traduire au niveau

des arbres tr°s bien etiquetes, la symetrie complSte existant dans

1'ensemble des hypercartes planaires entre les notions de sommets,
faces et hyperaretes, (cf. theor°me 6 de 1'expose 1). Get inconvenient

est leve dans la seconde bijection entre hypercartes planaires et

arbres tr°s bien etiquetes, proposee au paragraphe III.

Ces bijections permettent de coder cartes et hypercartes planaires

pointees par un langage sur un alphabet fini generalisant Ie langage
de Dyck. L'etude combinatoire de ce langage permet alors de denombrer

cartes et hypercartes en fonction du nombre d'aretes. II est a noter

que ce langage n'est malheureusement pas algebrique (mais intersection
de deux langages algebriques).

Nous ne developpons pas cet aspect qui est traite dans [10] .

La notion de fraction multicontinue que nous introduisons au

paragraphe IV generalise celle de fraction continue (cf. [4] et
[5]). C'est un objet algebrique particuliSrement bien adapte a 1'etude
des arbres etiquetes et done a 1. etude des cartes et hypercartes
planaires pointees. A 1-aide du calcul formel sur ces objets , comme
par exemple les "transformations equivalentes" (par analogie avec
les operations du meme nom sur les fractions continues), on obtient
ainsi des relations fonctionnelles sur les arbres etiquetes qui
impliquent celles, nouvelles, obtenues au premier expose.
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I. Definitions et notations

La definition combinatoire d'une carte planaire pointee a ete

esquissee au premier expose. Nous la developpons ici afin de pouvoir

definir les bijections entre cartes et arbres etiquetes de fagon

purement combinatoire.

Get aspect combinatoire de 1'etude des cartes planaires est due

a Edmonds (cf. [ll] ) et a ete repris dans de nombreux travaux (cf.

en particulier [7 ], [20] , [l] , [4] et [10] dont nous reprenons ici

les notations).

1. 0. - Notations

Soit T une permutation sur 1'ensemble A et B un sous-ensemble

de A.

. x (B) est Ie plus petit sous-ensemble de A, contenant B et stable

par T .

. Pour b dans B, T^(b) est Ie premier brin dans B parmi T(b),
2,. / "~ ~ -~~ -' -IB'

T (b), . .. .

. Pour T et T permutations sur A, on note T T^ la composition

Tl ° T2-

1. 1. - Cartes combinatoires

. Soit Z 1'ensemble des entiers non nuls de module maximum m, m^l
m

Z = {-m,..., -1, 1,..., m}.
m

On note a 1'invaLution sans point fixe definie sur Z^ par

u(i) = -i.

Pour o permutation sur Z_, on note Z(o) Ie nombre de cycles de o et o

la permutation sur Z definie par a = ou.
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. Une carte combinatoire a m aretes est une permutation a sur Z
m

telle que Ie couple (a, a) engendre un groupe transitif sur Z .
m

On appelle sommets (resp. faces, aretes) de la carte combinatoire (o, a),

les cycles de o (resp. a, a). Les elements de Z_ sont appeles les brins

de la carte. Une paire de brins (i, -i) est une arete de la carte (cycle
pour a). Le sommet initial d'un brin b de la carte est Ie sommet o (b).
Deux cellules (sommet, face, arete) sont dites incidentes si elles ont

un brin en commun.

. Le genre g(o, oi) d'une carte (a, a) sur Z est defini par
m

g(o, ") =1 {m+2-Z(o)-Z(o')}.

Le genre d'une carte combinatoire est un entier que 1'on sait non nega-
tif (cf. [7]). S'il est nul, la carte est planaire.

. La dualite associe a la carte combinatoire (o, a) la carte (a, a)
appel^e duale de (0, 01). La dualite echange les sommets et faces d'une
carte et de sa duale.

1. 2. Representation d'une carte combinatoire

Soit (o, a) une carte combinatoire sur Z . On represente les cycles
(a, o(a),..., 0 a) de o par des points situes dans cet ordre sur un cercle

pour un sens de rotation choisi. On joint alors les points numerotes a
et -a par une arete.

Par exemple, la carte combinatoire definie sur Z,, par

o = (1, 2, -2, 3, 4, 5)(-1, 11, 10, -3)(-11, 6, -4, 7)(-6, -5)(-7, 8, 9, -8, -10)(-9)

est repr^sentee, en contractant chaque cercle defini ci-dessus en un point
et en notant ces six sommets de s, a s
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Le sens de rotation choisi pour representer les cycles de o est Ie sens

contraire des aiguilles d'une montre.

On a, o' = (1, 11, 6, -5)(2, 3, -1)(-2)(4, 7. 8, -10, -3)(5, -6, -4)(-7, -11, 10)(-8, 9, -9)

On note respectivement de f a f ces 7 faces (cycles de o) ; elles appa-
raissent comme les fronti°res topologiques des domaines determines par

la representation ci-dessus. Dans cet exemple, g(o, a) = .^ {11+2-6-7} = 0 ;
la carte est planaire.

1. 3. Cartes planaires pointees

. Deux cartes planaires (o, a) et (o', a) sur Z^ sont isomorphes s'il

existe une permutation *f sur Z_ telle que

43(1) = 1, fo = o'f. ^a = a4>.

. Une carte planaire pointee est une classe d'equivalence pour cette

relation d'isomorphisme. Le brin 1 et son sommet initial sont dits

pointes.
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1. 4. Arbres

. Une carte planaire (0, 01) sur Z_ a une seule face (Z(o^) = 1) est

un arbre a m aretes. Un arbre etiquete est un arbre dans lequel chaque

sommet est etiquete par un entier naturel. L'arbre est dit bien etique-
*

te si sa racine a (l), sommet initial du brin 1, est etiquetee 0 et si

deux sommets adjacents ont des etiquettes differant au plus d'lme unite.

Un arbre est dit tr°s bien etiquete si de plus, deux sommets adjacents
n'ont pas la meme etiquette.

. On note e(s) 1'etiquette du sommet s et (o, u;e) un arbre (o, a)
etiquete par e.

Pour b, brin de 1'arbre, on appellera etiquette du brin b, notee e(b),
^{.

1'etiquette de son sommet initial a (b).

. Un arbre etiquete pointe est une classe d'equivalence dans

1'ensemble des arbres etiquetes pour la restriction a cet ensemble de

la relation d'isomorphisme sur les cartes planaires (cf. 1. 3. ) a laquel-

Ie on impose de plus de preserver 1'etiquetage

0 ^

II. Bijection entre cartes planaires pointees etarbres bien etiquetes
pointes

11. 1. Construction de I'arbre bien etiquete associe a une carte

Soit (0, 0. ) une carte planaire sur Z_. On associe a cette carte, un

arbre 5 sur Z et un etiquetage e de cet arbre de fagon a ce que 1'appli-
cation (o, u) + (o, a;e) soit une bijection de 1'ensemble des cartes pla-
naires sur I*ensemble des arbres bien e-fciquetes.
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11. 1. a. Definition de la fonction d'etiquetage E

. Soit s un sommet de la carte planaire ( o, a ) de sommet pointe
-i(-

s, = o (1). Alors e(s) est la longueur (en nombre d'aretes) d'un plus

court chemin joignant s a s (en par-fciculier e(s ) = 0). Les brins issus
d'un sommet etiquete i sont done etiquetes i. Si n est la plus grande

distance d'un sommet de la carte au sommet pointe, on note B , 0 .<; i ^ n,

1'ensemble des brins de la carte etiquetes i. Ces ensembles B^ sont sta-
bles par o.

. Dans notre exemple (cf. 1. 2.)

e(s ) = 0, e(s^) = e(s^) = e(s^) = 1, e(s^) = 2, e(Sg) = 3.
B_ = {1, 2, -2, 3, 4, 5}, B, = {-1, 11, 10, -3, -11, 6, -4, 7, -6, -5},

0

B^ = {-7, 8, 9, -8, -10}, B^ = {-9}.

II.l. b. Definition de o sur Z
-m-

. A chaque face X (cycle de o) de la carte donnee, on associe m(\):

valeur minimum des etiquettes des brins definissant cette face.

Pour i appartenant a {0,..., n}, F est alors 1'ensemble des brins b de B^
dont 1'etiquette i est egale a m(o*(b)) (valeur minimum des etiquettes

des brins de la face. engendree par b).

On pose egalement S = B -^ F pour 0 -$: i .<: n.

. On definit alors pour i dans {0,..., n}

6(a) = CT|^ (a) si a est dans S^
\ 1

8(a) = o, ^ (a) si a est dans F^.
i

Theor°me 1-1. (o, a) muni de 1'etiquetage defini par e est un arbre

bien etiquete.

2. L'application T definie ci-dessus qui a (o, u) associe (o, a;e)

est une bijection de 1'ensemble des cartes planaires sur 1'ensemble des

arbres bien etiquetes. Cette bijection conserve les aretes. Elle donne
f\<

par passage au quotient une bijection T de 1'ensemble des cartes pla-

naires pointees sur 1'ensemble des arbres bien etiquetes pointes.
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Dans notre exemple

. m(f^) = m(f^) = m(f^) = m(f^) = m(f^) = 0, m(fg) = 1, m(f ) = 2

. Fo = Bo' Fl = f-ll'lo}' F2 = ^-8. 9>. F3 = 0

S^ = 0 (c'est toujours Ie cas), S^ = {-1, 11, -3, 6, -4, 7, -6, -5},

S^ = {-7, 8, -10}, Sg = {-9}

. a^ = (1)(2, 3)(-2)(4)(5), o^ = (-11, 10), o, ^ = (-8, 9)
o '"I ir2

0, ^ = (-1, 11, -3)(6, -4, 7)(-6, -5), OK, = (-7, 8, -10), o, ^ = (-9)
31 ' ' ' " ' ' " ' ""IS2 .. -. --.. -^^

Done o = (1)(2, 3)(-2)(4)(5)(-11, 10)(-8, 9)(-1, 11, -3)(6, -4, 7)(-6, -5)(-7, 8, -10)(-9)

1'etiquetage des brins de 5 etant Ie meme que celui de la carte a, ce qui

donne 1'arbre dans lequel 1'etiquetage es-t donne par les chiffres entoures

d'un cercle.

©

®

Le theor°me resulte des quatre lemmes demontres ci-dessous.

Lemme 1 - (o, u) est une carte

Demonstration - II faut montrer que Ie groupe G engendre par {6, a lest

transitif sur Z .
m

II suffit de prouver que pour tous a et b dans Z_ tels que a = o(b), il

existe un element g du groupe G tel que a = g(b) (on utilise Ie fait

que {o, a} agit transitivement sur Z_).
m
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Remarque preliminaire F est stable par o ; en effet, si une face \

est telle que m(X) = n, alors tous ses brins ont une etiquette minoree

par n, par definition de m(\), et majoree par n, par definition de n.

Done tous les brins de cette face (cycle pour o) sont dans F^.

1. Si a est dans B_, et done b dans B^ (stable par o)
-n -I1,' -1

l. a^ Si a est dans F , on a -b = -a~J~(a) = a "(a) est dans F done
par definition de a, -b = o~~ (a), soit a = 6 o a(b) .

l. b Si a est dans S
n

Posons b^ = b, b^ = o-l(b^),..., b = o <bp_^), ou bp est Ie premier
brin de cette suite qui est dans S^, les precedents etant dans F^.
Alors, par definition de 6, a = 8(b ) (= Ojg ^bo^.

D'autre part, pour l^f, <p, b^= o(b^^^) avec b^ dans F^.
Done d'aprQ s Ie l. a., il existe g^ dans G tel que b^ = g^ (b^^^)

et done b = b^ = g^. -. g o~ (a), d'ou a en fonction de b.

2. Supposons par recurrence avoir demontre Ie resultat pour tous

brins a et b tels que a = o(b) et que a ait une etiquette superieure a i.

Supposons alors a dans B , et done b dans B^ (stable par o).

_#

2. a. Si a est dans F , tous les brins de la face a (a) sent dans F
ou dans U S ^.

J>i J
Posons b^ = -b = o-l(a), b^ = o--l(b^), ... ,bp = a (bp_i) ou bp est le Pre-
mier brin dans F., les autres e-fcant dans U S^.

J>i
Alors, par definition de o sur F , a = o(b ).

De plus, pour l^fc <p, b = o(b^^^) avec b^ dans U S

^\

Done par hypoth^se de recurrence, il existe g , 1^)!- <P, dans G tels
que

_b = b, = g-, g^, ... g^ o-"(a) d'ou a en fonction de b.
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2_^b^ Si a est dans S , la demonstration est la meme qu'au l. b.
en rempla^ant; n par i.

Lemme 2 (o,a) est un arbre.

Demonstration

Determinons Ie nombre de cycles de a .

a_^ F = U F^ est stable par a (par definition de a) et,
i^O

Z(o^) = Z(o).
En effet 6 est definie sur F en associant a chaque face (cycle de o^) un
cycle pour o.

b__ S = U S,, (S^ = 0), est stable par o.
i>l 1 °

Le sommet pointe a tous ses brins etiquetes 0 et done (evident)

a tous ses brins dans F. C'est Ie seul. Tout autre sommet (cycle

pour o non etiquete 0) possSde au mains un brin qui soit dans S.

En effet, soit s un sommet inclus dans F , etiquete i non nul,

s^ un sommet adjacent a s, et (b^, -b^) une arete liant s (sommet ini-
tial de b, ) as:

Le brin b = o(b^) = o(-b ), est un brin de s, done appartient a F . Par
suite b^ (et done s ), qui appartient a la meme face que b, est etiquete
j superieur ou egal a i.

On a done demontre que tout sommet adjacent au sommet s, a une etiquette
superleure ou egale a i. Le sommet s devrait done (du fait de la

notion de distance utilisee pour etiqueter les sommets) etre etiquete

i+1 ; c'est une contradiction. Le sommet s ne peut done pas etre

inclus dans F^ (i non nul). Par suite, la definition de a entraine
que Z(o^) = Z(o)-l.

c_^ On deduit du a et du b que Z(o) = Z(o)+Z(a)-l

Or, g(o, a) =J (2+m-Z(o)-Z('3))
Done g(o, a) = g(o, a) + | (1-Z(5')) = J (1-Z(^))
et g(6, a) doit etre un entier naturel.

Done Z(o) = 1 et par suite, g(o, a) = 0.

Done, (o, a) est une carte planaire et un arbre.
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Lemme 3 (o,a) est bien etiquete par e.

Demonstration - C'est evident par la definition de e.

Lemme 4 - L'application qui a la carte planair-e (a ,a) fait correspondre

1'arbre bien etiquete (o, a;e) est une bijection. Elle induit par passage

au quotient une bijection de 1'ensemble des cartes planaires pointees
sur 1'ensemble des arbres bien etiquetes pointes.

Demonstration - On utilise dans la demonstration ci-dessous. Ie lemme

technique introduit dans [10] , que nous rappelons ci-dessous sans d^-

monstration :

Lemme - Soient A' et A" deux ensembles disjoints de reunion A. Soit ^ une

injection de A' dans A, sans cycle dans A' (c'est-a-dire une suite

a ..., a dans A' telle que pour 1^ i < p, lf(a^) = a^^ et f(a ) = a^).
Soit a une permutation de A". Alors, il existe une unique permutation

9 sur A telle que

1. elA" =» 2. e(a) =*f(a) pour a dans A'.

I On note e = T^,, ^, 
(a , lf5 ) .

y

1. Pour prouver 1'injectivite, nous aliens montrer que (a, a) est

uniquement determinee par son image (5, a) etiquetee par e.

l. a. Les ensembles B. , 0^ i^ n, sont determines par

a e B, <==^e(a) = i.

l. b. Determination des ensembles F_. et S^.

. Ces ensembles F. et S. sont stables par

reunions de sommets de 1'arbre, etiquetes i.

. Ces ensembles F. et S, sont stables par a ; ce sont done des

. Pour i dans {0,..., n}, S = B --, F^ et F^ est 1'ensemble des som-
mets etiquetes i de 1'arbre dont les sommets adjacents dans 1'arbre

sont etiquetes j > i.
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Demontrons cette caracterisation de F.
.I-

. Soit (b,,..., b, ) une face f, cycle pour o, telle que Ie sous-cycle

(b^. ,..., b. ) soit un sommet s de a inclus dans F,. (on a m(f) = i). Alors,
1 -r

pour A dans {!,..., r}, o(-b,. ) = o(b^ ) = b. ^ (ou b, si i^ = k) par
10 10 10+1 1 s'

suite, e(-b^ ) = e(b^ ^^) > m(f) = i.'
s, s,

Done les sommets adjacents au sommet s dans 1'arbre ont des etiquettes

superieures ou egales a i.

. Reciproque :

Pour i > 0, supposons par 1'absurde qu'un sommet s = (b,,..., b, ),

cycle pour a, soil tel que la sous suite de brins (b. ,..., b; ) soit un
1 r

sommet s de 6 dans S., dont les sommets adjacents dans 1'arbre ont des

etiquettes superieures ou egales a i. Alors pour t, = l,..., r, e(-b; ) ^ i,
&

De plus si b est dans s~~~ s, b est necessairement dans F.. Done,

b' = o(b) est etiquete j ^ i. Par suite e(-b) = e(b') = j ^ i.

On a done montre que pour tout b dans s, e (-b) > i.

Done s ne peut pas etre etiquete i, du fait de la notion de distance uti-

lisee pour etiqueter les sommets. On a done une contradiction et 1'on a

bien prouve la caracterisation des ensembles F;.

l. c. Determination de a sur B , n > 0 (Ie cas n = 0 se deduit du e)

. F est stable par a (cf. demonstration du lemme 1) et a =6

sur F .
n

_*

On note dans la suite A = a (F. ) = F .
n ' n' n

. °|B! =V.i-_ (8Tl '-^1)
n n' n '-n

Ceci decoule du lemme technique si I* on verifie que o ~ =-cr -n'a pas de

cycle dans F_.

Si o (et done a) avait un cycle dans F_ (n > 0) cela impliquerait que

tous les brins d'un sommet de la carte sont dans U F., ce qui n'est pas

possible (cf. demonstration du lemme 2).
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l. d. Determination deo surB,, i> 0, o etant supposee deja deter-
.^_^^

minee sur U B. et o sur U A ... avec /\^ = a F ^.
J>i J>i

. -w-

1. d.a. Pour determiner A_. = o (F_. ), on remarque que de par la d -

finition de F,, on a A. = F. u A. avec A-: inclus dans C^ = U B^~~~- U A^
^, --, ^ -j_ i 1 1 ^^ J ^^

(du fait que a sature U A, )-
J>i

L'algorithme suivant determine pour tout brin b de C s'il est ou non
dans A..

1
;

'\1 __-^ -1,. , -1
E ; Soit b dans C,. On pose b = a~J~ b = - o "(b) (o ^ est connu sur

U B. ).
j>i J

. Si b est dans F , alors b appart-ient a A^

. Si b est dans C,, alors on recommence avec b (aller en E)

. Si 'b n'appartient pas a F U C alors il est dans S et done b
n'appartient pas a A^.

Remarque

On ne peut pas avoir de cycle pour a (done pour a) dans C ; ce cycle
serait une face f de la carte dont tous les brins auraient une etiquette

superieure ou egale a i+1 ; soit m(f) ^ i+1. Done, les brins etiquetes

par m(f) dans cette face devraient appartenir a F^(^)> ce qui n'est Pas
C. OF , ", est vide. Par suite, 1'algorithme ci-dessus termine.
i '' m

l. d. B, On a a'7^- = T^, ^ (07^, , -o-l)
^i ri'"i lri

-o- n'a pas de cycle sur A par definition meme de A .

l. d. y^ On a o7^ = T<^ p (S^ , -o~ )
IBi 'si'Fi ~ lsi

-1-o n'a pas de cycle sur F (cf. c)
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l. e. Determination de o sur B = F

Les points o^ et ^ du cas general (cf. d) sont inchanges.

On conelut avec o, ^ = -a " sur B .
|B^ - " - "0-

On a done prouve 1'injectivite recherchee.

2. La surjectivite de 1'application qui a une carte planaire asso-

cie un arbre bien etiquete resulte du fait que ces deux ensembles sont

en bijection (cf. [10] ).
On peut egalement la prouver directement a 1'aide des formules de recons-

truction de o a partir de a etablies au 1.

IJL.̂  Bijection entre hypercartes planaires et arbres tr°s bien

etiquetes

Au a, est rappelee la definition combinatoire d'une hypercarte

planaire pointee donnee par R. Cori (cf. [7] ). On rappelle au b

diff^rentes representations d'une hypercarte planaire pointee par

une carte planaire pointee. On retrouve alors en particulier la

representation que nous avons prise comme definition au premier

expose. Le c donne la bijection annoncee entre hypercartes planaires

et arbres tr°s bien etiquetes.

II. 2. a. Definition combinatoire d'une hypercarte

. On note Z^ = Z_ H IN et Z- = Z_. H (-IN).
m -m'' " '"' ~m -"m "' '"/"

Une hypercarte est un couple (p, a) de permutations operant sur 7. (en-
semble des h-brins), tel que Ie groupe engendre par {p, a} opare transi-

tivement sur Z^. Les orbites de p (resp. a, p o a--L) sont les sommets
(resp. h-aretes, h-faces) de 1'hypercarte.

Le genre de 1'hypercarte (p, a) sur Z^ est defini par

g(p, a) =1+| (m-Z(p)-Z(a)-Z(p o a"1)).

Le genre d'une hypercarte est un entier positif ou nul. S'il est nul,

1'hypercarte es-t dite planaire.
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. Hypercarte^lanaire pointee

Deux hypercartes planaires (p, a) et (p-, a-) sur Z^ sont isomorphes, s'il
existe une permutation X sur Z^ telle que

\(1) = 1, Xp = P'X, ^a = a'X.

Une hypercarte planaire pointee est une classe d-equivalence modulo
cet isomorphisme.

Le brin 1 et son sommet initial p~(l) sont dits pointes. La h-face

(p o a~ ) (1) est appelee h-face exterieure de 1'hypercarte (p, a).

II.2. b. Representations d'une hypercarte planaire par une carte
planaire (cf. exemple ci-dessous):

Les deux representations b et ^ donnees proposition 2 ci-dessous,
sont equivalentes a celle donnee par T. R. S. Walsh (cf. [19] ). Une
autre representation peut etre trouvee dans [7] .

Proposition J, - Soit H = (p, a) une hypercarte planaire sur Z^, m^l.
On definit la permutation o sur Z par

CT = p o a~ o a sur Z~^ , o =aoa sur Zm̂

avec

a(i) = -i sur Z .

1. C(H) = (o, a) est une carte planaire sur Z telle que la per-
mutation a' = o o a, dont les cycles sont les faces de C(H), sature

Z+ et Z~.

Les cycles de o' dans Z^ sont les cycles de p o a~" (done les h-faces de
H). Les cycles de '0' dans Z^ sont en bijection par 1. involution a avec
les cycles de a (h-aretes de H).

2. L'application C definie au 1^ est une bijection de 1'ensemble
des hypercartes planaires sur Z+, sur 1-ensemble^ des cartes planaires
(o, a) sur Z telles que o sature Z^ et Z^.
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Demonstration - Se reporter a [l] ou [19] pour une demonstration.

Remarquons seulement que la bijection C-" associe a la carte planaire

(o,a) (a saturant Z^ et Z^) de ̂ , 1'hypercarte (p, a) sur Z+ avec
m - -. - - ^

P = ° _, , (il y a done bijection entre les sommets de la carte et de
m

1'hypercarte associees), et a =a o o
IZ:

m

Remarque ^) peut etre caracterise comme 1'ensemble des cartes planaires,
a m aretes, deux-coloriables, c'est-a-dire dont on peut colorier les fa-

ces avec deux couleurs, toute arete etant incidente a deux faces de cou-

leurs differentes. En 1'occurence, les deux types de faces sont respecti-

vement les h-faces et les h-aretes de 1'hypercarte (evident a partir de
la proposition 1).

Proposition 2 Les trois ensembles suivants sont en bijection

a. L'ensemble des hypercartes planaires pointees a m h-brins

b. L'ensemble des cartes planaires pointees deux-coloriables, a
m aretes

c. L'ensemble des cartes planaires pointees biparties (c'est-a-dire

ayant deux types de sommets, toute arete etant incidente a deux

sommets de types differents) a m aretes

Demonstration - La bijection entre a et b se deduit de la proposition

1 par passage au quotien-fc (la notion deux-coloriable etant compatible
avec la relation d'equivalence).

La bijection entre b et c resulte tout simplement de la dualite dans les

cartes planaires pointees (cf. [l9] ou [l] ).

Exemple . Considerons 1'hypercarte planaire H = (p, a) sur Z+. definie
par

p = (1, 2), (3, 4, 5), (6, 7), (8, 9), (10, 11), (12, 13, 14)

a = (1, 3, 7, 2, 9), (4, 14, 5, 6), (8, 10, 11), (12, 13)
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. La carte planaire pointee deux-coloriable C(H) = (a, a) associee,

sur Z^^,, representee ci-dessus en traits pleins (les faces non hachu-

rees correspondent aux h-faces de 1'hypercarte ; les faces hachurees

correspondent aux h-aretes, cf. proposition 1) est definie par

o = (1, -3, 2, -9), (3, -7, 4, -14, 5, -6), (6, -4, 7, -2), (8, -10, 9, -1),

(10, -11, 11, -8), (12, -13, 13, -12, 14, -5)

a = (i, -i), 1 ^ i < 14

Le numero de chaque brin dans Z^ ̂  est indique pr°s de son extremite ini-

tiale. Le sens de rotation choisi pour representer les cycles de a est

Ie sens contraire des aiguilles d'une montre.

. La carte planaire bipartie (o ' ,a), duale de la carte planaire

deux-coloriable precedente, est representee en pointilles.

Pr°s des sommets de cette carte, les chiffres entoures d'un cercle don-

nent 1'etiquetage des sommets (et done des brins qui en sont issus) par

la methode d'etiquetage definie au (11, 1, a) associee a la distance dans
*

ce graphe a partir du sommet pointe a' (1). Les numeros des brins sont

indiques pr°s de leur extremite initiale. Cette carte est definie par

(a', a) avec:

a- =0 = (1, 8, 10, 9)(2, 6, 3)(4, 7)(5, 12, 14)(11)(13)

(-1, -3, -7, -2, -9)(-4, -14, -5, -6)(-8, -10, -11)(-12, -13)

Les cycles de o' sont representes dans Ie sens des aiguilles d'une mon-

tre.

II.2. c. Bijection entre hyper^artes planaires et arbres trQ s bien

etiquetes

Theor°me 2

En appliquant une hypercarte planaire pointee sur 1'arbre bien etiquete

pointe associe a la carte planaire pointee bipartie liee a cette

hypercarte (cf. proposition 2), on definit une bijection de 1'ensemble

des hypercartes planaires pointees sur 1'ensemble des arbres tros

bien etiquetes pointes.
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Demonstration II suffit de montrer que 1'application T definie au theo-

rame 1 du (II. l. b. ), met en bijection 1'ensemble des cartes planaires

pointees biparties et 1'ensemble des arbres tr°s bien etiquetes pointes.

Cela resulte de la definition de la fonction e qui etiquette les sommets

d'une carteplanaire bipartie C (cf. 11. 1. a. ) ; les sommets de la famille

du sommet pointe seront etiquetes pairs et les autres impairs. Par suite

toute arete dans C etant incidente a deux sommets de types differents

aura ses brins etiquetes pair pour 1'un, impair pour 1'autre.

L'arbre associe sera done tr°s bien etiquete. La reciproque est evidente.

CQFD

Dans Ie cas de 1'exemple ci-dessus, 1'arbre tr°s bien etiquete

(o, a;e) est defini par

S = (1), (8, 9), (10), (-2), (-7), (-1, -3, -9), (-8, -10. -11), (2, 6, 3),

(4, 7), (11), (-5), (-4, -14, -6), (5, 12, 14), (-12, -13), (13).

Soit, 1'etiquetage represente ci-dessous par les chiffres entoures d'un

cercle, se deduisant de celui de la carte bipartie ci-dessus.

®1,

@
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Remarque Considerons une hypercarte planaire pointee et la carte planai-
re pointee deux-coloriable associee. On deduit de la demonstration du

lemme 4 (cf. II. l. b. ) de la demonstration de la proposition 1 (cf. II. 2. b.)
et de la proposition 2 (cf. II. 2. b. ) que :

Les sommets de 1'hypercarte sont en bijection avec les sommets de

1'arbre qui sont des minimum locaux pour la fonction d'etiquetage
(c'est-a-dire les sommets qui ont une etiquette inferieure a celles

de leurs sommets adjacents dans 1'arbre).

Les h-faces de 1'hypercarte, differentes de la h-face exterieure,

sont en bijection avec les sommets de 1'arbre etiquetes pairs et

qui ne sont pas des minimum locaux dans 1'arbre.

Les h-aretes de 1'hypercarte sent en bijection avec les sommets

de 1'arbre etiquetes impairs et qui ne sont pas minimum locaux dans
1'arbre.

La totale "symetrie" entre les notions de sommet, h-arete et h-face

d'une hypercarte apparue au premier expose (cf. theorame 6, IV.4.)

ne se traduit done pas dans 1'arbre associe. Le paragraphe III propose
une autre bijection entre hypercartes planaires et arbres tr°s bien

etiquetes qui respecte cette symetrie. Le paragraphe IV utilisera

ce resultat plus fin pour 1'obtention de relations fonctionnelles

sur les hypercartes planaires.

La meme remarque est valable pour les cartes planaires. La bijection

etablie au II entre cartes planaires et arbres bien etiquetes, bien

que tras simple dans sa mise en oeuvre, ne traduit pas agreablement

la symetrie entre sommets et faces d'une carte planaire (imposee

par la dualite) ; les faces (resp. sommets) sont envoyes sur les

sommets de 1'arbre minimum locaux (resp. non minimum locaux). Cette

symetrie est respectee dans la bijection etablie par Cori et Vauquelin

(cf. [10] ) qui envoie sommets et faces (non exterieure) de la carte

planaire respectivement sur les sommets etiquetes pairs, et impairs
de 1'arbre associe.
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III. Une autre bijection entre hypercartes planaires et arbres tr°s

bien etiquetes

Soit H une hypercarte planaire (p, a) sur Z^ et C(H), la carte pla-
naire (o , a ) deux-coloriable sur Z^ qui lui est bijectivement associee

par la proposition 1 (cf. 11. 2. b^). On associe a C(H) et done a H un ar-
bre tr°s bien etiquete de la fa^on suivante (se reporter a [4] pour les

demonstrations).

III.1. Definition de la fonction d'etiquetage e sur C(tt)_

On definit 1'ensemble B. (cZ ) des brins etiquetes i de C(H)(=(o, a)),
1 m

par recurrence de la fagon suivante

B_ = o (D
_° . 2. *.
B^ = (o") (oB^)

Si B^ etB^ ,, 4^ 0, sont determines, on pose alors, en notant
6p

o =a o a

%.2=0 (a%+l)-%

%+3 = CT (a%+2)'~%+l

%.4 = (0 ) (°%. 3)-B6p.2

%+5=CT (CT%+4)'~%+3

B6(u+l) = ° (CI%+5)'~~B6y+4

B6(u. l)+l 
= (oc-) (OB6(p+l))~~~-%.5

et cela jusqu'a etiquetage de tous les brins de C(H).

Dans 1'exemple donne au (II. 2. b. ), on obtient 1'etiquetage

B = {1, 8, 9, 10} , B, = {-3, -9, -1, -10, -8, -11}, B^ = {2, 11, 3, 7}
0

B = {-2, -7, -6, -4}, B^ = {4, 5, 6}, B^ = {-14, -5},
B, = {14, 12}, B^ = {-12, -13}, B^ = {13}.
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On obtient ainsi 1'hypercarte C(H) ou les chiffres donnent 1'etiquetage
des brins (la fl°che indiquant Ie brin pointe).

f^:h-face exterie

III. 2. Definition de 1' arbre tr-Qs bien etiquete

On associe aC(H)= (a, a) (et done a H, hypercarte sur Z+), 1'arbre

tres bien etiquete (o, oi;e) sur Z_ de la fagon suivante

. Pour tout p ^ 0, on pose

°IB3p"TB3.
B
6u+l '°IB6^1"1%. 2°°1%.2

^

0
^

0

'6p+4 '"6u+4
g -
-6u+5 '"6p+5

ou 1'on note o =a o o.
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. a(i) = -i pour tout i dans Z

. L'etiquetage e des brins est celui defini au (III.1. ).

Dans notre exemple, on obtient

$, " = (1)(8, 9)(10), o, ^ = (-3, -9, -1)(-10, -11, -8)
IBo '-"-'-"--" |B^_

6 = (3, 2)(7)(11), o^ = (-6, -7)(-2, -4)
2

&, " = (4, 5, 6) , 9, ^ = (-5, -14), o, ^ = (12, 14)
B/

B

4 '"5

= (-13, -12), CT|^ = (13).IB
8

Ce qui donne 1'arbre tres bien etiquete, oii les etiquettes des sommets

sont donnees par les chiffres entoures d'un cercle et ou les sommets

sont notes A^ a A.

'10 -5

-14

'3 5,
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III.3. Theor°me fondamental :

Les proprietes de la construction precedente sont donnees par Ie

Theoreme 3 - L'application definie ci-dessus est une bijection de 1'en-

semble des hypercartes planaires (p, a), sur Z", sur 1'ensemble des arbres

tres bien etiquetes (5, a, e') tels que o sature Z^ et Z^. Les sommets (resp.

les h-aretes, les h-faces differentes de la h-face exterieure) de 1'hyper-

carte sont bijectivement associes aux sommets de 1'arbre dont 1'etiquette

est congrue a 0 (resp. 1, 2) module 3.

Par passage au quotient, on definit une bijection de 1'ensemble

des hypercartes planaires pointees sur 1'ensemble des arbres trQs

bien etiquetes pointes.

Demonstration - Se reporter a [4] .

Remarques - 1. Dans 1'exemple traite, 1'association entre sommets

de 1'arbre et cellules (sommets, h-faces, h-aretes) de 1'hypercarte

est la suivante (cf figures pages 52 et 53 pour les notations. );

Les sommets de 1'arbre A^, A^, , A^, A^, A^, A^^, etiquetes 0 modulo 3, sont

associes aux sommets S a S de 1'hypercarte.

Les sommets de 1'arbre A^, A^, A^,, A^, etiquetes 1 modulo 3, sont associes

aux h-aretes a, a a^ de 1'hypercarte.

Les sommets de 1'arbre A^, A^, A^^, A^ ,,, A^ ̂ , etiquetes 2 modulo 3, sont

associes aux h-faces f^ a f^. de 1'hypercarte.

2. La symetriecompl°te existant entre les notions de sommet,

h-argte et h-face d'une hypercarte planaire se traduit bien, par

cette bijection sur 1'etiquetage des sommets de 1'arbre. On va utiliser

ce resultat de fa^on essentielle au paragraphe IV.

IV. Application des fractions multicontinues a 1'obtention de relations

fonctionnelles

Nous montrons ici comment Ie calcul formel sur la notion de

fraction multicontinue (cf. [4] et [5]) permet d'obtenir des relations

fonctionnelles sur les arbres tros bien etiquetes pointes, et done

sur les hypercartes planaires pointees, ainsi que 1'interpretation

combinatoire de certaines series param°tres introduites au premier

expose.
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IV. 1^ Un developpemen-t en fraction multicontinue

Pour i dans IN, on appelle arbre i-tr°s bien etiquete pointe,

un arbre etiquete pointe (cf. 1. 4. ), dont la racine (sommet pointe

de 1'arbre) est etiquetee i, deux sommets adjacents ayant des etiquettes

differant d'une unite. Les arbres 0-tr°s bien etiquetes pointes

sont les arbres tr°s bien etiquetes des parties I a III.

. La hauteur d'un sommet d'un arbre enracine est Ie nombre

d'aretes de 1'unique chemin joignant la racine a ce sommet. La hauteur

d'un arbre enracine est Ie maximum des hauteurs de ses sommets.

Notons B , , Ie nombre d'arbres i-tr°s bien etiquetes
ui, m;(n^)^

pointes de hauteur inferieure ou egale a h, ayant m brins etiquetes

0 et ayant n , j dans IN, sommets d'etiquette j, pour h, m, "j>( J dans
IN),entiers donnes. II est clair que les entiers n^ sont necessairement
nuls pour tout j n'appartenant pas a [max (0, i-h), i+h] .
Notons B^h (u, (zj^^) la serie generatrice correspondante, c'est-a-dire

i j J^O

<h <u-(z, )j>/0) = z
m^0, n, ^0, n, >0,...

B-<h
'i, m;(nj,J/J^O

.

m nonl
u zo zl

et B. = B, (u, (zJ^^), la serie generatrice des arbres i-tros bien
i i j j^O

etiquetes sans restriction de hauteur. Nous aliens etendre un raisonne-

ment tr°s classique sur les arbres pour obtenir une expression de la
^h

serie B; .

Considerons les arbres i-tr°s bien etiquetes de hauteur inferieure

ou egale a h>0 donne et ayant k fils, k donne. Un tel arbre est,
a sa racine pr°s, un k-uple d'arbres de hauteur inferieure ou egale
a h-1 et ces arbres sont soit (i-1), soit (i+D-tr-s bien etiquetes

(sauf si i = 0, auquel cas ils sont l-tr°s bien etiquetes). La serie

generatrice de ces arbres s'ecrit done ;
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si i =0 :

si i= 1 :

si i ^ 2:

-o<" "T-l>k
^(u Bf-1 . Bf-l)k
^ C-.1 - <:.l>k

En sommant sur k > 0, on obtient done :

B'
^h -, B<h
0 ~ 1-u B^h-1 ' ul - 1-u B<h-1 - af-1

pour i > 2,

B^h=--4-
ui ~ ^^~f^

i-1 ~i+l

avec B^ - = 0 pour tout i ^. 0.

En eliminant la condition sur la hauteur (h = +°°), on obtient pour les

series B., i ^ 0, Ie systeme d'equations:

(S)

o 1-uB.
. B, =1 - 1-uB-B,

o ~2

pour i >2, B^ = I_B/, -B,
i-1 -i+l

Definition - On appelle fraction multicontinue associee a la famille des

arbres (O-)tres bien etiquetes, la fraction developpant B = B (u, (z^)^^)
0 0 J J^

par iteration a partir des equations (S) precedentes, c'est-a-dire la

fraction

(D B_ =
0

1 -
U2

1 -

1 -
uz

1 - .

u z,

^ _
1- ... - 1-
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Si 1"on ne garde que les h+1 premiers niveaux de cette fraction multi-
continue, on obtient B^11 appelee reduite d'ordre h de B^.

On definit de meme la fraction multicontinue associee a B^, i $. 0.

IV. 2. Relations fonctionnelles sur les arbres tr°s bien gtiquet^s

pointes

On donne dans ce paragraphs deux relations fonctionnelles dont B^,

serie generatrice des arbres tr°s bien etiquetes pointes. est solution.
On les obtient par des techniques de calcul formel sur les fractions
multicontinues generalisant celles bien connues sur les fractions

continues.

IV. 2. a. Premi°re relation fonctionnelle

Theor°me 4 La serie generatrice B^ = B^(u, (zJ^o) des arbres tr°s bien
etiquetes pointes est solution de 1'equation fonctionnelle :

(2) B^

1 - l^B: Bo [l=^ . (ZJ+1)^OJ

dans laquelle on note B^ pour B^ (u, (z^)^Q) et (z^^)^o signifie
que 1'on a substitue z a z^ pour tout j dans IN.

Demonstration

Etant donnee la premi-re equation du systSme (S) (cf. IV. 1. ), il suffit

de montrer 1'egalite :

(2-) B^ = B^(U, (Z^)^Q) = ^g B^ ̂ ^g , (zj+l)j>o]
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L'idee intuitive de la demonstration est la suivante ; si 1'on ecrit

la fraction multicontinue associee a B sous la forme semi developpee :

(*) B^ =
1 - uB -

0

1 -

1 - uB -
0 1 - .. .

1-
i - ... - i - ."77

(2-) est alors obtenue en effectuant sur (*) la "transformation
equivalente" (par analogie avec ce type d'operation classique sur
les fractions continues) consistant a multiplier par (1-uB )~ Ie numera-

0

teur et 1-e denominateur de toutes les fractions

1 - UBo - T-:
qui apparaissent dans (*)

(*) donne alors

B, =
1 - uB

1 - _(l-uBo) zp

1 -
(1-uB^)-1 ^

1 - ...

qui est 1'equation (2') cherchee.

Pour une demonstration detaillee, se reporter a [4].

IV. 2. b. DeuxiSme relation fonctionnelle

Considerons la famille ^ des arbres etiquetes pointes dont les sommets
sont etiquetes par les entiers relatifs. Ie fils d'un sommet etiquete
i etant etiquete i-1 ou i+1.

Soit C^ = C^((2^. ) ) la serie generatrice du nombre des arbres de ̂  dont
la racine est etiquetee i, 1'exposant de la variable z. donnant Ie nombre
de sommets etiquetes j dans 1'arbre.
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Alors, pour tout i dans 2, on a (comme au (IV, !))

(3) C =
zi

1 - ci-l - ci.l

On a Ie

Theor°me 5 C_, C , etB_ sont lies par la relation fonctionnelle, ou
0" -1 0

1'on note C_. pour C_. ((z,. ) _^,,)
1 ' 1 J

(4) co=T^ B° [^l . (2. )o»ol

Demonstration - Elle est analogue a celle du theor°me 4.

On transforme la fraction multicontinue associee a C_ , obtenue par

iteration a partir du syst°me d'equations (3), en multipliant par

(1-C , ) Ie numerateur et Ie denominateur de tous les rapports de

fractions :

0
qui y apparaissent.

1 - C
-1 1 - ...

Le resultat est alors immediat.

IV.2. c. Application a 1'etude des hypercartes planaires pointees

Rappelons les notations introduites au premier expose.

A chaque hypercarte planaire pointee contenant au mains un brin

(traduction de la condition m>l pour Z_ dans la definition combinatoire

d'une hypercarte), on associe un monome en les variables u, s, f et

a.

L'exposant de u donne Ie h-degre de la h-face exterieure, 1'exposant

de s donne Ie nombre de sommets de 1'hypercarte differents du sommet

pointe, 1'exposant de f donne Ie nombre de h-faces autres que la

h-face exterieure, 1'exposant de a donne Ie nombre de h-aretes.

On note alors J(u, s, f, a) la serie generatrice du nombre des hypercartes

planaires pointees contenant au mains un brin.
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Soit (|> Ie morphisme qui applique z^jeZ-, sur s(resp. a, f) si j est
congru a 0 (resp. 1, 2) modulo 3.

On deduit facilement du theoreme 3 (cf. 111, 3. ) que :

f (Bo(u'(zj)J6N)) = sd+J(">s, f. a)) .

Posons

D^ = D^(s, f, a) = ^ o C^ ((z^. )^^), i 6 2.
On deduit alors des theor°mes 4 et 5 la

Proposition 1 La serie generatrice J = J(u, s, f, a) des hypercartes pla-
naires pointees contenant au mains un brin satisfait aux equations fonc-
tionnelles (dans lesquelles on note J pour J(u, s, f, a)).

(5) J(u, s. f, a) =. ua(l+J) - [i + J(-
1 - us(l+J) i-usd+j)

', a, s, f)]

(6) D_(s, f, a) =
1 - D^(f, a, s)

ou D satisfait a 1'equation

s[l + J(-
1 - D (f, a, s;

, s, f, a)]

(7) D^(s, f, a) =
1 - D (f, a, s) - D (a, s, f)

Demonstration - Les equations (5), (6), (7) se deduisent respectivement
des equations (2), (4) et (3) par application du morphisme <t>. (Remarquer
que D_^(s, f, a) = D^(f, a, s) et D^(s, f, a) = D (a, s, f)).

Remarques

ue1^ L"equation (5) de la proposition 1 ci-dessus est identiqi
a 1-equation (5) du theor-me 5, paragraphe (IV. 3. ) de 1-expose 1.
II suffit en effet de remarquer que

sfK(v, s, f, a) = asJ(v, a, s, f) (admis).
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2 Les series param°tres X, ^i, \) intervenant au theor°me 6, paragra-

phe (IV, 3) de 1'expose 1 sont respectivement egales a D_(s, f, a),

D (f, a, s) et D (a, s, f) et decomptent done des families d'arbres etique-

tes (C'est une consequence des equations (6), (7), proposition 1).

3. La serie generatrice J(u, s, f, a) est unique solution de 1'equation

(5). Le probl°me de la resolution directe de ce type d'equations est ou-

vert. Au premier expose, cette resolution permettant la determination de

la serie generatrice J(l, s, f, a) utilise une equation supplementaire, ana-

logue a celle de W. T. Tutte pour les cartes planaires pointees.

4. Des resultats analogues a ceux obtenus dans ce paragraphe IV

peuvent etre obtenus en appliquant les techniques associees aux frac-

tions multicontinues aux arbres bien etiquetes. On retrouve ainsi les

resultats sur les cartes planaires pointees obtenus au premier expose.
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