Endliche {0,1}-Sequenzen mit partieller Translations-Invarianz

von Andreas W.M. Dress und A. Flammenkamp, Bielefeld

Fir n € N sei wie iiblich n = {0,1,2,...,n-1}. Sei € =
n
(eo,el,...,sn_]) € {0,1} eine {0,1}-Folge der Linge n. Fir 0<j <n sei
N
aj(s) =(eo,el,...,ej_l) € {0,1} das Anfangsstiick der Linge Jj von ¢ und

i) .. . .
mj(e) =(€n_j,...,€n_1) € {0,1} das Endstiick der Linge j von €.

Definition 1: Mit obigen Bezeichnungen sei

J(g) := {j € {0,...,0} | aj(s) = wj(e)}.
Bemerkung: Es gilt stets O,n € J(g).

Definition 2: Fiir eine endliche Teilmenge K von N seil

AK(n)

n
{e € {0,1} | J(e) =K U {O,n}}

und

aK(n) #* AK(n).

Im folgenden geht es i.W. um den Beweis der folgenden, auf Grund ausfiihrlicher
Computer-Rechnungen aufgestellten Vermutung:

1 3

Fiir eine endliche Teilmenge K <N mit O € K und flir i € {E-,I,-i,Z,...}

sel

0 fir 2i, 2i-1 ¢ K

2 fir 2i €K, 2i-1 €K
-1 fir 2i ¢ K, 2i-1 € K

1 fir 2i, 2i-1 € K :

Dann gilt fiir n > 2 °emax(K) die Rekursionsformel:

a (a+1) = 2a . (n) + ] o 0 (1) a (G +i)
i€{§31,§3...}

21 =n(2)

Bemerkung: Fiir K = @ findet sich diese Formel bereits in der Habilitations-

schrift von Harborth. Zum Beweis dieser Vermutung haben wir zun#chst den
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folgenden Ansatz versucht:

Fiir endliches K CN sei

und

n
B, (n) {e € {0,1} | J(e) 2 K}

bK(n) = 4 BK(n).

Dann gilt offenbar

bK(n) aJ(n)

KcJc{0,...,n}

und folglich

#*J/K

) (-1 b, (n),
KeJ<={0,...,n}

aK(n)

wobei fiir bK(n) die folgenden einfachen Rekursionsformeln gelten:

g 2bK(n) falls n > 2emax(K)
b, (n+1) = o PR -a-1} manK)] Halle max(R) Ju <2mman(K)
K
bK‘\{n+]}(n+1) falls n+l1 = max(K)
L 0 falls n+l < max(K) .

Der Versuch, hieraus Rekursionsformeln fiir aK(n) zu gewinnen, fiihrt zu der

auch flir sich interessanten Frage, fiir welche K die Menge AK(n) zumindest

nicht leer ist., Hier kdnnten wir zeigen:

Satz 1:

Sei K €N endlich, sei k = max(K) und sei k' = max(K~{k'}).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) es gibt ein n € N mit aK(n) £ 03

(i1) aK(k) ¥ 03

(111i) aK(n) # 0 fiir alle n mit n > 2k;

(iv) # K < 1 oder aK‘\{k}(k') + 0 und entweder k > 2k' oder

2k' -k € KU {0} und k'-d ¢ K fiir alle echten Teiler d

von k-k' ;
v) K geniigt der folgenden Bedingung

(1) a,b,c € K; a,b<c<atb+(c-a,c-b) = c -r+(c-a,c-b) € K

fir alle r €N mit ¢ -r ¢ (c-a,c-b) > O,
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Bemerkung: Die Bedingung (1) ist offenbar zu den folgenden zwei Bedingungen
dquivalent:
(1') a,b,c € K; a,b<cc<a+b+(c-a,c-b) = c - (c-a,c-b) € K;

(1") a,b,c € K; a,b<c<atb = atb-c € K,

Zum Beweis von Satz 1:
a1 = ({1)" ist trivial.
w(ii) = (1ii)" wund ,,(iv) = (ii)" wird durch einfache induktive Konstruktion
geeigneter Folgen aus Folgen kiirzerer Lidnge bewiesen.
w(ii) = (v)" wird durch Analyse von Repetitionsbedingungen gezeigt.
w(v) = (ii)" wird vermittels ,(iv) = (ii)" durch Induktion nach k gezeigt.

(n) * O.

Korollar 1: Aus ay (n) # O und ay (n) # 0 folgt
2

a
. ) K1 NK
Korollar 2: Fiir jedes endliche K €N gibt es ein eindeutig bestimmtes klein-

stes K O K, filir welches aR(n) nicht immer O ist.

Korollar 3: Nennt man eine Menge K zuldssig, wenn sie die Bedingungen von
Satz 1 erfiillt, so 148t sich jede zuldssige Menge, von K=@ oder K= {0} aus-
gehend, dadurch rekursiv gewinnen, daB man schrittweise zu einer zuldssigen
Menge K mit k = max(K) ein Element der Form k+r adjungiert mit r > k

oder k-r < KU {0} und k-d € K fiir alle echten Teiler d von k.

So befriedigend die durch Satz 1 erreichte Kldrung unseres Problems war, so
erlaubte sie dennoch (bis jetzt) nicht den erwiinschten Bewels unserer ver-
muteten Rekursionsformeln fir aK(n) mittels Mdbius—-Inversion aus den For-—
meln filir bK(n). Als ein interessantes offenes Problem méchte ich z.B. die

Frage nach der Mdbius-Formel fiir den Verband der zuldssigen Mengen stellen.

Stattdessen fiihrte schlieBlich ein anderer Gedanke ganz einfach zum
Ziel, der darauf beruht, die Mengen

n
Eg(n) := {e € {0,1} | KU {0} =1{j €JC) | 2jz n}}
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und deren Midchtigkeiten

eK(n) 1= % EK(n)

in Betracht zu ziehen.

Flir diese gilt ndmlich, wie man leicht verifiziert, der folgende

Satz 2: (i) Fir n > max(K) gilt
eK(Zn'+l) =2 eK(Zn)

und

eK(2n+2) +aK(n+1) = 2 eK(2n+1);

(ii) fir n > 2 max(K) gilt
e () = a (n) + ) a, (§).

n<2j<2n
2j -n €K

Es ist nun ein leichtes, aus Satz 2 durch einfaches Umrechnen die erwiinschten
Rekursionsformeln fiir aK(n) zu gewinnen. Der zum Beweis von Satz 2 bendtigte

Trick besteht in der Betrachtung der Abbildungen

2n+1 2n
{0,1} —> {0,1} :(eo,...,ezn) f—> (Eo’°"’€n—1’8n+l’""€2n)
and - analog -
2n+2 2n+1
{o,1} —> {0,1} :(EO,...,€2n+1) > (eo""’en—l’€n+l""’€2n+])'

Umn mit seiner Hilfe die aK(n) ausrechnen zu kdnnen, brauchen wir jedoch noch
die Werte von aK(n) fir n < 2emax(K). Hier gilt jedoch — in Prizisierung

von Satz 1 — mit k = max(K)

Satz 3: Fir n < 2k gilt die Rekursionsformel

ay g ®) fiir 2k-n € K und k-d € K fiir
alle echten Teiler d von n-k
aK(n) =
0 sonst i
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Bemerkungen:
(1) Die obige Rekursionsformel fiihrt zu interessanten Funktionalgleichungen
und zu bemerkenswertem Polverhalten der durch fK(z) = X aK(n) 2"

definierten meromorphen Funktion,

(2) Es scheint eine wesentlich schwierigere Frage zu sein, entsprechendes
n Xm
fiir "Doppelfolgen" € € {0,1}  herzuleiten, fiir welche man statt

der Menge J(e) wohl besser etwa die Menge

I(e) := {(a,b) € {0,+ ,...,4n} x {0,*1,...,+m} !

e(i,j) = e(i+a,j+b) fiir alle (i,j) € nxm

mit (i+a,j+b) € E.XE.}
betrachten sollte.

(3) Trivial dagegen ist die Verallgemeinerung auf Alphabete mit mehr als

zwel Elementen,






