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INTRODUCTION

La convexite n'est pas encore, a proprement parler, une

theorie inathematique, mais plutot Ie domaine operatoire. Ie

champ notionnel qui se developpe autour de cinq concepts de

base : situation mediane ( ~ dependance convexe), algebricite

( ~ enveloppe convexe) , separation ( ~ demi-espaces),

extrSmalite ( ~ points extremaux) , face ( ~ structure de treillis

associee aux parties exposees).

A ce titre, la convexite traverse pratiquement toutes

les theories combinatoires constituees : theorie des graphes

(et hypergraphes), matroTdes (et raatroldes orientes),

optimisation (en particulier, optimisation discrete) ,

configurations, theorie extremale des ensembles, ensembles

ordonnes, geometries finies, raethodes enumeratives.
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Le premier aspect de cette interference entre convexite

et combinatoire est 1'utilisation de methodes combinatoires

pour 1'etude de la convexite ordinaire ( = euclidienne) .

Aux travaux innovateurs de Minkowski, Caratheodory [07],

Helly [23], Radon [21], puis Kakutani [37], Levi [51], Ellis [52],

Rado [52], succederent diverses variantes (par exemple

Tverberg [66]), amor^ant un traitement general axioinatique des

proprietes combinatoires des ensembles convexes (voir § 1).

D'autre part, 1'etude systematique de la combinatoire

des faces des polyedres, et des ensembles convexes ordinaires

aboutit recemment, en partie grace a 1'apport de 1'algebre

homologique, aux remarquables travaux de McMullen, Stanley,

Billera, Lee, Kalai (voir aussi Barnett [73], Brugesser et Mani

[71], Bjorner [80]). Citons la preuve de la conjecture de

Motzkin, dite de la -"borne superieure" par McMullen [71] donnant

la valeur maximum de f^ , nombre de faces de dimension' k
d'un d-polytope a n soramets (d, n fixes et 0 5 k^n) , suivie

de sa generalisation aux complexes shellables par Stanley [75],

et de la caracterisation complete des f-vecteurs (fQ,..., f^)

des d-polytopes simpliciaux par Stanley [80], Billera et Lee

[81]. Tout recemment la conjecture d'Eckhoff caracterisant

les f-vecteurs des complexes simpliciaux associes aux

families finies de convexes ordinaires de 3R ( = nerfs de

ces families au sens de Wegner), fut prouvee par Kalai [84].

Le second asoect de 1'interference entre combinatoire et

convexite est 1'utilisation, dans les theories combinatoires

existantes, d'idees et de methodes de la convexite. C'est 5 cet

aspect que se refere Ie titre de cet article "Convexite dans



les structures combinatoires". Dans Ie cadre d'une Prototheorie

generate de la convexite, contenant notamment 1'etude du

probleme de la partition d'Eckhoff en Section 1, je decrirai

les resultats recents (posterieurs a 1968) qui soulignent

1'int§ret d'un developpement de type axiomatique de 1'etude

des convexites associees aux structures combinatoires :

La convexite dans les matrolde^s prientes apparaTt comme

un cas interessant de la theorie des geometries convexes, ou

antimatroTdes proposee par Edelman et Jamison [84] ou,

dualement, de la theorie des shelling structures, proposee par

Korte et Lovasz [84] (en Section 2). La convexite dans les

graphes est traitee en Section 3. Les structures ordonnees et

arborescentes sent traitees en Section 4.

Un doraaine combinatoire particulierement important fait

intervenir intensivement les idees de la convexite : 1'Optimisatioi

Corcbinatoire (notamment discrete). II s'agit Is d'un sujet

classique et je n'en parlerai pas ici (voir par exepple, Stoer, Witzgall

[70], Rockafeller [70], Grotschel-Lovasz-Schrijver [81], Lawler [76],

Lovasz [84] et leurs references). Pour la convexite reelle

en general, on consultera avec profit Bonnesen et Fenchel [34],

Valentine [64], Grunbaum [67], Larman [81] et egalement Bair,

Fourneau [71, 80] et Soltan [84].

Bien que je me sois efforce de ne rien oublier d'important,

cet article est plus un manifests pour la convexite qu'un

panorama du sujet : priorite a ete accordee aux resultats

significatifs de 1'interet de 1'etude de la convexite dans

les structures combinatoires.
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§1. ESPACES A CONVEXITE

(1. 1) C'est a Motzkin [51] que 1'on attribue la recommandation

du developpement abstrait de la convexite dans un cadre de

meme generalite que la Topologie, celui des systemes a fermeture

algebrique (Birkhoff [67], Cohn [65], Graetzer [68]). En fait,

historiquement, plusieurs approches de cette theorie coexistent,

independamment de la convexite : Moore [10], Schmidt [52, 53],

Tarski [30], Hammer [63a]. Pour d'autres approches voir Bryant, Webster

[72, 72, 77], Cantwell [74, 78], Prenowitz, Jantosciak [79].

(1. 2) Un ensemble E , nuni d'un ensemble 6' de parties de X

forme un espace a convexite (E, g) si les axiomes suivants

sont verifies :

(Cl) 0 C 6 , E £ ^ ,

(C2) ^ est stable par intersection,

(C3) 6 est stable par union croissante.

Les elements de X sont les points ; les elements

de g> , les convexes. Les systemes d-ensembles qui verifient

(Cl), (C2) sont connus aussi sous Ie non de families de Moore,

et ceux qui verifient (C3) sous Ie nom de systemes induc_fc^f^;

on travaille evidemment dans une matheraatique avec axiome du

choix.

x

ou

(1. 3) Soit fS une faraille de Moore de parties de

1'enveloppe convexe d'une partie A de X . <A>g

simplement <A> est Ie plus petit ensemble de la famille qui

contienne A . L'axioir. e (C3) traduit Ie caractere algebrique
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des convexites puisqu'il est equivalent (Schmidt [52] ou

dans Cohn [81]; cf. aussi Kammer [63a]) a la propriete

suivante :

(CF) Si x E , ACE , x   <A> , il existe une partie finie

F^A telle que x£ <F> .

Toute convexite {? peut done §tre associee a une famille
n.

d'operateurs w^ :E-^^E , ce gui permet des demonstrations
par recurrence.  > est dit n-aire, si elle peut etre associee

a une famille d'operateurs n^-aire avec n, < n . Les

convexites 2-aires sont connues sous Ie nom de convexites

d^intervalle; des convexites interessantes etudiees dans les

structures combinatoires sont souvent des convexites

d'intervalles (convexites dans les graphes, espaces metriques);

la convexite dans les matroTdes orientes n'est pas, en general,

une convexite d'intervalle .

(1. 4) 6 = {C5E;AcC, |A|<n=> <A> c c} est la plus

petite convexite n-aire contenant IS (Burris [68]) .

(1. 5) Tout espace a convexite (E, g) est plongeable dans un

espace a convexite d'intervalle (E', (g') avec

IE'I <max(xQ, |E|) , (Burris [72])

au sens suivant : il existe un injection 1,0 : E -». E ' telle

que, pour Acx on ait (.p<A>^ = ((pE) n <A><^>, .
&

(1. 6) Un morphisme convexe <p : (E^, 6^) -» (E^ , 6'^) est

une application tp : E ^E^ telle que tp~ (C ) £ ^S
pour tout C^   g .
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Les espaces a convexites, munis des morphismes convexes

forment une espece de structure au sens de Bourbaki; Oe

point de vue permet de definir convexite induite et

convexite produit. Si A^E la convexite 8 induite

par S sur A est <6 = {cnA;C£ ^} .

Si (E,, S;) est une famille d'espaces a convexite, leur
1' 1 i£I

produit (E, (5) est defini par

E = TT E^ et g = {T~T C^ ; C^ 6 ^} .
i I 1 i£I

(1. 7) Les resultats marquants en convexite axiomatique

concernent essentiellement les invariants associ§s S des

proprietes combinatoires, definis ci-apres relativement s. un

espace a convexite (E, ($) :

(1. 8) P.roE.ri,e_te. _de_d^en dance : Une partie A cE est. dite

libre si a $ <A\ a> pour tout a £ A . Le rang de < > est la

cardinalite maximum d'une partie libre; c'est aussi Ie plus

petit entier k tel que 6 satisfasse la propriete :

(L ) Si c ,..., c^^£ 8 1'un des convexes c^

contient 1'intersection de tous les autres.

(1. 9) Propriete de Helly :

Si (C. ) est une famille finie de convexes
1 id

d'intersection vide alors il existe au plus n de

ces convexes qui ont une intersection vide.
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La convexite euclidienne dans IR" satisfait (H^. ^)

(Helly [23]). Les progressions arithmetiques dans 3N

satisfont (H^) (Theoreme chinois). Pour d'autres applications

voir Dantzer, Grunbaum, Klee [63] et Jamison [82].

Le nombre de Helly h( <6 ) est Ie plus petit entier n tel

que 6 satisfasse (H^) ; c'est aussi (Berge, Duchet [75])

la cardinalite maximale des parties A^E verifiant

n { <A^ a> ; a £ A} ^ 0 .

On a (Duchet [84]) rang (6) = max{h( (S^) IA^X) .
^-1

Pour d'autres resultats generaux sur h(^) voir Sierkma

[75, 76] et Soltan [84].

(1. 10) Prop. r_^e_te de k-partition ( k>2 )

/Si (p^. ) est une famille de III = n points, il
1 i l

(pkn) ) existe une partition de I en k parties !_; telle

A
que [| {aji £ I, } ^ 0 .

j=l z 3

La convexite euclidienne dans 3R'" satisfait (P, /,_ ,,, -,. ^ .)
I \ js-~

(Radon [21] pour k=2. Birch [60] pour d=2 et Tverberg [66, 82]).

Le k-ieme nombre de partition p^{< } est defini comme Ie

plus petit entier n tel quo ^ satisfasse (P,^ ^) . Le
/ ^

nombre p^(^S) est plus connu sous Ie nom de nombre de Radon

de ^ et est egalement notS r(^S) . On a (Levi [51]) :

h(&) < r( ^)-1 .

Eckhoff [79] a pose Ie probleme etonnant suivant :
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(1. 11) Probleme_de_la_^art^tion

Tout espace a convexite verifie-t-il

p^-1 < (k-1) (p^-1) (inegalite de partition)

Un pas important dans 1'etude de ce tres difficile probleme

a ete accompli par Jamison-Waldner [81] qui a montr§ :

Pkk'<PkPk« dl ou Pk<P2 k 2P2

P(k--i)k'+l< (Pk-i)Pk'+l

De plus Jamison Waldner a prouve 1'inegalite p^-1 5 (k-1) (p^-l)

lorsque P-> <3 ainsi que pour les convexitesdbrdre, les

convexites d'arbre (cf. Section 4) et, plus generalement,

pour les convexites qui verifient la propriete :

CIP (3, 2) : Pour tout point x , parmi trois copoints de

x deux sont disjoints.

Roudneff [85] apporte une reponse positive au probleme de

la partition pour les convexites de matroldes orientes de

rang 3 .

(1. 12) Prognet _de_CaratheodorY.

(C,. ) Si x £ <A> , il existe F c: A , avec |F| <k , tel

que x £ <F> .

La convexite euclidienne dans ]R satisfait (cd+i^

(Caratheodory [07]). \Toir aussi Barany [81].
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Le nombre de Caratheodory c(^) est Ie plus petit

entier k tel que 6 satisfasse (C,. ) ; c'est aussi la

cardinalite maximum d'un ensemble A tel que

<A> ̂  U <A-^a> . Pour les convexites d'intervalles, c( 6')
a A

est Ie plus petit entier k tel que 1'egalite

<A> = LJ <A ̂  a> soit vraie pour tout ensemble A de
a A

k+1 points (Duchet [85]).

(1. 13) Prppr^.St.S- ̂ 1 esbs-nge

(Ek)
Si x6E et A c: E avec |A| >k on a :

<A> c: U<{x}UA^a>
a6A

La convexite euclidienne dans 3R" satisfait (E^, ^, ) (Reay [65])

Le nombre d'echange e ( 6") est Ie plus petit entier k

tel que 6 satisfasse (E^) .

(1. 14) Ine^aLit^s ̂ ntre les invariants combinatoires,

Levi [51] ; h < r-1

Sierksma [76]:e<c+l

Sierksma [77]: r< (h-1)max(h, e-l)+2

si e<c r < (c-1) (h-l)+3

Jamison-Waldner [81]; p^ < (k-1) trang)+l

Jamison-Waldner [81]: p^ < (k-1)ch-c+2

(Kay-Womble [71] pour k=2)
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(1. 15) Soit E^, (?^) une famille finie de n>2
espaces a convexite et (E, ) leur espace produit (1. 6)

Posons h^ = h(^S^) , h = h(<<S) ; r^ , c^ , e^ , r, c , e sont
definis d'une maniere analogue.

Sierksma [75] h = max h,.

Eckhoff [78,79] max r, < r
i 1 ~

r < r, +r^-l si n=2

Sierksma [76] r < £r, - 2n+2

Soltan [81](cf. Sierksma [76]) e = 1 + Z(c, + sign (e, -c, -l))
i' 1 ^ 1 1

Soltan [81] Sierksma [75] pour n=2 ; Reay [70] pour Ie cas ou les

(5,. sont les convexites ordinaires dans R 1 ;

c = e-l+e ou E = 0 si e^ = c^+l pour tout i

ou si c^ > 2 pour tout i ; e = 1

dans les autres cas.

References complementaires : Bean [74], Cochand, Duchet [83], Dsignon

[73, 81]
(1. 16) Treillis et varieties

Si (E, %) est un espace a convexite, 1'ensemble ( 6, c)

est un treillis complet. L'ensemble des convexites sur E ,

ordonne par inclusion est lui-meme un treillis. La borne

superieure de deux convexites fe^ et 'G^ sur E est
appele Ie joint de &i et &> (Jamison [82]).

Une classe V d'espaces a convexite constitue une variete

de convexites si on a :
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(VI) Tout espace isomorphe a un espace de V est dans V ,

(V2) Tout sous-espaces d'un espace de V est dans V .

(V3) Si tout sous-espace fini d'un espace (E, 6) est

dans V , alors (E, 8) est dans V .

La plupart des classes de convexites mentionnees dans cet

article sont des varietes et quelques unes sont preservees

par joint. La classification des convexites au moyen des

varietes est un des problemes majeurs de la prototheorie

des espaces a convexite : voir Jamison [82].

(1. 17) Mineyrs (Jamison-Waldner [82])

Si (E, ^2) est un espace a convexite et FcE , posons

 

'/F = {C^F ; C£6 et F<=C} . L'espace (E \ F , g'/F) est

un espace a convexite appele Ie contracte de (E, fS) par F .

Le sous-espace de (E, 6) induit par F est (F, fe(F)) ou

fS (F) = {cnp ; ce6} . On appelle espace mineur de (E, g)

tout espace a convexite isomorphe a un sous-espace d'un contracte.

Les matro'ides usuels, vu comme systeme de fermes ferment

une variete d'espaces aconvexite gui est preserves par mineur :

en fait (E, 8) est un matroide si et seulement si (E, <S)

n'a pas pour mineur 1'espace Q^(2)=({1, 2} , {0, {1}, {1, 2}}) .

Une autre variete remarquable d'espace a convexite

stable par mineur est celle des espaces a convexites geometriques

qui peut etre definie comme les espaces n'ayant pas pour

mineur 1'espace
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Q (2) = ({1, 2}, {0, {1, 2}})

Ces convexites geometriques sont etudiees dans la prochaine

section.

Remargye : La notion de mineur proposee par Jamison-Waldner

generalise la notion habituelle de mineur en Theorie des

Matro'ides.

§2. CONVEXITES GEOMETRIQUES ET SHELLING STRUCTURES

(2. 1) Les convexites geometriques finies (convex geometries de

Edelman, Jamison [84], antiexchange-closure systems; Edelman

[80], Jamison [80], ou convexite extremement detachables

de Jamsion [74]), sont les convexites dans lesquelles tout

convexe est 1'enveloppe de ses points extremaux. Elles

constituent une structure deja suffisamment riche pour

meriter un developpement theorique. Ces structures jouent,

en un certain sens, un role dual de celui des matroides dans

Ie cadre de la theorie des greedoides introduite recemment

par Korte et Lovasz [84 a] :

Matroides

rGreedoids

Convexites
geometriques"

'S ... .. '_..^
Matroides orientes

Shelling
Structures

Nous nous limitons dans cette section aux convexites

geometriques; mais il est clair que 1'axiome (CG2) qui les

definit (ci-dessous) a un sens dans Ie cas infini. Dans toutes

les autres sections. Ie terme convexite geometrique signifie

convexite satisfaisant (CG2).
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(2. 2) GREEDOIDES ; (E, 5%) E : ensemble fini <^c 2X

(parties accessibles du greedolde)

(Gl) 0   ^

(G2) Si A, B C^fc , |B| > 1A! , alors 3b£B^A , AU{b}£^

(2. 3) MATROIDES :(E, g) E : ensemble fini ^ C 2'

(Ml) (E, g) est un espace a convexite

(M2) Si b, c(<A> , c <AU{b}>^ , alors b£<AU{c}>

(2. 4) CONVEXITE GEOMETRIQUE FINIE : (E, g) E : ensemble fini ,

6e2x

(CG1) (E, ^S) est un espace a convexite.

(CG2) Si b, c $ <A>(O , b ^ c , c <AU{b}>,
^

alors b C <A U{c}

(2. 5) SHELLING STRUCTURE :(E, 9>) E : ensemble fini,, ^f<=2E

(Sl) jZfe^f , EE^f

(S2) Si A, B£.£? , B^A , alors 3b £ B ~^A , AU{b}£<y

(2. 6) On notera la similitude des axiomes (M2) et (CG2).

L'ensemble des parties libres (au sens de la convexite !)

d'un matrolde (E, fg) forme les ensembles accessibles d'un

greedoide. L'ensemble des parties de la forme E ^. C , C £ <ig

dans une convexite geometrique finie (E, %) cp^istijfcue les^

ensembles accessibles d'une shelling-structure sur E (et

reciproquement). Enfin, les shelling-structures sont des

greedoldes puisque 1'axiome (S2) implique 1'axiome (G2).
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Nous verrons plus loin que chaque matrolde oriente (E, <^)

determine canoniquement a la fois un matroide sur E et

une convexite geometrique.

(2. 7) Soient (E, ^) un espace a convexite quelconque

et A<=E . Un point a £ A est un point extremal de A

si a $ <A~>>a> . L'ensemble des points extremaux de A , ext(A)

est Ie profil de A . Une partie B <= A engendre A si

A c: <B> . Une partie generatrice minimale de A est un

genome de A .

(2. 8) THEOREME (Bjorner [83], Edelman, Jamison [84], Korte,

Lovasz [84a ]) . Pour un espace a convexite fini (E, ($)

les proprietes suivantes sont equivalentes.

(2. 8. i) g satisfait (CG2).

(2. 8. ii) Propriete de Krein-Milman : tout convexe__^st

1'enveloppe de son profil.

(2. 8. iii) Tout convexe a un genome unique .

(2. 8. iv) Pour tout convexe C et tout point p$C ,

p est extremal dans <CU{p}> .

(2. 8. v) Pour tout convexe C il exj^ste un point p$C

tel que CU{p} soit convexe.

(2. 8. vi) Pour tout copoint C relat_i_f_a p , CU{p)

est convexe.

(2. 8. vii) Toute chalne maximale de convexes,

0c=C, c ... cC^cX a la meme longueur.
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(2. 8. viii) Pour tout convexe C , la relation p£<C Uq>

notee p ^/^q est une relation d'ordre.

(2. 8. ix) Chaque copoint est relatif a un unique point.

(2. 8. x) (Hoffman [79]) . Pour tout A <= E , 1'intersection

de deux parties qui engendrent A engendre A .

(2. 9) SYstemes_d^prdres_totayx.

L'ensemble des ordres totaux sur un ensemble E est note E!

Pour eclairer Ie lien entre convexites geometriques et

shelling structures mentionnees ci-dessus (2. 7), il apparait

commode de presenter simultanement les deux structures

comme deux aspects de la donnee d'un systeme d'ordres totaux

sur E . II s'agit la des ordres compatibles au sens de

Edelman-Jamison etdes ordres d'accessibility ou mots de base

au sens de Korte-Lovasz.

Soit eP<=E! un ensemble d'ordre totaux. Une partie , AcE

est dite J-initiale (resp. 3>-finale) s'il existe a£E

et ^ 6^P tels que
TT

A={x£E ; x^a} (resp. A={x£E ; a^x}) .

Un ordre ^CE! est dit co-initial avec ^ si toute

partie ^-initiale est J"'-initiale. Un systeme initial

d'ordres sur E est un ensemble d'ordres, soit !!> , qui

contient tous les ordres co-initiaux avec lui-meme. Les

systemes finaux sont definis de la meme maniere, mutatis

mutandis.
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THEOREME . Soit 5> un systeme initial d'ordres totaux_s^r

un ensemble fini E . AlorsJ. 'ensemble des parties J)-in^tia]_es^

(resp. y-finales) estl'ensemble des parties accessibles

d'une shelling structure sur E (resp. est 1'ensemble des

convexes d'une convexite geometrique sur E ) .

(2. 10) Grace a la correspondance explicitee ci-dessus, les

proprietes caracteristiques (2. 8. i) et (2. 8. x) peuvent se

formuler en termes de shelling structures. Meritent egalement

1'attention, les caracterisations des shelling structures

parmi les greedoides :

THEOREME(Korte-Lovasz [84a]) . Pour un greedolde (E, o^.)

les proprietes suivantes sont equivalentes :

(2. 10. 1) (E, <.7%) est une shelling structure.

(2. 10. ii) E   <^fe et <ft est stable par union.

(2. 10. iii) Si A , AU{x} , AU{y} <^: alors

A U {xy} £ <?t .

(2. 10. iv) Si A, B, A U {x} £ <?%r et A£B alors . (propripte

d'intervalle sans borne superieur^) , BU{x}£

Remargye : Pour que fft soit 1'ensemble des independants
d'un matrolde sur E , il faut et il suffit que

Ie greedoide (E, ^ satisfasse

(2. 10. iv') (propriete d'intervalle dans borne inferieure),

Si A, B, A U {x} £ <^; et B c: A alors 'BU{x} <^ .
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(2. 11) i^fmEl^I : Les convexites g^ometriques finies

forment une variete (cf. 1. 16). Outre les convexites finies

induites par la convexite euclidienne ordinaire, de nombreux

examples de convexites geometriques montrent la generalite

de la theorie :

- Convexite d'ordre : les convexes sont les intersections

d'intervalles relatifs a un ordre partiel donne voir (4. 1)

- Convexit§s initiales_ : formees des ideaux d'un ensemble

ordonne (E, <) , c'est-a-dire des parties AcE telles que ;

a A , x<a impliquent x A . Un cas particulier important

est celui des convexites monotones, c'est-a-dire formees des

ideaux d'un ensemble totalement ordonne. Les convexites

monotones jouent Ie role d'atomes dans Ie treillis des

convexites geometriques sur E . (Jamison [82]). Voir (4.. 2).

- Convexite de matrolde oriente acyclique : voir (2. 6)

- Convexite par chemins minimaux dans les graphes triangules :

(voir (3. 4)

- Convexite geodetique dans les graphes ptolemalques :

(voir (3. 5)

- Convexite arborescente : formee des parties connexes

d'un arbre : (voir (4. 3) a 4. 5)
Convexite semi latticielle finie : cf, (4. 6)

D'autres examples interessants sont developpes dans Jamison-

Waldner [84] et dans Korte-Lovasz [84a].
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(2. 12) Resyltats

L'interet de la theorie des convexites geometriques

se manifeste par la simplification et 1'unification de

resultats auparavant disperses, mais aussi par 1'obtention

de resultats nouveaux, presentes ci-dessous relativement

a une convexite geometrique finie (E, lig) .

Jamison-Waldner [81], Hoffman [79] : h((S) = rang ( ^) .

Un treillis T est inf-distributif si lorsque x est

1'infinum des elements couverts par y alors 1'intervalle

[x, y] est un treillis booleen.

Edelman <80a] : Soit (E, g>) un espace a convexite finie.

Alors (E, ^5) est une convexite geometricrue si et seulement.

si Ie treillis ( , c) est inf-distributif^.

Edelman, Jamison [84]: Dans Ie treillis ( 6>, c ) des

convexes de (E, @>) la fonction de Mobius est donnee par :

P(C, D) =
(-1) ID-CI si D^C^ext (D)

0 sinon.

(Pour la signification de la fonction de Mobius, voir, par

example Rota [64], ou Aigner [79]).

Lawrence (unpublished, cf. Edelman, Jamison [84]) .

Soit L^ Ie nombre de parties libres de cardinaliti

relativement a (E, 6>) . Alors I(-l)k L,, = 0 .
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Soit Z(n) Ie nombre de suites croissantes de n convexes

0 ccl c . .. ccncE ' Alors n -> Z (n) est une fonction

polynome. C'est la fonction zeta de I*ensemble ordonne (C, c) .

Une fonction f : E ^- {!,..., n} est dite extremale si pour

tout convexe C £ (f , f atteint son maximum sur C en un

point extremal de C . La fonction est strictement extremale

si, pour tout C ^ , f n'atteint son maximum sur C

qu'en des points extremaux.

Edelman [80a] (cf. Edelman, Jamison [84], Edelman [80b],

Stanley [74]) :

Z (n) est Ie nombre de fonctions extremales f : E -^ {!,..., n]

I E |
(-1)'"'Z(-n) est Ie nombre de fonctions strictement

extremales f : E ^- {!,..., n} .

Korte, Lovasz [84c], Jamison [84] : L'ensemble des ordres

totaux compatibles avec (E, 6*) induit un sous-graphe

connexe du permutoedre sur E (a rapprocher de (4. 7)).

Notons que les convexites geometriques peuvent egalement

etre caracterisees par mineurs exclus, voir (1. 17) ;

pour une autre definition des mineurs, voir Korte, Lovasz [84b].

Korte et Lovasz [84b] ont introduit une notion de circuit*:

AcE est un circuit de (E. 6) si A est non libre mais

A ^-a est libre pour tout a  A . A contient alors un

unique point non extremal, appele sa racine. La convexite

euclidienne verifie la propriete :

*identique a celle de la theorie des matro'ides.
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(CG3) Si A D {x} et AU{y} ont deux circuits de racines

x et y respectivement, il existe un unique circuit de

racine y de la forme A'U{x, y} ou A'cA .

THEOREME (Korte, Lovasz [84b]) . II existe une fonction

f : W ^-TI telle que toute convexite geometrique verifiant

(CG3), ayant au mains f(n) points et dont toute partie

de trois points est libre, est de rang >n .

Ce resultat generalise un theoreme fameux de Erdos et

Szekeres {35] : II existe une fonction f : 1^ -»-IM telle que

tout ensemble de f(n) points dans Ie plan dont trois

quelconques ne sont pas alignes contient n sommets d'un

polygone convexe.

(2. 13) Matroides_orientes_acYclj;gyes

Les matroldes orientes constituent un cadre axiomatique

general pour traiter d'une maniere elegante la geometrie

des configurationsde points, configurations "orientees"

dans Ie sens ou 1'on prend en compte les separations operees

dans 1'ensemble des points par les hyperplans. Voir

Bland, Las Verqnas [78] et Folkman, Lawrence [78]. Ce point

de vue permet, pour les matroides "acycliques" la definition

de faces, comme pour les polytopes de 1R" . Ces faces,

ordonpees par inclusion, forment un treillis (Las Vergnas [80])

Un point p est dit extremal si {p} est intersection de

faces. Un matroide oriente acyclique de rang r a au mains r

points extremaux (Las Vergnas [80]). En fait. Ie point de vue



"orthogonal", au sens des matro'ides, permet d'associer

d'une maniere simple une convexite a un matro'ide oriente

acyclique (voir ci-dessous), dont les points extremaux seront

exactement ceux du matro'ide : remarquons que Ie theoreme de

Radon dans ~!R implique, pour tout ensemble A de n > d+2

points, 1'existence d'une partition de cet ensemble,

A =A^ © A^ , telle que : Conv (A^) nConv (A^) 7^ 0 .

De meme, toute partie dependante minimale ( = support d'un

circuit signe) dans un matroide oriente se partage d'une maniere

unique en deux parties dites positive et negative. Le matrolde

oriente est dit acyclique si ces partages sont de vraies

partitions.

Soit t-7" 1'ensemble des circuits signes d'un matroide oriente

acyclique M sur E . Les circuits signes de la forme

A © {a} peuvent etre consideres comme des operateurs convexes

A ^- {a} et determinent ce que Las Vergnas a appele la

convexite du matrolde oriente acyclique M . Cette notion de

convexite coincide en fait avec celle de Goodman et Pollack [82],

introduite pour les arrangements de pseudodroites (voir aussi

Cordovil [83] et Folkman, Lawrence [78]p. 204).

Las Vergnas [80] a montre que la propriete de Krein - Milman

(propriete 2. 8. ii) etait valide pour les convexites de matroldes

orientes acycliques. Une autre preuve simple est fournie par

Edelman [82] : les convexites de matroides orientes acycliques

sent des convexites geometri^ues^.

Probleme : Caracteriser les convexites de matroldes orientes

acycliques.



(2. 14) Caractensati:ons_des_matroides_orj;entes_Ear_les

siEarations.

Soit M un matro'ide oriente sans boucles sur un

ensemble E . Une paire {A, B} de parties de E est dite

separable si A et B sont disjoints et si aucun circuit

signe X = (X , X~) ne satisfait X+£A et X~ c B . Une

Une separation est une partition {A, E^A} de E qui est

separable.

Soit p£E et y un ensemble de 2-partitions. Posons

p = n {A; {A, E-^A}  '?} . Une 2-partition {A, B} de

est dite p-liee si p £ A et {A -^ p, B U p}   ̂  . On pose :

y^p = {{A^P. B} ; p £A, {A, B}   ̂  }

<P/P + {{A^p, B} ; p CA, {A, B} C 9 et {A, B} est p-liee
0

et par induction T\{X ... x } = ('Y\ {x . . . x^_^}) \x X̂,

<?/ {x,... x,. } = ( '?/ {x,... xk-l}) /xk

Bienia, Cordovil [85] : Un ensemble <P de 2-partitions de E

est 1'ensemble des separations d'un matroide oriente sans

boucles si et seulement si pour toute paire X, Y de parties

de E on a :

( 9/X) -Y = (T/Y) x

(2. 15) Theoremes_de_se2aration_dans_les_matroides_orientes

Soit M un matroide oriente acyclique. Pour Xc=E ,

M(X) designe Ie sous-matroide induit sur X . <X>,, designe



1'enveloppe convexe de X dans M , ^M designe Ie matro'ide

obtenu en changeant de signe sur X . Consid^rons les diverses

proprietes de separation suivantes, relatives a deux parties

A et B deE:

(i) et B sent separables.

(ii) . ^M(AU'B) et-- ^M(AUB) sont acycliques et AOB = 0 .
(iii) II existe une partition {A', B'} de E telle que

^., M soit acyclique.

(iv) II existe une extension M' de M telle que A et

B sont separes par un hyperplan de M' .

(v) Dans toute extension M" de M (A U B)

<A>M"n<B>M" = 0 .
(vi) Dans toute extension M' de M , <A>.,, n <B>.,, = 0

Alors, il y a equivalence entre les proprietes (i), (ii) ,

(iii) et (iv). De plus (iv) =^ (v) => (vi) .

Ces implications sont de faciles consequences des resultats

de Las Vergnas [80] ou de Mandel [82].

Mandel conjecture que (v) => (iv) ; par contre, il a

montre , par un contre-exemple de rang 4, que (vi) 4 (v) .

Problems : Etudier les convexites geom^triques infinies, en

particulier la propriete de Krein-Milman.
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§3. CONVEXITE DANS LES GRAPHES ET HYPERGRAPHES

(3. 1) Longtemps limitee a 1'herbier des graphes geodetiques

(ou Ie plus court chemin entre deux sommets est toujours unique)

probleme pose par Ore [62] - 1'etude de la convexitg dans les

graphes ne s'est affirmee que recemment : Feldman Hogaasen [69]

etudie la convexite dans Ie permutoedre, Nebesky [70, 71] et

Mulder [78, 80] etudient les graphes a "mediane" (voir aussi

Mulder et Schrijver [79]; puis Harary et Nieminen [81], Jamison

[8la] , Duchet, Meyniel [83] abordent une definition generate.

de la convexite sur les graphes (voir egalement Farber, Jamison

[83], Van der Cruyce [84], Duchet [78, 85], Jamison, Nowakowski

[84]) .

(3. 2) Convexi;te_syr_yn_3ra2he__G__connexe.

Sans perte en generalite, les graphes consideres sent

connexes; Ie graphe complet a h sommets est note K^. . Si G

G = (S, A) est un graphe ( S = ensemble des sommets,

A = ensemble des aretes) , on appelle convexite sur G une

partie ^ c: 2 telle que

(CG1) (S, ^) est un espace a convexite.

(CG2) Tout convexe induit un sous-graphe connexe de G .

(3. 3) Bfla£lQQS_aYec_le_nombre_de_Hadwiger.

La contraction dans les graphes est une operation quotient

relative a des parties connexes :
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si n = (S^,..., S^) est une partition de 1'ensemble S des

sommets d'un graphe en ensembles connexes, la contraction

de G par n est Ie graphe G/TT ou S^,..., S^ sont les

sommets , S^ et S^ §tant adjacents dans G/TT s'ils sont

adjacents dans G (i. e. il existe s_.  S.. et s^ £S_ tels

que [s^s. ;] soit une arete de G ). La fameuse conjecture

de Hadwiger [43] :

"Si K^ n'est pas une contraction de G , alors G

est colorable en h couleurs."

est equivalents pour n = 5 au probleme des quatre couleurs

(Wagner [60], cf. Young [71]). On appelle nombre de Hadwiger

ou nombre de contraction d'un graphe G Ie plus grand entier h

tel que K^ soit une contraction de G . Ce nombre note

r^ (G) est etroitement lie a la convexite !

En effet :

Duchet, Meyniel [83] : Pour toute convexite f sur un graphe

connexe G on a : h(t?)<ij(G) et r((f)<»j(G) . De plus

rj (G) est exactement Ie maximum des nombres de Helly des

convexites sur G .

CONJECTURE : r ( (?) < 15(0+1 sauf si G est un arbre (dans ce

cas r < 4 et lj(G) = Z) .

Une application de-ce resultat aux surfaces compactes

connexes par arcs : les convexes intrinseques de la surface

(i. e. les ensembles de points qui contiennent toutes les

geodesiques joignant deux de leur points) satisfont la

propriete de Helly (H^) ou k est Ie nombre chromatique de
la surface.
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(3. 4) ^^SYl^±^e_£ar_chemi;ns_minimayx (m-convexite)

Soit G un graphe. Posons x, y ->. z si z est un

somraet d'un chemin minimal joignant x et y : "(ninimal"

signifie que deux sommets non consecutifs dans Ie chemin

ne sont pas adjacents dans G . Les operateurs x, y -> z

definissent une convexite sur G appelee m-convexite de G ,

dont les nombres de Caratheodory, Helly et Radon sont

respectivement notes c^(G) , h^(G) , r^ (G) . On a
(Duchet [85a]) :

cm(G) = 2

\(G) = u(G)

rm(G) = U(G)+1 si G n'est pas un arbre.

Ici O)(G) est Ie nombre maximum de sommets deux a deux

adjacents dans G . Le resultat relatif a h_ a ete obtenu

independamment par Jamison et Nowakowski [84]. La m-convexite,

appelge "monophonic convexity" par Jamison, est une convextie

geometrique si et seulement si Ie graphe est triangule (Farber,

Jamison [83]), c'est-a-dire si tout cycle de longeur > 4

possede une corde.

(3. 5) S^DY^l^l-seQdetigye (g-convexite) .

Soit G un graphe. Posons x, y -+ z si z est sur

un plus court chemin de x a y dans G . La convexite

determinee par ces operateurs est appelee convexite geodetique
du graphe ou g-convexite. II apparait que la g-convexite est,
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contrairement a la m-convexite, tout a fait g^nerale :

les nombres de Caracthedory, Helly et Radon sont notes

cg ' hg ' rg .
Duchet [85b] : Soit (E, {^) un espace a convexite

finie^. Alors, il existe un graphe fini G tel que :

c (G) = c(^)

hg(G) = hg(^)

r^(G) = r^(^) .

La g-convexite d'un graphe G est une convexite

geometrique si et seulement si G est ptolemalque (Farber,

Jamison [83]), c'est-a-dire si on a pour tout quadruplet

x, y, z, t de sommets de G 1'inegalite

d(x, y)d(z, t) < d(x, z)d(y, t) + d(y, z)d(x, t)

ou d(a, b) designe la longueur minimum d'un chemin de a

a b dans Ie graphe.

(3. 6) Hypergraghes

Farber et Jamison [83] ont etudie des definitions

analogues pour les hypergraphes, i. e. les structures (S, 3^)

ou 1  ^ 2 et ont caracterise les hypergraphes "totalement

equilibres" ( = qui ne contiennent comme structure induite aucun

cycle de la theorie des graphes) par une propriete de convexite.

L'ensemble ^ des hyperaretes d'un hypergraphe H = (S/^C)

peut aussi etre vu comme une base d'une convexite, dite

convexite propre de H . La propriete de Helly, notamment,
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a §t@ Studies de ce point de vue (cf. Mulder, Schrijver [79]).

Le nombre maximum d'hyperaretes d'un hypergraphe p-uniforme

(i. e. toutes les hyperaretes ont p elements) a n sommets

qui verifient la propriete de Helly (H, ) avec k < p est

avec egalite si et seulement si I'-hypergraphe est

forme des p-parties qui contiennent un meme sommet (Bollobas,

Duchet [79, 83]).

§4. STRUCTURES ORDONNEES ET ARBORESCENTES.

(4. 1) Convexites d'ordre

La convexite d'ordre Ord(X, <) associee ensemble ordonne

(X, < ) , peut etre definie par ses copoints : tout element

x £ X a deux copoints :

C~(x) = {y  X ; x ^y}

C+(x) = [y   X ; y +xj
comparer a la definition (2.11). Ainsi Ord (X) verifie la

propriete CP(3, 2) du paragraphe (1.11) et satisfait 1'inegalite

p^-1 < (m-1) (p^-1) pour les nombres de partition (Jamison-
Waldner [81]).

THEOREME (Jamison [79]) . Une convexite ^ sur un espace X ,

1x1 ^2 , est la convexite Ord(X, < ) pour un ordre < sur X

si et seulement si elle satisfait aux trois conditions :
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(i) Toute partie libre est reunion de deux convexes.

(ii) c( (f) =2 .

(iii) Chaque sous-espace d'au plus. 5 points est un espace

5 convexit6 d'ordre.

THEOREME (Jamison [79]) . Pou^_tout_espace a convexite (X, ^>)

les proprietes suivantes sont equivalentes :

(iv) (^ est une convexite d'ordre total sur X .

(v) Tout sous-espace d'au plus 4 points est un espace

a convexite d'ordre total.

(vi) rang ((^) <2 , <C verifie 1'axiome (CGA. ) des

convexites geometriques et pour tout couple de pqi ivbs^

x, y , x 7^ y , il existe un hemispace gui contient x

et non y .

II est a noter que la propriete de Krein-Milman (2. 8li)

n'est plus vraie en general pour les convexites d'ordre sur un

ensemble infini X , meme si 1'ordre est total. Cette propriete

est vraie pour les parties Acx qui sont localement completes,

i. e. qui contiennent, pour chaque a£A un element minimal

< a et un element maximal >a . Ainsi (2. 8u) est vraie pour

les convexites d'ordre sur les treillis complets (Franklin [62])

(4. 2) ConYexites_inltiales

Si (X, < ) est un ensemble ordonne. Id(X, < ) est

la convexite formee des ideaux de (X, <) (downset-convexity,

dans Jamison-Waldner [82]).
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THE^REME (Edelman, Jamison 84 , Korte, Lovasz 84b ) .

Une convexite ^ sur un ensemble fini X est une convexite

initiale si et seulement si elle a les deux proprietes :

(i) <  est une convexite geometrique.

(ii) L'union de deux convexes est convexe.

II n'est pas difficile d'etendre ce resultat au cas

infini.

Un cas particulierement simple de convexites hierarchiques

est celui des convexites monotones, formees des ideaux d'un

ordre total. D'apres notre presentation des convexites

geometriques finies et des shelling structures (2. 9), il n'est

pas difficile de voir que toute convexite geometrique finie

(E, f) a une base S = ^^u£ U ... u3 telle que S^
soit une convexite monotone.

Probleme : (Jamison-Waldner [82] )

I/ Etudier la "dimension convexe" d'une convexite geometrique

i. e. Ie plus petit entier k qui satisfait aux conditions

ci-dessus.

2, Caracteriser les joints de convexites d'ordre total, c'est-

a-dire les convexites qui ont une base de la forme

=£^uB^u ... uB^ ou les B^ sont des convexite d'ordres
totaux.
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(4. 3) CQnvexites_d_Larbre.
-0. :.. ''<... ;

..> ., ;'. ,. - : .2 /;:^° ^.S !-<!,. :..... -:;'1 '' : .. ' ""'-

Si un graphe T est un arbre, toutes les notions de
dt . ^. -...... -: ^. i! .. l ". ' ':

convexite sur-'T'(voir (3. 2)) colncident en une seule
15 . -. . . ''..,. ;.

convexi e: ̂  "dite 'conVexite d'arbre. Les convexites. id'arbre
ontaa. propriete CP(3, 2) etverifient done 1'inegalite

, r:-'6.L-:-< -:.'. -- ... "! i-or iy: '' "';-'"
i; .. .. i i. f. \. ^ - - - . - -*. '-

pm-l ^ (m-l)(P2~1) Pour les . nprubEes. dei partition ^(cf. ;.f. ii ) ) .

Les points extremaux sont les sommets pendants.

THEOREME (Duchet [78]) . Pour . qu'. une convexite g sur un
Ut-. '. '. .. .. -.3. ". ' ~--

ensemble E soit une convexite finie-d'arbre, -il faut et
,..,., .:-5'-.. ,1 ' --:-; ^-:;- -

11'suffit qu'elle ait un nombre de Helly < 2 et-qu'elle
verifie :

(i) '(COH):J';'A, B ^ @> ^t AnB 1- 0 impliquent AUB£ e6

(ii)- R(:6) <2':. '"" " . :

(i ii) . (S- est uhe cbnv'exite geometrique.

(4. 4) Convexites_coherentes.

1 : '-. '. '. .^ ',. :. ... . '.-^'' .. . ; "'.

Un espace a convexite (E, ^) est dit coherent s'il

.. verifiel'axiome1 (COH) du paragraphe precedent. Pourtoute

partie 3{/r deo;'i2 . '-,: il existe une plus petite convexite

coherente contenant' J^ , dite engendree par J-&

THEOREME (Duchet) . Une, convexite . ^ sur un ensemble fini E

est d'ordre total si et. seulement si . . . L;

(i), , ^ e st 'coherente. / :' . "

(ii) .. r(e) <3 .. . " -if - .

(iii) ; <S est. une convexite gSometriq-ue.
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(4. 5) AEEli;catj;ons_ayx_reEresentations_arbQrees.

Une famille de parties 3fc d'un ensemble E est

dite arboree (resp. d'intervalles) s'il existe un arbre

T sur E (resp. une chaine C sur E ) tel que tout

membre de Jfc soit connexe relativement a T (resp. a C ) .

Comme des resultats precedents on obtient :

Duchet [78], Flament [78] : Soit E un ensemble fini. Pour

que Jt; c2 soit d'intervalles, il faut et il suffit que

la convexite coherente engendree par 3"k soit de nombre de

Helly < 2 .

Tucker [72] (cf. Trotter, Moore [76], Duchet [78]) : Soit E

un ensemble fini, pour que i% c: 2 soit 1'intervalle, il

faut et il suffit que la convexite coherente engendree par J^

soit de nombre de Radon < 3 .

(4. 6) ConYexite_sem3;^latticielle

Soit (T, < ) un inf-semi-treillis. L'ensemble des sous-

demi-treillis (i. e. les ensembles fermes pour 1'opgrateur

infinum) constitue une convexite T appelee convexite

semilatticielle de T . . Le nombre de Caratheodory

de cette convexit^ n'est autre que la "breadth" de T ,

invariant bien connu des demi-treillis (cf. Birkhoff [67] p. 99

ou Crawley, Dilworth [73] p. 38). Le rang d'une convexite

finie ^ en general n'est autre que la "breadth" de 1'inter-

demi-treillis des convexes de C . (Remarques de Jamison-

Waldner [82].
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(4. 7) Qr^res_Eartiels_et_2ermytoedres.

Feldman-Hogaasen [69] a etabli une correspondance de

Galois entre les ordres partiels sur un ensemble fini E

et les parties g-convexes du permutoedre de base E .
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