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Dans cet article < désigne 1l'inclusion stricte et\la

différence ensembliste.

INTRODUCTION

La convexité n'est pas encore, a proprement parler, une
théorie math&matique, mais plutdt le domaine opératoire, le
champ notionnel qui se développe autour de cing concepts de

base : situation mé&diane ( ~ divendance convexe), algébricité

( ~ enveloppe convexe), séparation ( ~ demi-espaces),

extrémalité ( ~ points extrémaux), face ( ~ structure de treillis

associée aux parties exposées).

A ce titre, la convexité traverse pratiquement toutes
les théories combinatoires constituées : théorie des graphes
(et hypergraphes), matroides (et matroides orientés),
optimisation (en particulier, optimisation discréte),
configurations, théorie extrémale des ensembles, ensembles

orcdonnés, géométries finies, méthodes énumératives.
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Le premier aspect de cette interférence entre convexité
et combinatoire est l'utilisation de méthodes combinatoires

pour 1'étude de la convexité ordinaire ( = euclidienne).

Aux travaux innovateurs de Minkowski, Caratheodory [07],
Helly [23], Radon [21], puis Kakutani [37], Levi [51], Ellis [52],
Rado [52], succédérent diverses variantes (par exemple
Tverberg [66]), amorcant un traitement général axiomatique des

propriétés combinatoires des ensembles convexes (voir § 1).

D'autre part, l1'étude systématique de la combinatoire
des faces des polyédres, et des ensembles convexes ordinaires
aboutit récemment, en partie grdce 3 l'apport de l'algébre
homologique, aux remarquables travaux de McMullen, Stanley,
Billera, Lee, Kalai (voir aussi Barnett [73], Brugesser et Mani
[71], Bjdrner [80]). Citons la preuve de la conjecture de
Motzkin, dite de la "borne supérieure" par McMullen [71] donnant
la valeur maximum de fk , nombre de faces de dimension’ k
d'un d-polytope & n sommets (&,n fixés et 0 <k <n), suivie
de sa généralisation aux complexes shellables par Stanley [ 751,
et de la caractérisation compléte des f-vecteurs (fo,...,fd)
des d-polytopes simpliciaux par Stanley [80], Billera et Lee
[81]. Tout récemment la conjecture d'Eckhoff caractérisant
les f-vecteurs des complexes simpliciaux associés aux

a

familles finies de convexes ordinaires de 1R ( = nerfs de

ces familles au sens de Wegner), fut prouvée par Kalai [84].

Le second aspect de l'interférence entre combinatoire et
convexité est 1l'utilisation, dans les théories combinatoires
existantes, d'idées et de méthodes de la convexité. C'est acet

aspect que se référe le titre de cet article "Convexité dans
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[70],

les structures combinatoires". Dans le cadre d'une Protothéorie
générale de la convexité, contenant notamment 1'é&tude du
probléme de la partition d'Eckhoff en Section 1, je décrirai
les résultats récents (postérieurs & 1968) qui soulignent
l'intér@ét d'un développement de type axiomatique de 1'étude

des convexités associées aux structures combinatoires :

La convexité dans les matroIdes orientés apparait comme

un cas intéressant de la théorie des géométries convexes, ou

antimatroides proposée par Edelman et Jamison [84] ou,

dualement, de la théorie des shelling structures, proposée par

Korte et Lovasz [84] (en Section 2). La convexité@ dans les

graphes est traitée en Section 3. Les structures ordonnées et

arborescentes sont traitées en Section 4.

Un domaine combinatoire particuliérement important fait
intervenir intensivement les idées de la convexité : 1'Optimisatio
Combinatoire (notamment discréte). Il s'agit 12 d'un sujet
classique et je n'en parlerai pas ici (voir par exerple, Stoer, Witzgall
Rockafeller [70], Grdtschel-Lovasz-Schrijver [81], Lawler [76],
Lovasz [84] et leurs références). Pour la convexité réelle
en général, on consultera avec profit Bonnesen et Fenchel [34],
Valentine [64], Griinbaum [67], Larman [81] et &galement Bair,

Fourneau [71,80] et Soltan [84].

Bien que je me sois efforcé de ne rien oublier d'important,
cet article est plus un manifeste pour la convexitd® qu'un
panorama du sujet : priorité a été accordée aux résultats
significatifs de 1'intérét de 1'étude de la convexité dans

les structures combinatoires.



§l.

ESPACES A CONVEXITE

(1.1) C'est & Motzkin [51] que l'on attribue la recommandation
du développement abstrait de la convexité dans un cadre de

méme généralité que la Topologie, celui des systémes a fermeture
algébrique (Birkhoff [67], Cohn [65], Graetzer [68]). En fait,
historiquement, plusieurs approches de cette théorie coexistent,
indépendamment de la convexité : Moore [10], Schmidt [52,53],
Tarski [30], Hammer [63a). Pour d'autres approches voir Bryant, Webster
[72,72,77], Cantwell [74,78], Prenowitz, Jantosciak [79].

(1.2) Un ensemble E , muni d'un ensemble £ ae parties de X
forme un espace a convexité (E, ) si les axiomes suivants

sont vérifiés :

(Cl)y ge& , E€€,

(c2) € est stable par intersection,

LC3) £ est stable par union croissante.
Les éléments de X sont les points ; les él2ment's

de & , les convexes. Les systémes d'ensembles gqui vérifient

(Cl1), (C2) sont connus aussi sous le nom de familles de Moore,

et ceux qui vérifient (C3) sous le nom de systémes inductifs;

on travaille &videmment dans une mathématique avec axiome du

choix.
(1.3) Soit & une famille de Moore de parties ce X ;
l'enveloppe convexe d'une partie A de X . <A>8 ou

simplement <A> est le plus petit ensemble de la famille qui

contienne A . L'axiome (C3) traduit le caracteére algébrique
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des convexités puisqu'il est équivalent (Schmidt [52] ou
dans Cohn [81]; cf. aussi Hammer [63al) & la propriété

suivante :

(CF) Si x€E , AcCE , x€<A> , il existe une partie finie

FcA telle que xE€<F> ,

Toute convexité & peut donc &tre associée & une famille
- i . ~ ;
d'opérateurs Wt E > E , ce qul permet des démonstrations
par récurrence. 6 est dit n-aire, si elle peut &tre associée

a une famille d'opérateurs ni—aire avec nis n . Les

convexités 2-aires sont connues sous le nom de convexité@s

d'intervalle; des convexités intéressantes é&tudides dans les

structures combinatoires sont souvent des convexités
d'intervalles (convexités dans les graphes, espaces métriques) ;
la convexité dans les matroides orientés n'est pas, en général,

une convexité d'intervalle .

(1.4) 8(n) = {CEE;A_C_C,IAlfn = <A> cC} est la plus

petite convexité n-aire contenant B (Burris [68])

(1.5) Tout espace a convexité (E, &) est plongeable dans un
espace a convexité d'intervalle (E', B') avec

|E' | SHBX(XO,IEI) , (Burris [72])

au sens suivant : il existe un injection w : E > E! telle
que, pour AcX on ait (p<A>8 = (mE)r1<A>8, .

(1.6) Un morphisme convexe ¢ : (El' 81) + (B, G}) est

une application ¢ : El > E2 telle que w_l(Cz) € E&

pour tout C, € 82 .



Les espaces & convexités, munis des morphismes convexes
forment une espéce de structure au sens de Bourbaki; @ge
point de vue permet de définir convexité induite et

convexité produit. Si AcE la convexité 8A induite

par £ sur A est ‘6A= {cna;ce G} .

Si (Ei’ @i) est une famille d'espaces a convexité, leur
1ET
produit (E, ) est défini par

E=ﬂEi et &={ﬂci;cie Bi}.

i€l i€l

(1.7) Les résultats marquants en convexité axiomatique

concernent essentiellement les invariants associés a des

=
=

propriétés combinatoires, définis ci-aprés relativement & un

espace & convexité (E, g) :

(1.8) Propriété de dépendance : Une partie AcE est dite

libre si a§ <A~a> pour tout a€A . Le rang de © est la
cardinalité maximum d'une partie libre; c'est aussi le plus

petit entier k tel que & satisfasse la propriété :

€ 8 1'un des convexes cC;

(L.) Si

CpreevrCyy1

“
contient 1l'intersection de tous les autres.

(1.9) Propriété de Helly :

si (C.) est une famille finie de convexes
1ET
d'intersection vide alors il existe au plus n de

ces convexes gqui ont une intersection vide.
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)

La convexité euclidienne dans ]Rd satisfait (Hd+l
(Helly [23]). Les progressions arithmétiques dans NN
satisfont (H2) (Théoréme chinois). Pour d'autres applications

voir Dantzer, Griinbaum, Klee [63] et Jamison [82].

Le nombre de Helly h(€) est le plus petit entier n tel

que £ satisfasse (Hn) i c'est aussi (Berge, Duchet [75])
la cardinalité maximale des parties AcE vérifiant

N{<a~a> ;a€n} # ¢
On a (Duchet [84]) rang (€) = max{h( GA) IAac X}

Pour d'autres résultats généraux sur h(®) voir Sierkma

[75,76] et Soltan [84].

(1.10) Propriété de k-partition ( k> 2 )

Si  (p.) est une famille de |I| = n points, il
1, €T
(Pk,n) existe une partition de I en k parties Ij telle
k

que (] {a,li€1.} # 0
j=1  * e

i & .o d . ;
La convexité euclidienne dans 1R satisfait (Pk,(k—l)(d+l)+1>
(Radon [21] pour k=2, Birch [60] pour d=2 et Tverberg [66,82]).

Le k-iéme nombre de partition pk(ff) est défini comme le

plus petit entier n tel que ¥ satisfasse (P ) . Le
nombre p2(%3) est plus connu sous le nom de nombre de Radon
de B et est &galement noté r(€) . on a (Lévi [51]) :

h(8)<r(®)-1.

Zckhoff [79] a posé le probléme &tonnant suivant
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(1.11) Probléme de la partition

Tout espace a convexité vérifie-t-il

Pyl f(k-l)(pz-n (inégalité de partition)

Un pas important dans 1l'étude de ce trés difficile probléme

a été accompli par Jamison-Waldner [81] qui a montré

"o log,p
Pryr <PePpr d'ol  pp<py k 272

P (k-i)k'+1 S (P Pyl
De plus Jamison Waldner a prouvé l'inégalité pk—l 5(k—l)(p2—1)

lorsque P, <3 ainsi que pour les convexités d'ordre, les
convexités d'arbre (cf. Section 4) et, plus généralement,

pour les convexités qui vérifient la propriété :

CIP (3,2) : Pour tout point X , parmi trois copoints de

x deux sont disjoints.

Roudneff [85] apporte une réponse positive au probléme de
la partition pour les convexités de matroides orientés de

rang 3 .

(1.12) Propriété de Carathéodory.

(C Si x€<A> , il existe FcA , avec |[Fl<k , tel

)
que X € <F>

)

La convexité euclidienne dans ZRd satisfait (Cd+1

(Carathéodory [07]). Voir aussi Barany [81].



Le nombre de Carathéodory c(¥) est le plus petit

entier k tel que B satisfasse (C,) i c'est aussi la
cardinalité maximum d'un ensemble A tel que

<A>$ U <ANa> . Pour les convexités d'intervalles, c(€)
aeAa
est le plus petit entier k tel que 1'égalité

<A> = U <A ~a> soit vraie pour tout ensemble A de
a€ea

k+1 points (Duchet [851]).

(1.13) Propriété d'échange

Si X€E et AcE avec |[Al>k on a :
(E,)
k
<A> c U<{x}UA\a>
a€A

La convexité euclidienne dans ]Rd satisfait (Ed+1) (Reay [65]).

Le nombre d'échange e(E) est le plus petit entier k

tel que € satisfasse (Ek) .

(1.14) 1Inégalités entre les invariants combinatoires.

Levi [51] : h & r+1
Sierksma [76]: e <c+l
Sierksma [77]: r < (h-1)max (h,e-1)+2

si e<c r< (c-1) (h-1)+3

- -
Jamison-Waldner [81]: Py < (k-1) (rang) +1
Jamison-Waldner [81]: Py < (k-1)ch-c+2

(Kay-Womble [71] pour k=2)



Soltan [81]

(1.15) soit E,, €) une famille finie de n>2
espaces a convexité et (E,€) 1leur espace produit (1.6).
Posons hi = h( ei) , h=nh(®) ; r;,c;,e;,r,c,e sont

définis d'une maniére analogue.
g

Sierksma [75] h = max hi
i
Eckhoff [78,79] max r, <r r<r.+r.-1 si n=2
i 1 - -71 72
Sierksma [76] r<Ir, - 2n+2
-1

Soltan [81](cf. Sierksma [76]) e =1 + Z(ci + sign (ei-ci-l))
1

Sierksma [75] pour n=2 ; Reay [70] pour le cas ol les
8& sont les convexités ordinaires dans Rdi .
c = e-1l+¢ ou ¢ = 0 si e, = ci+1 pour tout i
ou si ciE:Z pour tout i ; e =1

dans les autres cas.
Références complémentaires :Bean [74], Cochand, Duchet [83], Doignon

[73,81]
(1.16) Treillis et variétés

Si (E,¥) est un espace a convexité, l'ensemble ( 6, <)
est un treillis complet. L'ensemble des convexités sur E ,
ordonné par inclusion est lui-méme un treillis. La borne
supérieure de deux convexités 81 et 82 sur E est
appelé le joint de 8& et &2 (Jamison [82]).

-

Une classe V d'espaces a convexité constitue une variété

de convexités si on a :




(V1) Tout espace isomorphe & un espace de V est dans V .

(V2) Tout sous-espaces d'un espace de V est dans V .
(V3) Si tout sous-espace fini d'un espace (E, &) est

dans V , alors (E, 8) est dans V .

La plupart des classes de convexités mentionnées dans cet
article sont des variétés et quelques unes sont préservées
par joint. La classification des convexités au moyen des
variétés est un des problémes majeurs de la protothéorie

des espaces i convexité : voir Jamison [82].

(1.17) Mineurs (Jamison-Waldner [82])

Si (B, €) est un espace a convexité et FcE , posons
©/F = {CNF ; CE&E et FcC} . L'espace (E~F , §/F) est

un espace i convexité appelé le contracté de (E, &) par F .

Le sous-espace de (E, €) induit par F est (F, 8(F)) ol

€(F) = {CNF ; CeE®} . On appelle espace mineur de (E,'i?)

tout espace a convexité isomorphe & un sous-espace d'un contracté.

Les matroides usuels, vu comme systéme de fermés forment
une variété d'espaces d convexité qui est préservée par mineur :
en fait (E, &) est un matroide si et seulement si (E, 8)

(2)=({1,2} , A{g,{1},{1,2}}) .

n'a pas pour mineur l'espace Ql

-~

Une autre variété remarquable d'espace & convexité
stable par mineur est celle des espaces a convexités géométriques
qui peut étre définie comme les espaces n'ayant pas pour

mineur l'espace



Qy(2) = ({1,2}, {g,{1,2}})
Ces convexités géométriques sont étudiées dans la prochaine
section.

Remargue : La notion de mineur proposée par Jamison-Waldner

généralise la notion habituelle de mineur en Théorie des

Matroides.

§2. CONVEXITES GEOMETRIQUES ET SHELLING STRUCTURES

(2.1) Les convexités géométriques finies (convex geometries de
Edelman, Jamison [84], antiexchange-closure systems; Edelman
[80], Jamison [80], ou convexité extrémement détachables

de Jamsion [74]), sont les convexités dans lesquelles tout
convexe est 1l'enveloppe de ses points extrémaux. Elles
constituent une structure déja suffisamment riche pour

mériter un développement théorique. Ces structures jouent,

en un certain sens, un rdle dual de celui des matroides dans

le cadre de la théorie des greedoides introduite récemment

par Korte et Lovasz [843] :

—

Vf?;?Greedoids <5~“*-~_-~4
Matroides Convexités —— Shelling

géométriques Structures

Matroides orientés

Nous nous limitons dans cette section aux convexités
géométriques; mais il est clair que 1l'axiome (€62 qgui lLes
définit (ci-dessous) a un sens dans le cas infini. Dans toutes
les autres sections, le terme convexité géométrique signifie

convexité satisfaisant (CG2).



(2.2) GREEDOIDES : (E,a&R) E : ensemble fini ¥c 2%

(parties accessibles du greedoide)

(Gl) @ € K

(G2) Si A,BER , IBI>I|al , alors 3beEB~NA , AU{bleR

(2.3) MATROIDES : (E, ) E : ensemble fini & & 2

(M1) (E, ) est un espace 3 convexité

(M2) Si b,c€&<a > , c€<AU{b}>8 , alors be€e<aUu{cl>

(2.4) CONVEXITE GEOMETRIQUE FINIE : (E,¥) E : ensemble fini ,
€ c X
(CG1) (E,€) est un espace a convexité.

(CG2) sSsi b,c€<A>e, b # c , c€<AU{b}>g

alors bé¢<aUu{ c}k

(2.5) SHELLING STRUCTURE : (E,&) E : ensemble fini, fPc2F

(s1) pge& , E€®
(s2) si A,B€& , B¢A , alors 3IbeEB~A , AU{b}ed

(2.6) On notera la similitude des axiomes (M2) et (CG2).
L'ensemble des parties libres (au sens de la convexité !)
d'un matroide (E, €) forme les ensembles accessibles d'un

greedoide. L'ensemble des parties de la forme ENC , CE€ €

dans une convexité géométrique finie (E, ) constitue les

ensembles accessibles d'une shelling-structure sur E (et

réciproquement). Enfin, les shelling-structures sont des

greedoides puisque l'axiome (S2) implique 1l'axiome (G2).



Nous verrons plus loin que chague matroide orienté (E,0)
détermine canoniquement a la fois un matroide sur E et

une convexité géométrique.

(2.7) Soient (E,®¥) un espace a convexité quelconque

et AcE . Un point a€A est un point extrémal de A

si ag§<A~a> . L'ensemble des points extrémaux de A , ext(A)
est le profil de A . Une partie BcA engendre A si
Ac <B> . Une partie génératrice minimale de A est un

génome de A .

(2.8) THEOREME (Bjorner [83], Edelman, Jamison [84], Korte,

Lovasz [84al) . Pour un espace & convexité fini (E, 8B)

les propriétés suivantes sont équivalentes.

(2:8x31) & satisfait (CG2).

(2.8.ii) Propriété de Krein-Milman : tout convexe est

1l'enveloppe de son profil.

(2.8.iii) Tout convexe a un génome unique.

(2.8.iv) Pour tout convexe C et tout point pé&€C ,

p est extrémal dans <CU{pl}> .

(2.8.v) Pour tout convexe C il existe un point p¢€C

tel que CU{p} soit convexe.

(2.8.vi) Pour tout copoint C relatif & p , Cu{p}

est convexe.

(2.8.vii) Toute chaine maximale de convexes,

ﬂcC,C...chcX a la mé&me longueur.
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(2.8.viii) Pour tout convexe C , la relation pe<Cug> ,

notée p s 9 est une relation d'ordre.

(2«8« d3%] Chague copoint est relatif & un unique point.

(2.8.%) (Hoffman [79]) . Pour tout AcE , l'intersection

de deux parties qui engendrent A engendre A .

(2.9) Systémes_d'ordres_totaux.

L'ensemble des ordres totaux sur un ensemble E est noté E!
Pour éclairer le lien entre convexités géométriques et
shelling structures mentionnées ci-dessus (2.7), il apparait
commode de présenter simultanément les deux structures
comme deux aspects de la donnée d'un systéme d'ordres totaux

sur E . Il s'agit 13 des ordres compatibles au sens de

Edelman-Jamison €tdes ordres d'accessibilité& ou mots de base

au sens de Korte-Lovasz.

Soit épggE! un ensemble d'ordre totaux. Une partie ACE
est dite J-initiale (resp. P-finale) s'il existe ac€E

et $€\’P tels que
m

A={x€E;x§a} (resp. A ={x€E ; as$x}) .

Un ordre %EE! est dit co-initial avec J si toute

partie %-initiale est J-initiale. Un systéme initial
d'ordres sur E est un ensemble d'ordres, soit N o , qui
contient tous les ordres co-initiaux avec lui-méme. Les
systémes finaux sont définis de la méme maniére, mutatis

mutandis.



THEOREME . Soit % un systéme initial d'ordres totaux sur

un ensemble fini E . Alors 1l'ensemble des parties F-initiales

(resg.:P—finales) est l'ensemble des parties accessibles

d'une shelling structure sur E (resp. est 1'ensemble des

convexes d'une convexité géométrique sur E ).

(2.10) Grdce & la correspondance explicitée ci-dessus, les
propriétés caractéristiques (2.8.i) et (2.8.x) peuvent se
formuler en termes de shelling structures. Méritent &galement
l'attention, les caractérisations des shelling structures

parmi les greedoides

THEOREME (Korte-Lovasz [84a]) . Pour un greedoide (E,R)

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(2.10.1) (E,R) est une shelling structure.

(2.10.1ii) Eefr et Jt est stable par union.

(2.10.iii) si A , Au{x} , Au{y}ed alors

Au{xytedk .

(2.10.1iv) Si A,B,AU{x} e et AcB alors (propriété

d'intervalle sans borne supérieure), BlJ{x}EZJt.

Remargue : Pour que & soit 1l'ensemble des indépendants

d'un matroide sur E , il faut et il suffit que

le greedoide (E,y satisfasse

(2.10.iv') (propriété d'intervalle dans borne inférieure),

si A,B,AU{x}€R et BcA alors BU{x}ed¥ .
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(2.11) Exemples : Les convexités géométriques finies

forment une variété (cf. 1.16). Outre les convexités finies
induites par la convexité euclidienne ordinaire, de nombreux
exemples de convexités géométriques montrent la généralité

de la théorie :

- Convexité d'ordre : les convexes sont les intersections

d'intervalles relatifs & un ordre partiel donné voir (4.1)

- Convexités ijnitiales : formées des idéaux d'un ensemble

ordonné (E, <) , c'est-&-dire des parties AcE telles que :
a€A , x<a impliquent Xx€A . Un cas particulier important

est celui des convexités monotones, c'est-i-dire formées des

idéaux d'un ensemble totalement ordonné. Les convexités
monotones jouent le r8le d'atomes dans le treillis des

convexités géométriques sur E . (Jamison [82]). Voir (4.2).

- Convexité de matroide orienté acyclique : voir (2.6) .

- Convexité par chemins minimaux dans les graphes triangulés :

(voir (3.4)

- Convexité géodétique dans les graphes ptolémaiques :

(voir (3.5)

- Convexité arborescente : formée des parties connexes
d'un arbre : (voir (4.3) & 4.5)

- Convexité& semi latticielle finie : cf. (4.6)

D'autres exemples intéressants sont dévelo és dans Jamison-
p pp

Waldner [84] et dans Korte-Lovasz [84a].
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(2.12) Résultats

L'intérét de la théorie des convexités géométriques

se manifeste par la simplification et l'unification de
résultats auparavant dispersés, mais aussi par l'obtention
de résultats nouveaux, présentés ci-dessous relativement

a une convexité géométrique finie (E,€) .

Jamison-Waldner [81], Hoffman [79] : h(®) = rang (8)

Un treillis T est inf-distributif si lorsque x est

l1'infinum des éléments couverts par y alors l'intervalle

[x,y] est un treillis booléen.

Edelman {80al] : Soit (E,®) un espace & convexité finie.

Alors (E,¥) est une convexité géométrique si et seulement

si le treillis (€, =) est inf=distributif.

Edelman, Jamison [84]: Dans le treillis (e,_C_) des

convexes de (E,®) 1la fonction de Mdbius est donnée par :

{(--l)ID'-CI si D~Ccext (D)

u(C,D) =
0 sinon.

(Pour la signification de la fonction de Mobius, voir, par

exemple Rota [64], ou Aigner [79]).

Lawrence (unpublished, cf. Edelman, Jamison [84])

Soit Lk le nombre de parties libres de cardinalité k ,
relativement & (E,é?) . Alors Z(—l)k Lk = 0
k
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Soit Z(n) le nombre de suites croissantes de n convexes

') ECH_S--- cC _cE . Alors n =+ Z(n) est une fonction

n

polyndme. C'est la fonction zé&ta de l'ensemble ordonné (C, <) .

Une fonction f : E -~ {1,...,n} est dite extrémale si pour
tout convexe C€ §& , f atteint son maximum sur C en un

point extrémal de C . La fonction est strictement extrémale

si, pour tout cee , £ n'atteint son maximum sur C

gqu'en des points extrémaux.

Edelman [80a] (cf. Edelman, Jamison [84], Edelman [80b],
Stanley [741]):

5

Z(n) est le nombre de fonctions extrémales f : E > {1,...,n)

(_l)IEI

Z (-n) est le nombre de fonctions strictement

extrémales f : E > {1,...,n} .

Korte, Lovasz [84c], Jamison [84] : L'ensemble des ordres
totaux compatibles avec (E, &) induit un sous-graphe

connexe du permutoédre sur E (3 rapprocher de (4.7)).

Notons que les convexités géométriques peuvent également
étre caractérisées par mineurs exclus, voir (1.17) ;

pour une autre définition des mineurs, voir Korte, Lovasz [84b].

Korte et Lovasz [84b] ont introduit une notion de circuit*:
AcE est un circuit de (E,; B) si A est non libre mais
A ~a est libre pour tout a €A . A contient alors un
unique point non extrémal, appelé sa racine. La convexité
euclidienne vérifie la propriété :

*identique & celle de la théorie des matroides.



(cG3) Si AU{x} et AU{yl! ont deux circuits de racines
X et y respectivement, il existe un unique circuit de

~

racine y de la forme A'U{x,y} ol A'cA .

THEOREME (Korte, Lovasz [84b]) . Il existe une fonction

f : N >N telle que toute convexité géométrique vérifiant

(CG3), ayant au moins f(n) points et dont toute partie

de trois points est libre, est de rang >n .

Ce résultat généralise un théoréme fameux de Erdds et

Szekeres {35] : Il existe une fonction f : NN - N telle que

tout ensemble de f(n) points dans le plan dont trois

quelconques ne sont pas alignés contient n sommets d'un

polygone convexe.

(2.13) Matroides_orientés_acycligues

Les matroides orientés constituent un cadre axiomatique
général pour traiter d'une maniére élégante la géométrie

des configurationsde points, configurations "orientées"

dans le sens ol l'on prend en compte les séparations opérées
dans l'ensemble des points var les hyperplans. Voir

Bland, Las Vergnas [78] et Folkman, Lawrence [78]. Ce point
de vue permet, pour les matroides "acycliques" la définition
de faces, comme pour les polytopes de IRd . Ces faces,
ordonnées par inclusion, forment un treillis (Las Vergnas [80]).
Un point p est dit extrémal si {p} est intersection de
faces. Un matroide orienté acyclique de rang r a au moins r

points extrémaux (Las Vergnas [80]). En fait, le point de vue



"orthogonal", au sens des matroides, permet d'associer

d'une maniére simple une convexité& & un matroide orienté
acyclique (voir ci-dessous), dont les points extrémaux seront
exactement ceux du matroide : remarquons que le théoréme de
Radon dans ZRd implique, pour tout ensemble A de n>d+2

points, l'existence d'une partition de cet ensemble,

A=A & A

1 9 telle que : Conv (A

l) N Conv (Az) z g .

De méme, toute partie dépendante minimale ( = support d'un
circuit signé) dans un matroide orienté se partage d'une maniére
unique en deux parties dites positive et négative. Le matroide
orienté est dit acyclique si ces partages sont de vraies

partitions.

Soit @ 1'ensemble des circuits signés d'un matroide orienté
acyclique M sur E . Les circuits signés de la forme
A ® {a} peuvent &tre considérés comme des opérateurs convexes
A > {a} et déterminent ce que Las Vergnas a appelé la

convexité du matrolide orienté acyclique M . Cette notion de

convexité coincide en fait avec celle de Goodman et Pollack [82],
introduite pour les arrangements de pseudodroites (voir aussi

Cordovil [83] et Folkman, Lawrence [78]p. 204).

Las Vergnas [80] a montré que la propriété de Krein- Milman
(propriété 2.8.ii) était valide pour les convexités de matroides
orientés acycliques. Une autre preuve simple est fournie par

Edelman [82] : les convexités de matroides orientés acycliques

sont des convexités géométriques.

Probléme : Caractériser les convexités de matroides orientés

acycliques.

)
o
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(2.14) Caractérisations_des_matroides orientés par_les

Soit M un matroide orienté sans boucles sur un
ensemble E . Une paire {A,B} de parties de E est dite
séparable si A et B sont disjoints et si aucun circuit
signé X = (X',X) ne satisfait X+§A et X <B . Une
Une séparation est une partition {A,E~NA} de E qui est

séparable.

Soit p€E et P un ensemble de 2-partitions. Posons
p=~n{a; {A,ENA}€P®} . Une 2-partition {A,B} de

est dite p-liée si p€A et {A~p,BUp}€e® . On pose

P<~p = {{A~p,B} ; p€a,{a,B} €}
9

®/p + {{A~Dp,B} ; p€a,{ar,B}€Pet {A,B} est p-lide

et par induction §&\{Xl"'xk} = (§>\~{xl...xk_l})~\xk

IR _ o

3/{Xl...xk} = f 9 /{xI...xk_l})/xk .
Bienia, Cordovil [85] : Un ensemble %  de 2-partitions de E

est l'ensemble des séparations d'un matroide orienté sans

boucles si et seulement si pour toute paire X,Y de parties

gg E on a :

(®/x)~Y = (P/v) ~x

(2.15) Théorémes de_séparation dans les _matroides orientés

Soit M un matroide orienté acyclique. Pour XcE ,

M(X) désigne le sous-matroide induit sur X . <X>M désigne
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l'enveloppe convexe de x dans M , XM désigne le matroide
obtenu en changeant de signe sur X . Considérons les diverses
propriétés de séparation suivantes, relatives 3 deux parties

A et B de E :
(1) A et.'B sont séparables.

A
(iii) Il existe une partition {A',B'} de E telle que

(i1) EM(AllB) et -M(AUB) sont acycliques et ANB = g .

K'M soit acyclique.
(iv) Il existe une extension M' de M telle que A et
B sont séparés par un hyperplan de M' .

(v) Dans toute extension M" de M (A U B)

<A>M " n <B>Mll = g
(vi) Dans toute extension M' de M, <A>M,n<B>M| =g
Alors, il y a équivalence entre les propriétés (i), (ii),

(iii) et (iv). De plus (iv) = (v) = (vi).

Ces implications sont de faciles conséquences des résultats
de Las Vergnas [80] ou de Mandel [82].
Mandel conjecture que (v) = (iv) ; par contre, il a

montré , par un contre-exemple de rang 4, que (vi) $ (v) .

Probléme : Etudier les convexités géométriques infinies, en

particulier 1la Propriété de Krein-Milman.
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CONVEXITE DANS LES GRAPHES ET HYPERGRAPHES

(3.1) Longtemps limitée 3 1'herbier des graphes géodétiques

(0@ le plus court chemin entre deux sommets est toujours unique) -
probléme posé par Ore [62] - 1'étude de la convexité dans les
graphes ne s'est affirmée que récemment : Feldman HOgaasen [69]
étudie la convexité dans le permutoédre, Nebesky [70,71] et
Mulder [78,80] é&tudient les graphes & "médiane" (voir aussi
Mulder et Schrijver [79]; puis Harary et Nieminen [81], Jamison
[81a] , Duchet, Meyniel [83] abordent une définition générale

de la convexité sur les graphes (voir également Farber,Jamison
[83], van der Cruyce [84], Duchet [78,85], Jamison, Nowakowski

[841).

(3.2) Convexité sur un graphe__G__connexe.

Sans perte en généralité, les graphes considérés sont

connexes; le graphe complet 34 h sommets est noté Kh . S1i G
G = (S,A) est un graphe ( S = ensemble des sommets,

A

ensemble des arétes), on appelle convexité sur G une

partie lf::zS telle que

(CG1) (5,€) est un espace i convexita.

(CG2) Tout convexe induit un SOus-graphe connexe de G .

(3.3) Relations avec le nombre_de_Hadwiger.

La contraction dans les graphes est une opération quotient

relative 3 des parties connexes :
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si w= (S ..,Sh) est une partition de 1l'ensemble S des

1"

sommets d'un graphe en ensembles connexes, la contraction
de G par w est le graphe G/n ot Sl""’sh sont les

sommets, Si et Sj étant adjacents dans G/n s'ils sont

adjacents dans G (i.e. il existe s; ESi et Sj €Sj tels

que [sisj] soit une aréte de G ). La fameuse conjecture
de Hadwiger [43] :

"Si Kh n'est pas une contraction de G » alors G

est colorable en h couleurs."

est égquivalentepour n = 5 au probléme des quatre couleurs

(Wagner [60], cf. Young [71]). On appelle nombre de Hadwiger

ou nombre de contraction d'un graphe G 1le plus grand entier h

tel que Kh soit une contraction de G . Ce nombre noté

q(G) est étroitement 1ié 3 la convexité !
En effet :

Duchet, Meyniel [83] : Pour toute convexité ¢ sur un graphe

connexe G on a : h(if)fr,(G) et r(?)sq(G) . De plus

q(G) est exactement le maximum des nombres de Helly des

convexités sur G .

CONJECTURE : r(¥) < N(G)+1 sauf si G est un arbre (dans ce

cas r<4 et p(c) =2) .

Une application de-ce résultat aux surfaces compactes
connexes par arcs : les convexes intrinséques de la surface
(i.e. les ensembles de points qui contiennent toutes les
géodésiques joignant deux de leur points) satisfont 1la
propriété de Helly (H

k) ol k est le nombre chromatique de

la surface.

91



(3.4) Convexité par_chemins minimaux (m-convexité)

Soit G wun graphe. Posons x,y » z si 2z est un
sommet d'un chemin minimal joignant x et y : "minimal"
signifie que deux sommets non consécutifs dans le chemin
ne sont pas adjacents dans G . Les opérateurs X,y > 2
définissent une convexité sur G appelée m-convexité de G 7
dont les nombres de Carathéodory, Helly et Radon sont

respectivement notés cm(G) ; hm(G) . rm(G) . On a

(Duchet [85a]) :

cm(G) = 2
hm(G) = w(G)
rm(G) = w(G)+1 si G n'est pas un arbre.

Ici w(G) est le nombre maximum de sommets deux 3 deux
adjacents dans G . Le résultat relatif 3 hm a été obtenu
indépendamment par Jamison et Nowakowski [84]. La m-convexité,
appelée "monophonic convexity" par Jamison, est une convextié
géométrique si et seulement si le graphe est triangulé (Farber,
Jamison [83]), c'est-a-dire si tout cycle de longeur > 4

posséde une corde.

(3.5) Convexité géodétigue (g-convexité) .

Soit G wun graphe. Posons X,y - z si 2z est sur
un plus court chemin de x & y dans G . La convexité

déterminée par ces opérateurs est appelée convexité géodétique

du graphe ou g-convexité. Il apparait que la g-convexité est,
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contrairement 3 la m-convexité, tout i fait générale
les nombres de Caracthédory, Helly et Radon sont notés

C_.

y X
g9

h
g9 g

Duchet [85b] : Soit (E,€) un espace 3 convexité

finie. Alors, il existe un graphe fini G tel que 3

el )

hg(G) = hg(C)

cg(G)

rg(G) = rg(CJ

La g-convexité d'un graphe G est une convexité

géométrique si et seulement si G est ptolémaique (Farber,

Jamison [83]), c'est-a-dire si on a pour tout quadruplet
p

X,¥/2,t de sommets de G 1'inégalité
d(x,y)d(z,t) < d(x,z)d(y,t) + d(y,z)d(x,t)

od d(a,b) désigne la longueur minimum d'un chemin de a

~

da b dans le graphe.

(3.6) Hypergraphes

Farber et Jamison [83] ont &tudié des définitions
analogues pour les hypergraphes, i.e. les structures (s,¥)
ol 1(55 2 et ont caractérisé les hypergraphes "totalement
équilibrés" ( = qui ne contiennent comme structure induite aucun

cycle de la théorie des graphes) par une propriété de convexité.

L'ensemble ¥ des hyperarétes d'un hypergraphe H = (s, %)

peut aussi étre vu comme une base d'une convexité, dite

convexité propre de H . La propriété de Helly, notamment,
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a été étudiée de ce point de vue (cf. Mulder, Schrijver [79]).
Le nombre maximum d'hyperarétes d'un hypergraphe p-uniforme
(i.e. toutes les hyperarédtes ont P éléments) & n sommets

qui vérifient la propriété de Helly (Hk) avec k<p est

<g:i) avec égalité si et seulement si 1'hypergraphe est

formé des p-parties qui contiennent un méme sommet (Bollobas,

Duchet [79,831]).

STRUCTURES ORDONNEES ET ARBORESCENTES.

(4.1) Convexités d'ordre

La convexité d'ordre 0Ord(X, <) associée ensemble ordonné
(X, <) , peut étre définie par ses copoints : tout élément

x €X a deux copoints

C (x) {y’EX ; x~fyf

ct(x)

{ye}(; yrfx}
comparer a la définition (2.11). Ainsi Ord (X) vérifie 1la
propriété CP(3,2) du paragraphe (1.11) et satisfait l1'inégalité

Pp-1 S(mrl)(pz-l) pour les nombres de partition (Jamison-

Waldner [81]).

THEOREME (Jamison [79]) . Une convexité f’ sur un espace X ,

IXI >2 , est la convexité Ord (X, <) pour un ordre < sur X

si et seulement si elle satisfait aux trois conditions
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(i) Toute partie libre est réunion de deux convexes.

(ii) c(&) =2 .

(iii) Chaque sous-espace d'au plus 5 points est un espace

& convexité d’'ordre.

THEOREME (Jamison [79]) . Pour tout espace 3 convexité (X,¥¢)

les propriétés suivantes sont équivalentes

oo

(iv) ¢ est une convexité d'ordre total sur X .

(v) PTOut sous-espace d'au plus 4 points est un espace

a convexité d'ordre total.

(vi) rang (¢) <2 , ¢ vérifie l'axiome (CGL) des

convexités géométriques et pour tout couple de points

X,y + X #y , il existe un hémispace qui contient x

et non vy .

Il est a noter que la propriété de Krein-Milman (2.8ii)
n'est plus vraie en général pour les convexités d'ordre sur un
ensemble infini X , méme si l'ordre est total. Cette propriété
est vraie pour les parties A <X qui sont localement complétes,
i.e. qui contiennent, pour chaque a €A un élément minimal
< a et un élément maximal >a . Ainsi (2.8ii) est vraie pour

les convexités d'ordre sur les treillis complets (Franklin [62]).

(4.2) Convexités initiales

Si (X, <) est un ensemble ordonné, Id(X, <) est
la convexité formée des idéaux de (X, <) (downset-convexity,

dans Jamison-Waldner [82]).
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THEOREME (Edelman, Jamison 84 , Korte, Lovasz 84b ) .

Une convexité ¢ sur un ensemble fini X est une convexité

initiale si et seulement si elle a les deux propriétés :

(1) € est une convexité géométrique.

(ii) L'union de deux convexes est convexe.

Il n'est pas difficile d'étendre ce résultat au cas
infini.
Un cas particuliérement simple de convexités hiérarchiques

est celui des convexités monotones, formées des idéaux d'un

ordre total. D'aprés notre présentation des convexités
géométriques finies et des shelling structures (2.9 ), i1 n'est
pas difficile de voir que toute convexité géométrique finie

(E,€) a une base ®=.BIU32U ...U.Bk telle que ‘Bi

soit une convexité monotone.

Probléme : (Jamison-Waldner [82])
1/ Etudier la "dimension convexe" d'une convexité géométrique ,

i.e. le plus petit entier k qui satisfait aux conditions

ci-dessus.

2/ Caractériser les joints de convexités d'ordre total, c'est-
a-dire les convexités qui ont une base de la forme
B =BlU Bzu ...UBk oll les Bi sont des convexité d'ordres

totaux.



(4.3) Convexités d'arbre.

Si un graphe T est un arbre, toutes les notions de
convexité sur T (voir (3.2)) coincident en une seule

convexité t;T dite convexité d'arbre. Les convexités d'arbre

ont la propriété CP(3 2) et vérifient donc l'inégalite
p ] ‘ n:

pm-l‘f(mrf)(pz?l) pour les nombres de partition (cf. ¥, 11)).

Les points extrémaux sont les sommets pendants.

THEOREME (Duchet [78]) . Pour qu'une convexité & sur un

ensemble E soit une convexité finie d'arbre, il faut et

il suffit qu'elle ait un nombre de Helly < 2 et qu'elle

vérifie :

(i) (COH) A,BE € et ANB # § impliquent AUBe ¥ .
(11) R(&) <2 . o

(iii)  ® est une convexité géométrique.

(4.4) Convexités cohérentes.

~

Un espace a convexité (E,¥) est dit cohérent s'il
vérifie 1'axiome (COH) du paragraphe précédent. Pour toute
partie 3t de 72E’;”il existe une plus petite convexité

cohérente contenant J , dite engendrée par 3t .

THEOREME (Duchet) . Une convexité 4 sur un ensemble fini E

est d'ordre total si et seulement si

(dd 8 est cohérente.

(11) .r(8) <3

(144) . & est une convexité géométrique.
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Une famille de parties 3t d'un ensemble E est

dite arborée (resp. d'intervalles) s'il existe un arbre

T sur E (resp. une chaine C sur E ) tel que tout

membre de J€ soit connexe relativement 3 T (resp. 3 ¢ ).

Comme des résultats Précédents on obtient

Duchet [78], Flament [78] . Soit E un ensemble fini. Pour
que It <2F Soit d'intervalles, i1 faut et il suffit que
la convexite cohérente engendrée par J¢ soit de nombre de

Helly < 2

Tucker [72] (cf. Trotter, Moore [76], Duchet [781) : soit E
un ensemble fini, pour que e}?(:ZE soit l'intervalle, il
faut et i3 suffit que 1a convexité cohérente engendrée par J€
SOit de nombre de Radon < 3

(4.6) Convexiteé semi-latticielle

Soit (T,<) un inf-semi-treillis, L'ensemble des sous-
demi-treillis (i.e. les eénsembles fermés pour 1'opérateur
infinum) constitue une convexité T appelée convexité

semilatticielle de T . - Le nombre de Carathéodory

de cette convexité n'est autre que la "breadth" de T 5
invariant bien connu des demi-treillis (cf. Birkhoff [67] p.99
ou Crawley, Dilworth [73] p.38). Le rang d'une convexité

finie ® en général n'est autre que 1a "breadth" de l'inter-
demi-treillis des convexes ge € - (Remarques de Jamison-

Waldner [82].
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(4.7) Ordres_partiels_et_permutoédres.

Feldman-Hogaasen [69] a &tabli une correspondance de
Galois entre les ordres partiels sur un ensemble fini E

et les parties g-convexes du permutoédre de base E

°
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