
ARBRES D'ANDRE NOMBKES DE CARLITZ ET D'ENTRINGER

Yves POUPARD

Notre propos est de completer 1'etude de 1'un do. s complexes d'Andre

introduits par D. FOATA et M. P. SCHUTZENBERGER dans Llj> a savoir celui

des arbres d''Andre, et notamment de montrer comment retrouver assez sim-

plement 1 un des resultats etablis au moyen d'un procede ingenieux mais

relativement complique par Chrlstiane POUPARD dans [2^) .

Nous revenony ainsi, pour les dcvelopper, sur les justifications des

propositions (3-0), (3-2) et surtout (3-4) de notre precedent expose [3}
dont Ie present expose constitue un prolongement.

En [3], nous avons appele "arbre hierarchique" construit sur 1'ensem-

ble de sommets ^0, 1,..., n^ Ie graphe de toute application 1~C de [l;n~l vers
[0;n-lJ telle que pour tout entier A de 1 anon ait rC(^) <. X-l , et nous
avons convenu de designer par c^? 1'ensemble de ces arbres.

A tout arbre de L nous avons associe son type, a savoir la suite
R = (r^, r,,..., r^) ou, pour tout ^ de 0 an, r, est Ie nombre des antece.

n

dents du sommet \ de cet arbre (=? r^O).

Nous avons constate que cette suite appartient a 1'ensemble (^_ des

suites de Catalan d ordre n, caracterisees par les conditions :

r^ 6. IN pour tout >- de 0 an

^ r, = n
A=0

x=o
r^ - v ^ r pour tout v de. 0 a n

v-1
Y.

\=0
(^ . E_ ^>, 'J pour tout v de 1 5 n)

Nous avons aussi verifie que Ie nombre d'arbres de rf ayant pour type
une suite donnee R appartenant a (° est :

n
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N(R) =

Nous appelons "arbre d'Andre" un arbre hierarchique dont tout sommet a,
au plus, deux antecedents et designons par ^(n) 1'ensemble des arbres
d'Andre construits sur ^0, 1,..., n^- .

Notre objectif precls est d'etudier la repartii.-ion des arbres de j^ (n)
en fonction^d'une part du nombre de sommets sans antecedent e£ d'autre part
du consequent du sommet n.

Salt J^ (n, k) (avec 1^: k^l +^j) ie sous-ensemble de J-i (n) consti-
tue de ceux des arbres de fl (n) qui ont k sommets sans antecedent (et done

aussi k-1 sommets possedant deux antecedents et n-2k+2 sommets possedant un
un seul antecedent),

fli(n) (avec ° ^ i < n-1) le sous-ensemble de J=l (n) constitue de ceux
des arbres de j-\ (n) pour lesquels Ie consequent du sommet n est Ie sommet 1

et ^^(n, k) 1'intersection des sous-ensembles |-:)(n, k) et fl, (n) . (^)

Nous notons A(n), A(n, k), A^(n) et A (n, k) les cardinaux respectifs
de J^(n), J-Vn, k), J=|^(n) et ft^(n, k).

(On a bien sur :

A(n, k) = F A^(n, k) ; A (n) = F A (n, k) et
1 - k

A(n) = T. A(n, k) = ?: A^. (n) = Z A, (n, k)).
k ' i x ' (i, k) ^

A(n) est Ie nombre d'Andre precedemment note A ., dans F 31
n+1 "" L ..

Convenons aussi de designer par J(n, k) Ie nombre de Carlitz et par
E(n, i) Ie nombre d'Entringer precedemment notes respectiveement Jk , et
E,̂  dans H . ^ - -. --. -.-... -""

W(Cf. en annexe 1, donnee a tiEre d'exemple, la repartition des arbres de ̂ (4)
en fonction des valeurs de k et de i) .
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Ainsi on a :

n n-1

A(n) = T. J(n, k) = E E(n, i).
k.=l i=0

Rappelons que pour n ^>1 et k'^, 1, les nombres de Carlitz peuvent
etre determines de proche en proche au moyen des relations :

J(n, l) =1 Vn ^ IN ""

J(n, k) = 0 pour k ^ n+1
J(n+l, k) = k J(n, k) + (n-2k+4) J(n, k-l)

(1-1)
(l-l1)

(1-2)

Et de meme, pour n^, l et i ^, 0, les nombres d'Entringer par :

E(l, 0) = 1

E(n, i) = 0 pour i ^, n

. E(n+l, i) = E E(n, j)
j >, n-i-1

= A(n) - Z E(n, j)
J^. n-i-2

avec E(n, -2) = E(n, -l) = 0

(=^ E(n+l, n) = E(n+l, n-l) = A(n)

E(n+l, 0) = E(n, n-l) = A(n-l))

(2-1)

(2-1')

(2-2)

(2-2')

w

Les deux resultats centraux de 1'etude peuvent alors se formuler

A(n, k) = J(n, k)

A^(n) = E(n, i)
(I)
(II)

Bien que ces deux resultats soient deja connus, c'est la recherche d'une

justification simple e£ aussi directe que possible de (II) qui est a 1'ori-
gine de ce travail.

Notons que toute tentative de construction d'une bijection de 1'ensemble

J:|^(n) sur 1'ensemble de celles des permutations alcernees descendantes de
^0, 1,..., n^ dont ]c premier terme est i+1 a echoue.

(^) (Cf. en annexe 2 les tables respectives des nombres J(n, k), R(n, i) et A(n)
pour 1 ^ n ^ 5).
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On peut, corome il est facile de s en assurer, calculer de proche en

proche les nombres A (n, k) au moyen des relations cl-apres :

A, (l, l)= 1
Pour k= 1 et i^ n-1 :

A, (n+l, l. ) = 0

Pour k= let i=n :

A_(n+l, l) = 1

Pour k ^ 2 et i ^ n-1 :

(3-0)

(3-1-1)

(3-1-2)

A, (n+l, k) --= (k-l)A, (n, k) + (n-2k+4)A, (n , k-l) (3-2-1)

Pour k^2 et i=n :
n-1

A^(n+l, k) = T. A, (n, k) = A(n, k)
.

1=0 J
(3-2-2)

La justification de (3-2-1) repose sur la repartition des arbres de

(n+l, k) en deux classes, selon que Ie consequent du sommet n n'a pas,

ou a, un autre antecedent que n :

- on obtient un arbre de la premiere de ces classes a partir d'un arbre de

^. (n, k) moyennant remplacement du sommet n par un sommet n+1, et rattache-

ment d'un nouveau sommet n a 1'un des k-1 autres sommets sans antecedent ;

- on obtient un arbre de 1'autre classe a partir d'un arbre de pl. (n, k~l)

moyennant remplacement du sommet n par un sommet n+1 et rattachement d'un

nouveau sommet n a 1 un des n-2(k-l)+2 sommets ayant un et un seul antecedent .

On remarque que la sommation des nombres A^. (n+l, k) par rapport a i s'ef-

fectue dans difficulte mais qu'il n'en va pas de meme en ce qul concerne la

sommation par rapport a k.

Compte-tenu de ce que 1'on a :

n-1

A(n+l, k) = S A, (n+l, k) + A^(n+l, k),
i=0 1 ' n

W (Cf. en annexe 3 les tables des nombres A^. (n, k), A(n, k) et A^. (n) pour

^/ " <. 5).
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la sommation par rapport a i donne pour k = 1 :

A(n+l, l) = A(n, l) = 1

et pour k ^ 2 :

A(n+l, k) = k A(n, k) + (n-2k+4) A(n, k-l)

(3'-1)

(3'-2)

Ceci permet de demontrer par recurrence au moyen de (1-1) et (1-2) 1'egalite
(I) : A(n, k) = J(n, k)

Nous ne pouvons malheureusement. pas poursuivre une demarche analogue

pour demontrer aussi rapidement 1'egalite (II) et expliquer pourquol 1'on a

A^(n) = E(n, i).

II convient alors de considerer d'autres sous-ensembles de 1'ensemble

f^(n, k) que les n sous-ensembles J^^(n, k), J=|^(n, k) , . . . , J=t (n, k) .

Soit 3^(n, k) (avec j ^{0, 1, 2J ) Ie sous-ensemble dej^(n, k) constitue
de ceux des arbres de J:)(n, k) pour lesquels Ie sommet i a j antecedent(s) et
B^(n, k) Ie cardinal de3J. (n, k).

Soit aussi A(n) Ie sous-ensemble de (3'_ constitue de celles des suites

de Cn Pour lesquelles on a r ^ {0, 1, 2j pour tout ^ de 0 an,
J^-(n, k) Ie sous-ensemble de ^f(n) constitue de celles des suites de )^-t(n)

dont Ie nombre de termes nuls est egal a k (=^ Ie nombre des termes valant

1 est n-2k+2 et celui des termes valant 2 est k-1),

etj-<^(n, k) 1e sous-ensemble de J<(n, k) constitue de celles des suites de
J^. (n, k) pour lesquelles on a r. = j

2

(=^ Vi 6[0, nJ, U ^(^(n, k) = J^t(n, k)).
j=o

(Dans [3] , les ensembles Jl (n) etj^(. (n, k) etaient respectivement designes
par c'^t c^)-

Comme J^^(n, k) est 1'ensemble des types des arbres appartenant a
J^(n, k) , on a :

B^(n, k) = E N(R)
RfcJ-({(n, k)

(4-0-1)
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II est aise de verifier que pour n >, 2, si R
'YT((n, k) on a :

= (r^rp , r^) appartient a

N(R) =

n-2 v>

TT(. S r, - v»)
\)=0 X=Q

,
k-l

(4-0-2 )(3fc)

Les nombres B^(n, k) pourraient aussi se calculer de proche en proche
au moyen de formules dfc recurrence facile a etablir/*^

Ces nombres satisfont en outre a de nombreuses relations.

Mentionnons celles qui nous serviront pour etablir (II) :

Vi   [0, n] , on a :

B^(n, k) = E B^(n, k) = A(n, k)

A^(p. +l, k) = B^(n, k) + B^(n, k)

Vi   [l, n] , on a :

B^(n, k) = B^_^(n, k) + A (n, k)

Z B^(n, k) = E B?_/n, k) + A, _, (n)
k " k -L-l 1-J

z B?(n, k) = E A, (n)
k ' ' " J<i-l "j'

et Vi C [0, n-l],

B^(n, k) = B^_^(n, k)

(4-1)

(4-2)

(4-3)

(4-3')

(4-3-)

(4-4)

(*.) (Cf. en annexe 4, donnees a titre d'exemple, la grille de calcul et la
table des nombres BJ. (4, k)).

(-x^) (Cf. annexe 5) .

142



(4-1) resulte de ce que 1 on a

U 3Ji(n, k) = J=l(n, k) Vi 6 [0, n]

(4-2) se verifie immediatement en considerant la repartition des arbres

de J^^(n+l, k) en dr-ux classes, selon que Ie sommet i n'a pas, ou a, un autre
antecedent que Ie sommet n+1 .

(4-3) se verifie en considerant, pour i ^. 1, la repartition des arbres
dej^^(n, k) en deux classes selon que Ie sommet i-1 n'est pas, ou est, con-
sequent de i : on obtient un arbre de la premipre de ces classes a partir

d'un arbre dej-5. ^(n, k) moyennant permutation des sommets 1 et i-1 ; on
obtlent un arbre de 1'autre classe a partir d'un arbre de j^ ^(n, k) moyen-
nant remplacement du sommet n par un sommet i e. t pour tout j de i 5 n-1,

remplaceraent du ^ommet j par un sominet j+1.

De (4-3) par sommation par rapport a k on deduit (4-3)', puis par ite-

ration de (4-3'), compte tenu de ce que 1'on a B°(n, k) = 0 pour n ^, 1, on
deduit (4-3").

Reste a justifler (4-4).

Soit R = (r^, r^,..., r ) une suite appartenant a '7r((n, k)

et R' = (r^, r^,... r^) la suite definie par :

VA C [O, n-l^ r^ = 2 - r^_^

(^ rA =2 - rn-A-l)

et r' = r = 0
n -n

On verifie que 1'on a R' ^ -Tr^(n, k)

et N(R') = N(R)

Pour ce faire, on remarque que Vv>C [l, n] , on peut ecrire successive-
ment :
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v-1 v-1
Z r,' = 2 v- E r

n-A-
. =0 ^=0

n-v-1

2 \<- n + ^ r^ , pour v ^ n-1
x'=o A ' ^

n pour v> = n,

n-\)-l

ot 'ou I'on tire, puisque ^ r^/ >n-v pour v ^ n-1 et que r' = 0

,
Lr^ >/" v" >/1:

x=o

ce qui permet d affirmer que 1'on a R'fc?77(n, k), et aussi :

n-v-2

Z T^ - V =
x=o Lx S r^ , - (n-v-2) pour 0 <^ v ^ n-2

. =n A' ' "^ -^x'=o

puis, par consequent :

n-2 ^ v)
TT f E r^ - X;
v=0 \ A=0

n-2 / n-^-2

-\T / ^ r^> - (n-^-2)
v=0 \ \'=0

x

n-2
TT ^. \--v'} .

\>1=Q \ A'=0

ce qui permet d affirmer que 1'on a N(R') = N(R).

Ainsi en faisant correspondre a toute suite R de 717 (n, k) la suite R', on

definit une involution sur TTj (n, k).

Cette involiition est telle que pour i ^ n-1, si R fc ^J. (n, k) on a

RI 6"n?^:i-i(n'k)-

Par suite, puisque de plus N(R') = N(R), pour i ^. n-l, on peut ecrire
successlvement :

B^(n, k) = F. N(R) = F .

2-i

R&1)/^(n, k) R'^'TTl^l-i
N(R') = B^^_^(n, k) d'ou (4-4).

On peut d ailleurs construire 1'involution correspondante sur f:l(n, l<-)

qui, pour i ^ n-1, fait correspondre a tout arbre dej^'3. (n, k) un arbre de
^_^_^(n, k) mais cette involution est relativement longue a decrire.
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Nous pouvons maintenant verifier que 1'on a

A (n+1) = A(n) - ^ A, (n)
J<n-i-2

(4-5)

avec A_^(n) = A_^(n) = 0.

En effet, pour i=n, on salt que A (n+1) = A(n) et pour i^ n-1, compte
tenu respectivement de (4-2), (4-1), (4-4) et (4-3"), on peut ecrire succes-
sivement :

£ A, (n+l, k) = £ |B°(n, k) + Bi(n, k-l)|
1 1

T. A(n, k) - T. B:(n, k)
k ' k 1

A(n) - z B^-. _1(n. k)
k ll-x-i

= A(n) - T. A, (n).
J^n-i-2 3

Comme A^(l) = 1 = E(l, 0), (4-5) permet d'etablir par recurrence, au
moyen de (2-2'), 1'egalite (II) : A^(n) = E(n, i).
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Annexe 1. RepartiEion des arbres de 1'ensemble ^ (4) en fonction du nombre k
des sommets sans antecedent et du. consequent i du sommet n = 4.

^

^
^ /4

It, 's
r\3 I y.

0

3 4 t

V^IYV-Vt;
-°... -. ° ! ° c) . . c3 <->

t. <tZ ^ ! ^ 4

^ 1i'ti '(\r^

l+l

I

t+

-1

0

<t 4

V^ >v ̂>.

Annexe 2. Tables des nombres J(n, k) de Carlitz

des nombres E(n, i) d'Entringer
et des nombres A(n) d'Andre

pour 1 < n <^5
.-^ ^

^

^

-\

^

Tf^,^

z

-1

'+ i

^

2^

^

^4

F(^^)

s<̂

3

^

Lt

10

s-

-14 -16 ^

A^)

n |!^(«)|

-1

CL

tt 1^

61
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Annexe 3. Tables des nombres A^(n, k), A(n, k) et A^(n) pour 1 ^ n ^5

h^-J-

^..

0

h^iL

<-^
^

i

A. tz)

0

0

^=3

0

0

i

^\

h=<t

0

0-^

z

^

A(-i,^

0

0

^

z

0

1

5.

^

A (1.^

1

0

^

f^W

0

A(^A)

^

-f6

n=5'

A, (S^

0

-ic

0

10

-(t+

8

-<fc

l^(s,^

^ 16

^4

-f6 61

14-



Annexe 4. Grille de calcul et table des nombres BJ(4, k)

GRILLE DE CALCUL.

n. ^ioi<i^^*<)
4<TT~ ^1-10

5ouS- t-c>6juX ->

^-t it G o

^=t
^2. o ^ o
-< 2- -1 00

2LC? <t <1 0
t'f 0 -1 0

^^

<- 1 'f 1 00

<>ou^ - (-0 fr (?0 'X->

0 01 C? 2.
Z ^ 0 0 0

Sou$. 6o«:cau-7C->

h/CR)

-<
-1
1

z

^

2.

±L
-1
3

^

^

t

-(

A

0

1,
It

1-1

\^ 0

t

01

12-

10

12-1
If

3{ \^\
l^'l

0

|0

\^

11
1'1
1-1

Izl
\^
!iJ
lttl
M
]^
~^\

1^1

^

|4 |t.|

0

TABLE.

^\
^1

B:[l-)

U^o|
lts-1

1^1
l^ol
13=11
^t[

|j?o|
ri^i
Js£
f:^

nj-=T!
1^1

ofT
|C3

j£
lb7^~
Id

3T
OT^

|B3^A)
T

oil IZ-1

10

01

K<1 1122.1
122-1

10

i^ IKil

^1
0

C3|

^i

ls'1

Kl

^ h<ol fM
\vs\

H9i

-1C? ^^ ^fc A(» 6^
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Annexe 5. Formules de recurrence permettant de calculer de proche en proche

les nombres BJ. (n, k)

Pour k = 1 et i ^ n :

B^n+1, 1) = 0

,1
Bt(n+l, l) = 1 (= J(n+l , 1))

B^(n+l, l) = 0

Pour k = 1 et i = n+1 :

B^^n+1, 1) - I (- J(n+l, l))'n+1

Bn. i<n+1'1) = °

B_, (n+l, l) = 0'n+1

Pour k -^ 2 et i ^ n :
'.?

B^(n+l, k) = (k-1) B^(n, k) + (n-2k+4) B?(n, k-l)

B^(n+l, k) - B^(n, k) + k B^(n, k) + (n-2k+3) B^(n, k-l)
B^(n+l, k) = B^(n, k-l) + k B^(n, k) + (n-2k+4) B^(n, k-l)

(=? B^(n+l, k) = k B (n, k) + (n-2k+4) B (n, k-l)

^ A(n, k) = B^(n, k) = J(n, k))

Pour k ^. 2 et i = n+1 :

B^^(n+l, k) = J(n+l, k)

B^^(n. l. k) = 0

B^^n+l, k) - 0
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