’
ARBRES D'ANDRE , NOMBRES DE CARLITZ ET D'ENTRINGER

Yves POUPARD

Notre propos est de compléter 1'étude de 1'un des complexes d'André
introduits par D. FOATA et M.P. SCHﬁTZENBERGER dans [1], a savoir celui
des arbres d'André, et notamment de montrer comment retrouver assez sim-
plement 1'un des résultats établis au moyen d'un procédé ingénieux mais

relativement compliqué par Christiane POUPARD dans [2).

Nous revenons ainsi, pour les développer, sur les justifications des
propositions (3-0), (3-2) et surtout (3-4) de notre précédent exposé [3}

dont le présent exposé constitue un prolongement.

En [3], nous avons appelé "arbre hiérarchique' construit sur 1'ensem-

ble de sommets {O,l,...,n} le graphe de toute application Tde [l;n} vers
[O;n—I] telle que pour tout entier X de 1 a n on ait T(}) £ A-1 , et nous

avons convenu de désigner par‘C; 1'ensemble de ces arbres.

A tout arbre de QCn nous avons associé son type, a savoir la suite

R=(r ,r.,...,r ) oti, pour tout A de 0 @ n, r, est le nombre des antécé~
o’"1 n 2

A

dents du sommet X de cet arbre (= r = 0).

Nous avons constaté que cette suite appartient a 1l'ensemble Cjn des

suites de Catalan d'ordre n, caractérisées par les conditions :

~

r, € N pour tout A de 0 & n
n
¥ r)\:r‘

3w
V
Lory -V PN pour tout v de 0 a n
A=0

ov=1

(& L ry YV pour tout v de 1 3 n)

A=0

Nous avons aussi vérifié que le nombre d'arbres de °f; ayant pour type

une suite donnée R appartenant a (3 est
n
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N(R) = T

Nous appelons "arbre d'André" un arbre hiérarchique dont tout sommet a,

au plus, deux antécédents et désignons par P (n) 1'ensemble des arbres

d'André construits sur {O,l,...,n} :

Notre objectif précis est d'étudier la répartition des arbres de jQ(n)
en fonction‘d'une part du nombre de sommets sans antécédent et d'autre part

du conséquent du sommet n.

Soit f%(n,k) (avec 1 kgl + [Ef]) le sous-ensemble de jq(n) consti-

2
tué de ceux des arbres de [ (n) qui ont k sommets sans antécédent (et donc
aussi k-1 sommets possédant deux antécédents et n-2k+2 sommets possédant un

un seul antécédent),

qu(n) (avec 0 i < n-1) le sous-ensemble de JQ(n) constitué de ceux

des arbres de A (n) pour lesquels le conséquent du sommet n est le sommet i
p q q

: ; . ‘ (x)
et j\i(n,k) 1'intersection des sous-ensembles f?(n,k) et jﬂi(n).

Nous notons A(n), A(n,k), Ai(n) et Ai(n,k) les cardinaux respectifs

de P(n), Pn, k), A et A,

(On a bien sir

A(n,k) =7 A.(n,k) ; A.(n) = 2 A.(n,k) et
;i i i
i k
A(n) = % A(n,k) = ¥ Aj(n) = X A (0, k).
k i (i,k)
A(n) est le nombre d'André précédemment noté A_,, dans [3]

Convenons aussi de désigner par J(n,k) le nombre de Carlitz et par

: : T 2 . k
E(n,l) le nombre d'Entrlnger précédemment notés respectiveement Jn+l et

EX*2 gana ET

n+l

(%) (Cf. en annexe 1, donnée a titre d'exemple, la répartition des arbres de )

en fonction des valeurs de k et de i).
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Ainsi on a :
n n-1

A(n) = I J(n,k) = I E(n,i).
k=1 i=0

Rappelons que pour n » 1 et k ) 1, les nombres de Carlitz peuvent

étre déterminés de proche en proche au moyen des relations

J(n,1) =1 Vonemw™ {11y
J(n,k) =0 pour k 3 n+l (1-1%)
J(n+1,k) = k J(n,k) + (n-2k+4) J(n,k-1) (1-2)

Et de méme, pour n p) 1l et i . 0, les nombres d'Entringer par

E(1,0) =1 (2-1)
E(n,i) = 0 pour i R (2=1")
E(n+l,1) = L E(n,j) (2=2)
jyn-i-1
= Afn) - £ E(n,j) (2-2")
jgn—i—Z
avec E(n,-2) = E(n,-1) = 0
(:? E(n+l,n) = E(n+l,n-1) = A(n)
E(n+1,0) = E(n,n-1) = A(n-1)) (x)

Les deux résultats centraux de 1'étude peuvent alors se formuler

A(n,k)
A (n)

J(n,k) (1)
E(n,i) (11)

Bien que ces deux résultats soient déja connus, c'est la recherche d'une
justification simple et aussi directe que possible de (II) qui est & 1'ori-

gine de ce travail.

Notons que toute tentative de construction d'une bijection de 1'ensemble
. jqi(n) sur 1'ensemble de celles des permutations alternées descendantes de

iO,l,...,n} dont Jeo premier terme est i+l a échoué.

() (Cf. en annexe 2 les tables respectives des nombres J(n,k), E(n,i) et A(n)

pour 1 ¢ n QS).
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On peut, comme il est facile de s'en assurer, calculer de proche en

proche les nombres Ai(n,k) au moyen des relations ci-aprés

8 (1,Tj= 1 (3-0)
Pour k = 1 et i £ n-1

Ai(n+1,1)

I
)

(3-1-1)

Pour k = 1 et i = n

|
i

A (n+l,1) (3-1-2)

Pour k . 2 et i <~n—1

i

Ai(n+1,k) (k—l)Ai(n,k) + (n-2k+4)Ai(n,k—1) (3-2-1)

Pour k » 2 et i=n

n-1

I

A (n+1,K) L A0,k = An,K) (3-2-2)

j=0
La justification de (3-2-1) repose sur la répartition des arbres de
}qi(n+1,k) en deux classes, selon que le conséquent du sommet n n'a pas,

Ou a, un autre antécédent que n

- on obtient un arbre de la premiére de ces classes a partir d'un arbre de
f}i(n,k) moyennant remplacement du sommet n par un sommet n+l, et rattache-

ment d'un nouveau sommet n i 1'un des k-1 autres sommets sans antécédent

- on obtient un arbre de 1l'autre classe 3 partir d'un arbre de jqi(n,k-l)
moyennant remplacement du sommet n par un sommet n+l et rattachement d'un

nouveau sommet n a l'un des n-2(k-1)+2 sommets ayant un et un seul antécédent

On remarque que la sommation des nombres Ai(n+l,k) par rapport a i s'ef-

fectue dans difficulté mais qu'il n'en va pas de méme en ce qui concerne la

sommation par rapgort a k.

Compte-tenu de ce que 1'on a

n-1
A(n+l,k) = ¢ A.(n+l,k) + A (n+1,k),
i=0 * B

(X) (Cf. en annexe 3 les tables des nombres Ai(n,k), A(n,k) et Ai(n) pour

1 gn g 5).
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la sommation par rapport & i donne pour k = 1

A(n+1,1)

A(n,l) =1 (3'-1)

et pour k > 2

A(n+l,k) = k A(n,k) + (n-2k+4) A(n,k-1) LS

Ceci permet de démontrer par récurrence au moyen de (1-1) et (1-2) 1'égalité

(1) : A(n,k) = J(n,k)

Nous ne pouvons malheureusement pas poursuivre une démarche analogue
pour démontrer aussi rapidement 1'Ggalité (II) et expliquer pourquoi 1l'on a

Ai(n) = E(n,i).

I1 convient alors de considérer d'autres sous-ensembles de 1'ensemble

A(n,k) que les n sous-ensembles }qo(n,k), Jql(n,k),...,fﬁn_l(n,k).

Soit 331(n,k) (avec j e_{O,l,Z} ) le sous-ensemble de j%(n,k) constitué
de ceux des arbres de jﬁ(n,k) pour lesquels le sommet i a j antécédent(s) et

B%(n,k) le cardinal de‘j%i(n,k).

Soit aussi M(n) le sous-ensemble de C?n constitué de celles des suites

de (?n pour lesquelles on a r, EL{O,I,Z} pour tout A de 0 a n,

Jt(n,k) le sous-ensemble de }1(n) constitué de celles des suites de )1(n)
dont le nombre de termes nuls est égal & k (= 1le nombre des termes valant

1 est n-2k+2 et celui des termes valant 2 est k-1),

et‘y{i(n,k) Y2 sous-ensemble de 51(n,k) constitué de celles des suites de

M(n,k) pour lesquelles on a r, =3

2 :
(= Vie[on], U pimk = M@,0).
3i=0

(Dans [3], les ensembleSVYl(n) et_f((n,k) €taient respectivement désignés

par C; et Cl'_;k).

Comme f{i(n,k) est 1'ensemble des types des arbres appartenant a
jg%(n,k), on a
j _ .
Bi(n»k) = & ?(R) (4-0-1)
R € (n, k)
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I1 est aisé de vérifier que pour n Y 2, si R = (ro,rl,...,rn) appartient a

Wq(n;k)’on a

n-2 Vv
T(E r, - v)
N(R) - V=0 )\=O (4_0_2)(*)
2k—1

Les nombres B;(n,k) pourraient aussi se calculer de proche en proche

= . T i XX
au moyen de formules de récurrence facile i etabllr.( )

Ces nombres satisfont en outre a de nombreuses relations.

Mentionnons celles qui nous serviront pour établir (II)

V‘i € [O,n] , on a

B, (n,k) = jEO B (n,k) = A(n,k) (4-1)
A; (41,10 = B3(n,k) + Bl (n,k) (4-2)
Vi €[1,n] , ona :

Bg(n,k) = Bz_l(n,k) + Ay (n,k) (4-3)
i B (n,k) = i By (1) + A, () (4-3")
z B?(n,k) = A, (n) (4-3")
k jgi-1

et Vi €[o,n-1],
B0 = B2 (n,10) (4-4)

(¥) (Cf. en annexe 4, données a titre d'exemple, la grille de calcul et la

table des nombres Bq(4,k)).
i

(xx) (Cf. annexe 5).
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(4-1) résulte de ce que 1'on a

2 "
Bi,K) = A0 Vi € [0,n]
i=0
(4-2) se vérifie immédiatement en considérant la répartition des arbres
de j%i(n+l,k) en deux classes, selon que le sommet i n'a pas, ou a, un autre

antécédent que le sommet n+l.

(4-3) se vérifie en considérant, pour i > 1, la répartition des arbres
de j%i(n,k) en deux classes selon que le sommet i-1 n'est pas, ou est, con-
séquent de i : on obtient un arbre de la premiére de ces classes & partir
d'un arbre de 352_1(n,k) moyennant permutation des sommets i et i-1 ; on
obtient un arbre de l'autre classe a partir d'un arbre de j?i_l(n,k) moyen-~
nant remplacement du sommet n par un sommet i et pour tout j de i & n-1,

remplacement du sommet j par un sommet j+1.

De (4-3) par sommation par rapport a k on déduit (4-3)', puis par ité-~
ration de (4-3'), compte tenu de ce que 1l'on a Bg(n,k) = 0 pour n »1, on
déduit (4-3").

Reste a justifier (4-4).
Soit R = (ro,rl,...,rn) une suite appartenant a m(n,k)

et R' = (ré,ri,...r;) la suite définie par

2 e {o,n-1} ry =2 -r

n-i-1
— _ ot
(& =] 2 rn—x—l)
et r''=r = 0.
n n

Cn vérifie que 1'on a R' & wm(n,k)

et N(R') = N(R)

Pour ce faire, on remarque que Yy e,[l,n] , on peut écrire successive-~

ment
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n-v-1
2v-n + ’X Ty pour ¥ & n-1
v-1 V-1 A'=0
I r{y=2v- 31 r =
A=0 A A=0 n-A-1
n pour v = n,
n-v-1
d "ot 1'on tire, puisque A'Eo Iy » 0~V pour v < n-1 et que ré = 0
v-1
o YT

ce qui permet d'affirmer que 1'on a R'e_77(n,k), et aussi

)
0

I ™Mc<

A

n-v-2
-V = A'EO ryr - (n-v-2) pour 0 £V g n-2

3

puis, par conséquent

n-2
TT

v=0

N) n-2 n-v-2
I ry - v) = T ) Ty = (n-v-2)
A=0 v=0 A=

'

n-2 v
= T7 z rv—\)'\,
v'=0Q Art=g A ¥,

ce qui permet d'affirmer que 1'on a N(R') = N(R).

Ainsi en faisant correspondre a toute suite R de hz(n,k) la suite R', on

définit une invol

Cette involu

ution sur nl(n,k).

tion est telle que pour i g n-1, si Re 77i(n,k) on a

' ; 2—j
U LCH DR

Par suite, puisque de plus N(R') = N(R), pour i gn-l, on peut écrire

successivement

Bi(n,k) =

On peut d'ai
qui, pour i £ n-1

jBi:i_l(n,k) mais

TON@R) =1 NRD = B2 (0,10 d'on (4-4).

. e
Rem(n,k) R'em 1

lleurs construire 1'involution correspondante sur jq(n,k)

» fait correspondre i tout arbre dej%'i(n,k) un arbre de

cette involution est relativement longue & décrire.
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Nous pouvons maintenant vérifier que 1l'on a :

A.(n+l) = A(n) - z A, (n) (4-5)
i . . J
J & D=2

avec A_z(n) = A_l(n) = 0.

En effet, pour i=n, on sait que An(n+1) = A(n) et pour i,g n-1, compte
tenu respectivement de (4-2), (4-1), (4-4) et (4-3"), on peut écrire succes—

sivement

z Ai(n+1,k)
k

o 1
E [Bi(n’k) + Bi(n,k—lﬂ

)
= 7% A(n,k) - T B;(n,k)
k k

= A(n) - I B;_i_l(n,k)
k

Comme Ao(l) 1 = E(1,0), (4-5) permet d'établir par récurrence, au

moyen de (2-2'), 1'égalité (II) : Ai(n) = E(n,i).
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Annexe 1.

Répartition des arbres de 1'ensemble N (4) en fonction du nombre k

des sommets sans antécédent et du conséquent i du sommet n = 4.

R T

www
AL

Annexe 2.

Tables des nombres J(n,k) de Carlitz

des nombres E(n,i) d'Entringer

et des nombres A(n) d'André

: C 2w g

\U

b

pour 1 &n g 5

/

4

L/Is

SRS §

T(n,4) E(n,4)
| N M .

&if 21314 S h“"o 11213 &
p == = === |
4 1A 1 1| 1
210414 29014 11
3014 | & 34 2
i1 144 | 4 b2l 5]|8
S 263 S15 |10 |14 |16 |16
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Annexe 3. Tables des nombres Ai(n,k), A(n,k) et Ai(n) pour 1 {n é 5.

hzd h=5
X O ||A(4/4) \k Ol4 |23 |y ”Agls;&)
A4 Ajlo|lo|olo |41 4
A YA |4 212 |u]|8|11]26
3 4 {8 [10] 8| 4 |3y
=2 A 5 [10 [4u]1e[1e]er

n
\i 0 4~!A(2,¥J
=
<&

O |14 [

4 10 |4
A4 11 |2
T h=3
YO [1 |2 |ABY
rj oOjo |1 |4
A4 12114
l;;@“" 2125

h= 4

o]z ] Jawe
Al olololale
a4 2w |y e
34 12114 [0 u
&(u)”z 41515 46~




Annexe 4. Grille de calcul et table des nombres Bi(é,k)

- GRILLE DE CALCUL.

n, | om, n, | n, .,
CR=(11 M W WY IN®Y | ][O 12|81 12 |61 [2 |81 12| |2
£-4 3444 A0 4 AT Tl T4 Al |4
Sous - Eobavx —| 4 olalolela|ololt|o]olalo]4]o]o
44 2 60 | 4 Al el 1] [1]a Al
12040 |1 111 il 1 |4
f-92d421 00| 2 2 12 |2 2
204 40| 4 114 1 Al Al |
2104 0 2 2 2 2 1 2
L2411 o © “ il & qi Li 1wl | 14 N
bovs ctetao 2 44 110 l4iF 4133 3|31 Fl4loolo
&”.5%_1__07_00 1 A4 1 44 A
j 22 000]| % 3 33 3 2
Sous. fotaux=> & ololui1|ol3|3|ol4 Julo|olylo]|eo
- TABLE. . .
i o [ 4 2 [ 3 | & 8k
b, 3 3 ¥ ] T 3]
& S11q1a] g4 (2l STal |15 (2| dja 2 {oi4 |2
Jzoll0 e e = 1 1
A4 liza 1 1 1 1 o 4
iz o o o o o o
f:0|l0 1 3 by 44| 2
23:1] |4 1 s 4 ol ||
I-e 3 3 4 o o 44
j-ol||O A K [N Ll:;u ~
34 |o r2) o o o o
iz2 & 3 A o L2 ¥
; F-ollo 2 ¢l | i 6 6]
Blw) [3= |5 g g 1 g 5 %
Jz1 H4 §| | |2 o] ____g_ﬁ\wu
o - " (o [
5 40 A A6 AG ¢4
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Annexe 5. Formules de récurrence permettant de calculer de proche en proche

les nombres BJ(n k)

Pour k =1 et i £n

I
o

Bg(n+1,l) =

< Bi(n+1,l) 1 (= J(n+l ,1))

I
o

Bi(n+1,1) =

Pour k = 1 et 4 = n+l

)

[ 50, (e, - 1 (= cae1, 1)

(n+1,1) =

[
o

n+l

2
Bn+1(n+1’1) =

|
o

Pour k >2 et i £n:

Bg(n+1,k) = (k-1) Bi(n,k) + (n-2k+4) B;(n,k—l)
J 1 ) 1 ; 1
Bi(n+1,k) = BY(n,k) + k B (n,k) + (n-2k+3) B, (n,k-1)
52 1 ) g,
l(n+1 k) = Bi(n,k-l) + k Bi(n,k) + (n-2k+4) Bi(n,k—l)

(= B,(n+l,k) = k B,(n,k) + (n-2k+4) B, (n,k-1)

=7 A(n,k)

]

Bi(n,k) = J(n,k))

Pour k ) 2 et i = pn+l

1 n+1(n+l k) = J(n+l,k)
J n+1(n+1 k) =0
n+1(n+l k) =0
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