COMPARAISON DE DEUX DECOMPOSITIONS SYMETRIQUES
DES NOMBRES D'ANDRE

G. Kreweras, Univensité Pierwre et Manie Curdie, Parnis

. Introduction

I1 est connu depuis Désiré André [1] que les nombres o définis par

1 +sint _ t
cost n=0

comptent (entre autres choses, cf. [5]) Tes permutations x = Xq Xp eee Xo

des entiers 1,2,...,n telles que, pour tout i € {1,2,...,n-1} , la différen-

Ce X;,q =Xy S0it du signe de (-1)" . Nous appellerons "alternées down-up"

ces permutations et nous désignerons leur ensemble par Dn .
Les premiers nombres <, sont rappelés ci-apres :

n=0 12 3 4 5 6 i ; 8 9 10

c=1 1125 16 61 272 1385 7936 50621z 4

Ceux d'indices pairs ont été souvent appelés nombres sécants, ceux

d'indices impairs nombres tangents ; nous leur donnons ici la dénomination

commune de "nombres d'André" , et nous ne nous y intéressons que pour n > 2.

Parmi les décompositions des nombres d'André <, > les plus étudiées ont
été les nombres dEntringer ([4], [8]) et les nombres de Carlitz ([2], [9]).
Le but du présent article est d'étudier et de comparer entre elles deux dé-
compositions qui présentent 1'une et 1'autre une symétrie interne, et que
nous désignerons par (A) et (B).
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2. Loi des anticipations

Toute permutation "down-up" de Dn peut étre considérée comme
extension linéaire de 1'ordre partiel défini sur un ensemble de n éléments
{a1,a2,...,an} par les relations ay >a,<a3 >3 <...

Le nombre total de ces extensions linéaires est précisément c, - Ftant donné
, on peut faire correspondre a
tout élément x de Dn une certaine distance a 2 , soit d , telle que

d € {0,1,2,...,n-2}.

un élément de référence quelconque 2 de Dn

s

L'une des manieres de définir cette distance d de x a £ consiste a
considérer la permutation y = X 2'1 et 3 compter le nombre d'anticipa-
tions de y ; une anticipationvest par définition un entier qui apparait
dans la permutation y = Yy ¥p o0 ¥y avant 1'entier immédiatement inférieur
(exemple pour n=6 : la permutation 2 4 1 6 5 3 présente 3 anticipations,
soulignées). '

En vertu d'un théoreme général sur les ensembles partiellement ordonnés,
da a Stanley [10] et rétabli dans [7], le nombre v(n,d) des éléments x de Dn
situés a la distance d de 1'élément de référence & est indépendant du choix
de 2 . En outre, toujours en vertu de méme théoreme, le fait que , pour
1'ordre considéré ici, toutes les chaines maximales ont méme longueur (=2)
entraine la propriété de symétrie v(n,d) = v(n,n-2-d).

Un moyen assez rapide de calcul de v(n,d) résulte de [6], ou 1'on a
dénombré les applications de {aT,aZ,...,aﬁ} dans {1,2,...,t} qui préservent
1'ordre a; >a, <ag> ... Si Pn(t) est le nombre de ces applications, on
montre sans difficulté, grdce au théoréme de Stanley, que

d

vinid) = = (-0 (T P (de2-s)

Quant a la valeur de Pn(t) elle peut se calculer comme terme de la
derniére ligne et de la derniére colonne de la matrice Mn+1 , o M est une
matrice "sud-est" d'ordre t-1 (le terme de i-iéme ligne et j-iéme colonne

est 1 si i+j>tet 0 sinon). Un calcul équivalent consiste a utiliser la
récurrence du (t-1)"€ ordre
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cette récurrence se réduit, pour les valeurs 3 et 4 det , a

n-2(3) + (nonbres de Fibonacci)
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n n-1(4)'+Pn-2(4) - P

n-3(4)

D'oli 1e début de tableau

3 3 5 8 13 21 34 55
4 6 14 31 70 157 353 793

qui permet, grdce a la symétrie et aux sommes ¢, connues, de former le tableau

vin,d)|d=0 1 2 3 4 5 6 £=c
n =2 1 1
3 11 2
13 1
(A) . i
5 17 7 1 16
6 1 14 31 14 1 61
7 1 26 109 109 26 1 272
8 1 46 334 623 334 46 1| 1385

La ligne n = 4 a la signification suivante :

= {2143, 3142, 3241, 4132, 4231} (c4 = 5)

=
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Choisissons £=3241 .

d =
x! = 2143 x! o2 =yl 231214 1
x? = 3142 x2 o gt =y? 2134 1
3 =3241 3.2 =y =123 0
x* = 4132 o=yt =214 2
x> = 4231 o0 =y = 1243 1

v(4,0) =1 v(4,1) =3 v(4,2) =1

3. Loi des triplets

Une autre loi symétrique repose sur la considération des n-2
triplets formés par trois termes consécutifs X3 Xap1 Xae2 d'une permutation
x de Dn (re {1,23...,n-2}). Dans un tel triplet, le terme de valeur médiane
est nécessairement soit x, (triplet "divergent"), soit X242 (triplet "conver-
gent"). On peut alors appeler w(n,e) le nombre de permutations de D qui
ont (par exemple) e triplets divergents et par conséquent n-2-e triplets
convergents, et i1 est évident que 1'on aura w(n,e) = w(n,n-2-e).

Pour calculer w(n,e), il est commode de se poser a titre intermédiaire
le probléme suivant : parmi les w(n,e) permutations de Dn qui ont e triplets
divergents, quelles sont celles qui se terminent par ...ij ? La question n'a
évidemment de sens que si i > j lorsque n est pair et si i < Jj lorsque n est
impair. Dans les deux cas, appelons W(n,e,i,j) 1'ensemble considéré.

Soit x € W(n,e,i,j), avec n pair et i > j . Si 1'on supprime le terme

final j de x et que 1'on "tasse" les termes restants (c'est-a-dire que 1'on
diminue d'une unité tous les termes qui étaient supérieurs au terme supprimé),
on obtient une permutation x' qui se termine par i-1 et qui comprend e ou

e-1 triplets divergents suivant que le dernier triplet de x était convergent
ou divergent ; on a alors

dans la 1ére hypothése x' € W(n-1,e,k,i-1) avec k < j-1
dans la 2eme hypothése x' € W(n-1,e-1,k,i-1) avec k > j .
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Si x € W(n,e,i,j), avec n impair et i < j, on a de facon analogue,

en définissant toujours x' par suppression du dernier terme j et tassement :
si le dernier triplet de x est convergent x' € W(n-1,e-1,k,i), avec k < i-1

si le dernier triplet de x est divergent x' € W(n-1,e,k,i), avec k> i .

Dans tous les cas considérés, on revient de x' a x par réadjonction
d'un terme j a la fin et réaugmentation d'une unité de tous ceux qui étaient
> j . On en conclut aisément les deux récurrences entre les cardinaux w des
ensembles W : '

n pair. win,e,i,j) = = w(n-1,e,k,i-1) + = w(n-1,e-1,k,i-1)
k<j-1 k>J

n impair w(n,e,i,j) = I w(n-1,e-1,k,i) + £ w(n-1,e,k,i)
k< j-1 k>J
On peut alors former de proche en proche les tableaux triangulaires (Tn)
ci-aprés (sud-ouest pour n pair, nord-est- pour n impair), dans lesquels on
inscrira dans la case (i,j) les valeurs successives de w pour e=0,1,2,...,n-2:

j=2 3 j=1 2 3
i= 10 01 =2 000
(Ty) 2 00 (Ty) 3 010 000
4 001 010 010

0110| 0110 0020} 0011
1100| 0200 0110
0100| 0010
0000

H W N -
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Le nombre finalement cherché, w(n,e), n'est autre que Z w(n,e,i,j),

c'est-a-dire la somme de tout ce qui est en (e+1

=

JRE

(i,J)

position dans(TA).

On obtient ainsi, toujours grdce a la symétrie et aux sommes , connues,

le tableau
w(n,e) e=0 1 2 3 4 5 =g
n =2 1 ' 1
3 1 2
4 13 5
(B) B, 17 7 16
6 1 14 31 14 1 61
7 1 26 109 109 26 1 272
8 1 46 336 619 336 46 1385
Interprétation de la ligne 4 :
1 . e L
X =2143 ' 214 div., 143 conv. 1,
x2 =3142 314 div., 142 conv. 1
3 =3241 324 div., 241 div. 2
xt=4132 ‘413 conv., 132 conv. 0
XX = 4231 423 conv., 231 div. 1
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4. Distribution croisée avec un 2 particulier

'La confrontation des deux tableaux (A) et (B) permet de constater
que, malgré 1'apparence des lignes n < 7 , les deux décompositions v et w
sont distinctes ; les premiéres valeurs qui ne coTncident pas sont
v(8,3) = 334 et w(8,3) = 336 . I1 résulte de calculs effectuss par
0. Eéecioﬁ]u [3] jusqu'’a n = 12 que 1a loi (A) des anticipations est
1égérement plus "pointue" que la loi (B) des triplets ; toutefois 1'exces
relatif du maximum de (A) sur celui de (B) atteint a peine 1 % pour n < 12 :
v(12,5) = 1009391 , w(12,5) = 1019051 .

Nous apporterons plus loin une précision supplémentaire a la proximité
des deux lois, en montrant que 1'on a toujours non seulement 1'égalité 2
peu pres triviale
v(n,0) = v(n,n-2) = w(n,0) = w(n,n-2) =1,
mais encore 1'égalité beaucoup moins évidente

v(n,1) = v(n,n-3) = w(n,1) = w(n,n-3) .

Nous utiliserons pour cela une extension linéaire de référence particuliere,
a savoir

(1) 2=n1n-T2n23...

alors Xof =y

Xp Xg Xg eeee Xg X3 Xy =Yy ¥y oe Yo

I1 sera commode d'appeler y la "forme dépliée" de x ; bien entendu y n'ap-
partient pas en général a Dn .



L'intérét de cette particularisation de 2 est que le nombre e de
triplets divergents de x n'est autre que le nombre de différences yj+1-y
négatives dans y . On s'en assure en observant que si X; X540 X
triplet divergent on a

J
) est un

soit X

< X. < X.
42 i

i+1

i . < X. < X.
soit x1+1 i i+2

Dans le ler cas les indices i et i+2 sont tous deux pairs et corres-
pondent a deux indices j et j+1 consécutifs tels que yj+1-yj <0, avec

j=< n ; dans le second cas les indices i+2 et i sont impairs et corres-
) p

pondent également a deux indices j et j+1 consécutifs tels.que yj+1-yj <0,
mais avec j > [%J . N.B. Pour la seule valeur j = [gj » On a toujours
yj+1-yj>0 .

Exemple (n=7) :

x=6143725 ~ y=1325746
triplet divergent 437 s 74

" " 372 ¥ 32

Le choix particulier fait en (1) pour £ permet ainsi de voir aisément
les deux paramétres descriptifs d et e de tout x € Dn sur la forme dépliée
y correspondante. Mais il permet en outre de constater que pour n€ {2,3,4,5},
les valeurs numériques de d et de e deviennent égales sur toutes les permu-
tations,

Exemple : x=52314 ~» y-= §l1 ﬂj3 5

d =2 anticipations (soulignées)

e =2 différences négatives (barres verticales).

Malheureusement cette propriété ne subsiste plus pour toutes les
permutations dés que n > 6 . Exemple :

x=513264 » y=1246|35 d=2 e=1
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Ce fait (d#e) est néanmoins exceptionnel et ne se présente que pour 4
des 61 permutations de DG . On est ainsi conduit assez naturellement a étu-
dier la distribution croisée de d et e dans Dn ; celle-ci donne, pour les
valeurs 6 et 7 de n , les tableaux

e = e =

n=6|0 1 2 3 4 n=710 1 2 3 4 5
d=0] 1 ! d=0] 1 1
1 13 1 14 1 22 4 26
21 1 29 1 |31 2 4 53 12 109
3 T 3 12 93 4 109
. il 4 4 4 22 26
1 18 31 14 1|61 3 ]
1 26 109 109 26 1 |272

5. Symétrie par rapport au centre

Si 1'on appelle gn(d,e) Te nombre d'éléments de D, pour lesquels d et e
prennent des valeurs imposées, on constate que ces tableaux présentent une
symétrie par rapport & leurs centres, qui s'exprime par

(2) g“d@)=gnm—2-d,n-2-e).

Pour établir cette symétrie dans le cas le plus général il est commode
de distinguer deux cas, suivant que n est pair (=2p) ou impair (=2p+1).

Sin=2p, on définit dans Dn unr involution naturelle entre la permu-
tation x = x; x, ... X, et la permutation x=n+l-x = n+l-x . .... an?x1

N

ootenue a partir de x par retournement et complémentation. Dans ces condi-
tions, si a x correspond y = uv , concaténation de deux sous-suites u et v
formées chacune de p entiers, a x* correspondra y* = vu (ou la barre dési-
gne la complémentation).
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Sin=2p+1 , on obtient x* & partir de x par simple retournement,
sans complémentation. Si alors y=uv , avec p entiers pour u et p+1 pour v ,
a x* correspondra y*=u'v' (ol T'accent désigne le retournement).

Exemples :
n=6 x=513264 x*=315462
y=1246|35 y*=14|26[5]3  ded* = ever = 4
46 2z 8l |
u - v ) u
n=7 x=3174625 X*=5264713
y=14]2567[3 y*=24[137]6l5 ded* = evex = 5

u v u' v'

Dans les deux cas on s'assure sans peine que si y présente d anticipations,
~ Y* en présente n-2-d , et que si y présente e différences y1;1 - Y; négati-
ves, y* en présente n-2-e (dans les deux cas la différence yp+1-ypv, et

elle seule, est nécessairement positive). La symétrie (2) en résulte
immédiatement.

Les tableaux relatifs aux valeurs 6 et 7 de n pourraient laisser
croire qu'il y a également symétrie par rapport a la diagonale d=e ; mais
cela ne peut étre le cas puisque 1'on a vu que les deux lois marginales
sont distinctes. Le tableau pour n=8 (calculé par E§ecio§1u [3]) donne
en effet le premier exemple de dissymétrie :

e = |

n=8] 0 1 2 3 4 5 &6

d=0 | 1 1
1 3812 th
2 12 248 73 1 434
3 75 473 75 623
4 173 248 12 334
5 12 34 46
6 B

1 46 336 619 336 46 1 |1385
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On a donc en général gn(d,e) # gn(e,d). Cependant nous montrerons dans
les deux 8§ suivants, que 1'on a toujours gn(k,1) = gn(1,k) et nous précise-
rons 1'expression de cette valeur commune en fonction de k .

6. Calcul de gr(k,1)

IT s'agit de calculer le nombre de permutations x de Dn dont la forme
dépliée y présente 1 seule différence négative et k anticipations.

Traitons d'abord le cas ou k1==yn <n . La forme dépliée y se compose
alors de deux parties croissantes dont la premiere se termine par n ; si
T'on appelle h la Tongueur de la seconde partie, la premiére est de lon-
gueur > h , faute de quoi h ne pourrait pas étre une forme dépliée. De plus,
pour la méme raison, les h premiers termes de y sont 1,2,...,h . La seconde
partie consiste donc en h termes pris parmi {h+1, h+2, ..., n-1}, décomposés
en k séquences Sy eee Sy (dont chacune comprend les entiers "sautés" par une

anticipation).
Exemple (n=9, h=3) : x=8 17 2 4 3 9 5 6
y=112 356 94 7 8
"'v“"—y-}
51 32

I1 est facile de s'assurer que chaque fois que 1'on choisit dans

{h+1, h+2, ..., n-1} un ensemble de h entiers présentant k séquences, ces
entiers écrits dans 1'ordre croissant constituent la seconde partie d'une
forme dépliée.

Or le nombre de parties de cardinal h d'un segment de cardinal m , qui
présentent k séquences, est facile a calculer : le choix des longueurs
successives des séquences peut se faire de (2:}) manieres, et une fois ce
choix fait il y a (m-E+1) de "placer" les k séquences. Ici m=n-h-1; le
nombre total de possibilités, pour h connu, est donc

(-T2
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Si h n'est pas spécifié, le nombre total de permutations de Dn pour
lesquelies Xq_<_n est ainsi

h-1,,n-2h
(3) x G (M)

Reste a traiter le cas ol Xg=n. Puisque n est évidemment la plus
grande valeur possible que X4 puisse prendre si X € Dn s hous dirons que X4
est "en butée". Si en méme temps X, = 1 5 plus petite valeur possible, nous
dirons que Xo est également "en buté=", D'une facon générale nous dirons
que X, est en butée si tous ses prédécesseurs sont en butée est si X; est la
plus petite valeur possible pour i pair ou la plus grande possible pour i
impair.

Supposons que les q premiers termes de x et eux seuls soient en butée,
et que q soit pair : g = 2r . La forme dépliée y commence de ce fait par

12 ... retse termine par n-r+1 n-r+2 ... n . La partie médiane de y se
compose alors de n-q termes qui, si on les diminue tous de r unités, consti-
tuent la forme dépliée y' d'une permutation x' appartenant a Dn-q , et pour
laquelle on a xi = yé_q < n-q (faute de quoi le (gq+1)-iéme terme sefait Tui
aussi en butée). Anticipations et différences négatives demeurent en nombres
inchangés, donc on peut appliquer la formule (3), qui indique que le nombre
de possibilités est

(3') p (0l hea-2hy
h

Si 1'on suppose maintenant que q soit impair (q=2r+1), le raisonnement et

la conclusion sont les mémes : il suffit d'amputer y de ses r premiers et de
ses r+1 derniers termes, puis de diminuer les termes restants de r unités,
pour trouver la forme dépliée y' d'une permutation x' € Dn- » pour laquelle
Xl=yl q
1 n-q
bre de possibilités ; 1'expression (3) en est le cas particulier q=0 .

<n-q . C'est donc de nouveau 1'expression (3') qui compte le nom-

Pour toute permutation x € Dn , 11 y a une certaine valeur de q , posi-
tive ou nulle, qui dénombre les termes en butée. On obtient donc 1'expres-
sion finale de gn(k,1) en sommant (3') pour toutes les valeurs non-négatives
de q , ce qui donne
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_ h=-1,/n+1-2h
(4) g (k,1) = (IThy(mi-2h

=5

~ Le calcul de v(n,1) peut se faire en sommant 1'expression (4) par
rapport @ k . On peut pour cela sommer d'abord par rapport a k la quantité

sous X , ce qui donne (2;?) s puis sommer ce dernier binomial pour h > 1 ,
h
. n-1 n-2 4 . L .
ce qui donne ( 2 ) + ( 3 ) + ... . S1 1'on ajoutait aussi les deux termes
manquants (n51) et (?) » on obtiendrait le nombre de Fibonacci fn+1 ; on

en conclut que

(5) v(n,1) = f 4 - (ne1)

résultat qui confirme le calcul effectué au §2.

7. Calcul de g, (1,k)

On considere cette fois 1'ensemble des permutations x de D dont 1la

forme dépliée y a une seule anticipation et k différences y négatives.

On commence, comme au §5, par traiter d'abord le cas ou Xq = ;; < ﬂ , mais

on fera en outre 1'hypothése (dont on se libérera par la suite) que la posi-
tion de n dans y est 1'avant-derniére (y _,=n). En d'autres termes on
considerera 1'ensemble des y ("repliables") qui se décomposent en k+1 "runs"
croissants dont 1'avant-dernier se termine par n et dont le dernier se réduit
au seul terme Yo Appelons R;(k) cet ensemble, 1'indice supérieur 1 étant 1a

pour rappeler que le dernier run est de longueur 1

Par hypothése le i-iéme run, sauf évidemment si i = k+1, se compose
d'une partie basse u; et d'une partie haute v; non vides dont chacune est
une séquence d'entiers consécutifs. Seule la partie basse du (k+1)-iéme run
est non-vide (réduite a Uyp = yn) ; de plus 1'enchainement

=

Vo een Ve reproduit la suite des entiers de 1 a n .

U1 U2 oo Uk uk+1 V1
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Notamment tous ces y commencent par 1. On les groupera en deux classes
complémentaires, a savoir

- la classe Sn(k), de cardinal sn(k),dans laquelle u, se réduit a
(y2 est une anticipation)

- la classe Tn(k), de cardinal tn(k), dans laquelle y commence par 12...

Nous allons maintenant montrer que les nombressn(k) et tn(k) satisfont
aux deux relations de récurrence ci-aprés : '

(6) s, (k) Sp-p(k) + tn_z(k-1)

—
~
~
+
—
=
~
n

s+t (k)

Pour établir (6), partons d'un y € Sn(t) , supprimons-y les termes Yy
et y,_y (=n) et "tassons" les termes restants (c'est-a-dire diminuons d'une
unité tous ceux qui étaient supérieurs a Yo » sans changer les autres) ;
on obtient ainsi une permutation y' qui appartient soit a Sn_z(k) , SOit a
Tn_z(k-1), suivant que le premier run de y se compose d'au moins 3 termes
ou de deux termes seulement.

~ Exemples (n=9, k=2) :

y =1 4 5]2 6 7 8 S[3 € 54(2)

suppression de Yy et Yg ~ 1 5[ 2 6 7 8' 3
tassement -+ y' = 1 4, 2 5 6 7. 3 € S7(2)
y = 16|23 4738 9|5 € 5g(2)

suppression de y, et g, ¥ 1 2 3 47 8|5

tassement -+ y' = 12 3 46 7|5 € T,(1)
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Le caractére bijectif de cette construction se vérifie sans peine.
L'égalité (6) est ainsi établie.

Pour établir (7), partons de y € Tn(k) » remplacons le 1 initial
par le terme final retiré de sa position finale, et transformons la suite
ainsi obtenue, par complémentation a n+1 et retournement, en une permuta-
tion y' . Cette derniere appartient alors soit a Sp-1(k), soit a T _,(k),
suivant que 1'avant-dernier terme Yp-1 =N de y est précédé d'un terme
<n-2ouden-1.

Exemples (n=9, k=2) :
y =12 3 4 7 8| 5 9|6 € T9(2)

remplacement de 1 par le 6 final - 6|2 3 47 8|5 9

retournement et complémentationa 10>y = 1 5|2 3 6 7 8|4 €S

y =123 47|58 9|6 €Ty2)

remplacement de 1 par le 6 final - 6| 2 3 4 7| 5 8 9

retournement et complémentation a 10 » y' 1 2 5|3 6 7 8|4 € T8(2)
On vérifie aisément que dans les deux hypotheses cette transformation

conserve le nombre k de différences négatives, ne change rien au fait qu'il

y a une seule anticipation, et a un caractére bijectif ; il en résulte

1'égalité (7).

Les formules récurrentes (6) et (7) permettent le calcul explicite
de sn(k) et de tn(k) . Pour k=1, Sn(k) se réduit a la permutation
1 3 4..:n}2 ; d'oil sn(k) =1; Tn(k) se compose de toutes les permu-
tations du type 1 2 .... 3-T3+7 ... n|1i , avec i € {3,4,...,n-1} ,
d'ou tn(k) = n-3 . Pour les valeurs de k supérieures a 1 , on établit que



7B

splK) = 2 (et
h-1) (n-3-2h
ty(k) = (g ("M

(par report de ces expressions dans (6) et (7)) ; d'ou le nombre total de
permutations x telles que y € R;(k)

(8) rlk) = s (k) +t (k) = ; (h-ly(n-2-2h

Considérons maintenant les formes repliéés y qui ont toujours 1 seule
anticipation et k différences négatives, mais ol n se trouve non plus en
position n-1 mais en position n-m (dernier run de longueur m » 2) ; soit
Rﬂ(k) leur ensemble.

Si 1'on se donne y € Rg(k) , le i-iéme run (pour i < k) se compose
comme précédemment d'une partie basse et d'une partie haute. On peut alors
transformer y en y' en supprimant Y4 =1) ety puis en "tassant" ; le
tassement revient a diminuer de 1 tous les termes des parties basses et
de 2 tous les termes des parties hautes.

Exemples (n=14, k=2, m=3) :

suppression des extrémes - 2 3 4 5 6 12 13(7 8 14(9 10

tassement »+ y' = 12 3 4 5 70 11|6 7 12|18 9

I1 s'ensuit, comme on s'en assure aisément, que si m> 2 on a

rﬂ(k)

m-1
ro-2(k) s
donc de proche en proche

m _.m-=1 _.m=2 _ o
rp(k) = r (k) = r Talk) = e = o ()
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En vertu de (8) on a ainsi

k) == GO

ce qui peut encore s'écrire, en remplacant 1'indice muet h par h-m :

HORNEISWRIArS

La sommation de rﬁ(k) pour m > 1 donne

: GhEy

qui exprime ainsi le nombre total de permutations x de Dn dont la formule

-

repliée a 1 anticipation, k différences négatives et n ailleurs qu'en
derniére position. |

Cette expression est identique a 1'expression (3) du §6. Le raison-
nement et le calcul s'achevent de la méme maniére qu'au §6 par la considé-
ration du nombre q de termes en butée au début de x ; ce qui établit fina-
lement que gn(1,k) a la méme expression (4) que gn(1,k) , et par conséquent
que w(n,1) a la méme expression (5) que v(n,1).

Le tableau ci-aprés donne les valeurs communes de gn(k,1) et gn(1,k)
pour n < 13 :

w 1l
S
(&)

6 7 8 9 10 11 12 13

k=1 1 3 7 13 22 34 50 70 95 125 161

2 1T 4 12 28 58 108 188 308
3 1 5 18 50 21
4 1 6

= f-v1-n-1 1T 3 7 14 26 46 79 133 221 364 596
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8. Cas particuliers et problémes ouverts

On remarque sur le tableau ci-dessus que g3k(k,1) = g3k(1,k) =1:11
a une seule permutation y correspondant a chacun de ces cas.

Pour k anticipations et 1 différence négative (2 runs), 1'unique
permutation y est

1234579 BTl68 0T x=-T41722T038465757 13977

Pour 1 anticipation et k différences négatives (k+1 runs), le premier
run se compose de deux termes, le dernier d'un seul terme, et tous les autres
de trois termes. On a plus précisément y1 s ¥o© [3(k+1)/2] et e =| (3k+1)/2];
quant aux k-1 runs 1ntermed1a1res, les premiers ont une partie basse de deux
termes et une partie haute d'un seul et pour les derniers c'est 1'inverse
(1'ajustement se fait au milieu suivant la parité de k).

Exemples : n=12 (k=4)

,=171238149‘m’5ﬂ1_2]6 —x=61T27T1253T0809 4
n=15(k=5)

y=19]2 37004 5 76 72 137

10124651711

14 1
«—x=811591427 3131

Par la symétrie étudiée au §5 , on en déduit aisément la permutation
unique qui a 3(k-1) anticipations et 2(k-1) différences négatives et celle
qui a 2(k-1) anticipations et 3(k-1) différences négatives. Voici a titre
d'exemple les formes dépliées correspondantes pour n=12 (k=4) :

d=9, e

n

o
<
1

4|3 8|21 7 12]s TT[T0|5 9

d=6,e=9: y=3|18l6l4|2 0|09 7|5
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IT serait notamment intéressant de recenser tous les cas non triviaux

ou gn(d,e) = 1 et d'identifier les permutations correspondantes ; on

peut remarquer que le fait se produit notamment pour n=8 lorsque d=2 et

e=4 ou biend=4 et e=2 .

D'autres problémes demeurent ouverts, notamment :

1°) Montrer que gn(d,e) ne peut étre différent de 0 que si |d-e]

n'est pas trop grand ; apparemment on doit avoir |d-e] < [n/2] - 2 pour
n>4. '

2°) Etablir les unimodalités qui apparaissent lorsqu'on fixe, en méme

temps que n, 1a valeur de d , ou celle de e , ou celle de leur différence.

3°) Trouver des algorithmes de calcul rapide de gn(d,e), sous forme

de généralisation de 1'expression (4).

(1]
(2]
(3]

(4]

[5]

(6]
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(8]

(9]

(ol
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