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1. Introduction

11 est connu depuis Desire Andre [1] que les nombres c^ definis par

1 + sin t

cos t

+00 .n

2: C, -
n=0 " n!

comptent (entre autres choses, cf. [5]) Tes permutations x = x^ x^ ... x^
des entiers 1, 2,..., n telles que, pour tout i C {1, 2,..., n-1) , la differen-

ce x^^ - x^ soit du signe de (-1) . Nous appellerons "alternees down-up"
ces permutations et nous d6signerons leur ensemble par D'n

Les premiers nombres c sont rappeles ci-apres :

n=0 1 2 34 8 10

C=1 1 1 25 16 61 272 1385 7936 50521..
n

Ceux d'indices pairs ont etc souvent appeles nombres secants, ceux

d"indices impairs nombres tangents ; nous leur donnons ici la denomination
commune de "nombres d'Andre" , et nous ne nous y interessons que pour n > 2,

Parmi les decompositions des nombres d'Andre c^ , les plus etudiees out
6te les nombres d'Entringer ([4], [8]) et les nombres de Carlitz ([2], [9]).
Le but du present article est d'6tudier et de comparer entre elles deux de-

compositions qui pr6sentent 1'une et 1'autre une sym^trie interne, et que

nous designerons par (A) et (B).
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2. Loi des anticipations

Toute pennutation "down-up" de D peut etre consideree comme
extension lineaire de Tordre partiel defini sur un ensemble de n elements

{a^, a^,... , a } par 1es relations a^ >a^ <a^ > a^< ...
Le nombre total de ces extensions lineaires est pr6cisement c^ . Etant donne

un element de r6f6rence quelconque S, de D , on peut faire correspondre a
tout element x de D_ une certaine distance a a , soit d , telle que

d   {0, 1, 2,..., n-2}.

L'une des manieres de d6finir cette distance dde x a X, consiste a

considerer la permutation y=Xo& ' et a compter Ie nombre d'anticipa-

tions de y ; une anticipation -est par definition un entier qui apparaTt

dans la permutation y=Yi Y2 '" yn avant t'entier immediatement inferieur
(exemple pour n=6 : la permutation 2^4 1 6^5 3 presente 3 anticipations,

soulignees).

En vertu d'un theoreme general sur les ensembles partiellement ordonnes,

d0 a Stanley [10] et retabli dans [7J, Ie nombre v(n, d) des elements x de D
situes a la distance d de 1'element de reference S. est independant du choix

de & . En outre, toujours en vertu de meme theoreme. Ie fait que , pour

1'ordre considere ici, toutes les chaTnes maximales ont meme longueur (=2)

entraTne la propri6te de symetrie v(n, d) = v(n, n-2-d).

Un moyen assez rapide de calcul de v(n, d) resulte de [6], ou 1'on a

denombre les applications de {a^, a^,..., a^} dans {1, 2,..., t} qu1 preservent
1 ordre a^ > a^ <a-^ > ... S1 P (t) est Ie nombre de ces applications, on
montre sans -difficulte, grace au theoreme de Stanley, que

v(n, d) = Z (-1)A (n^1) P, (d+2-s) .
s=0 ' ' ' s ' n'

Quant a la valeur- de P^(t) elle peut se calculer comme terme de la
dermere ligne et de la derniere colonne de la matrice M"-rl , ou M est une

matn'ce "sud-est" d'ordre t-1 (Ie terme de 1-ieme ligne et j-ieme colonne

est 1 si i+j >t et 0 sinon). Un calcul equivalent consiste a utiliser la
recurrence du (t-1)me ordre
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f-1

p"(t) ° »z, ^ p"-^(t) .
ou

fx:11
2

A^(-1)
Lt^lj

cette recurrence se reduit, pour les valeurs 3 et 4de t , a

pn^3^ = pn-1^3^ +pn-2^3^ ^ (nor. ibres de Fibonacci)

P^(4)=2P^, (4). P^(4) - P^3<4) .

D'ou Ie debut de tableau

?"(!)
t=2

3

4

n=2 8

1111111

3 5 8 13 21 34 55

6 14 31 70 157 353 793

qu1 permet, grSce a la symetrie et aux sommes c^ connues, de former Ie tableau

v(n, d)

(A)

n = 2
3

4

5

6

7

8

d = 0 1

1

3

7

14

26

46

1

7

31

109

334

1

14

109

623

1

26

334

1

46

2: = C.

1

2

5

16

61
272

1385

La ligne n =4 a la sigmfication suivante :

D^ = {2143, 3142, 3241, 4132, 4231} (c^ = 5)
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Choisissons A= 3241 .

X' =

x~ =

X' =

x =

X' =

21 43

31 42

3241

4132

4231

X1 , »-'
X2 ° S~}

X3 . ̂ -'
X4 . t-'
X5 " t-1

= y1 =3124
= y2 = 2134
= y3 = 1234

= y4 = 2143
= y5 = 1243

d =

1

1

v(4, 0) = 1 v(4, 1) = 3 v(4, 2) = 1

3. Loi des triplets

Une autre loi symetrique repose sur la consideration des n-2

triplets formes par trois termes consecutifs x^ x^^ x^^ d'une permutation
x de D^ (XG {1, 2,..., n-2}). Dans un tel triplet. Ie terme de valeur mediane

est necessairement soit x^ (triplet "divergent"), soit x^^ (triplet "conver-
gent"). On peut alors appeler w(n, e) Ie nombre de permutations de D^ qu1
ont (par example) e triplets divergents et par consequent n-2-e triplets
convergents, et 11 est evident que Ton aura w(n, e) = w(n, n-2-e).

Pour calculer w(n, e), i1 est commode de se poser a titre intermediaire

Ie problems suivant : parmi les w(n, e) permutations de D^ qui out e triplets
divergents, quelles sont celles qui se terminent par ... ij? La question n'a

evidemment de sens que si i > j lorsque n est pair et si i < j lorsque n est

impair. Dans les deux cas, appelons W(n, e, i, j) 1'ensemble considere.

Soit x   W(n, e, i, j), avec n pair et i > j . Si Ton suppnme Ie terme

final j de x et que 1'on "tasse" les termes restants (c'est-a-dire que 1'on

diminue d'une unite tous les termes qui etaient superieurs au terme suppnme),

on obtient une permutation x' qui se termine par i-1 et qui comprend e ou

e-1 triplets divergents suivant que Ie dernier triplet de x etait convergent

ou divergent ; on a a1ors

dans la 1ere hypothese x' £ W(n-1, e, k, i-1) avec k < j-1

dans la 2eme hypothese x' C W(n-1, e-1, k, i-1) avec k > j .
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Si x e W(n,e, i,j), avec n impair et i < j , on a de facon analogue,

en definissant toujours x' par suppression du dernier terme j et tassement :

si Ie demier triplet de x est convergent x' e W(n-1, e-1, k, i), avec k < i-1

si Ie dernier triplet de x est divergent x'   W(n-1, e, k, i), avec k > i .

Dans tous les cas consideres, on revient de x" a x par readjonction

d'un terme j & la fin et reaugmentation d'une unite de tous ceux qui etaient

> j . On en conclut aisement les deux recurrences entre les cardinaux w des

ensembles W :

n pair. w(n, e, i, j) = z w(n-1, e, k, i-1) + £ w(n-1, e-1, k, i-1)
k<j-1 k>j

n impair w(n, e, i, j) = z w(n-1, e-1, k, i) + z w(n-1, e, k, i) .
k<j-1 k>j

On peut alors former de proche en proche les tableaux triangulaires (T )
ci-apres (sud-ouest pour n pair, nord-est-pour n impair), dans lesquels on
inscrira dans la case (ij) les valeurs success-ives de w pour e=0, 1, 2,..., n-2

(T,) i = 1
2

J=2

10 01

00
<T4> 1 = 2

3

4

J = 1

000

010

001

000

010 010

<T5>

1 =

J - 2

01101 0110|

1100

0020

0200

0100

0011

0110]

0010|

0000 I
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Le nombre finalement cherche, w(n, e), n'est autre que I w(n, e, i, j),
(i, j)

c'est-S-dire la somme de tout ce qui est en (e+1)me position dans^T^ .

On obtient

Ie tableau
On obtient ainsi, toujours grSce a 1a symetrie et aux sommes c connues,

(B)

w(n, e)

n = 2
3

4

5

6

7

8

e = 0 1

1

1 1

1 3

1 7

1 14

1

7 1

31 14

1 26 109 109
1 46 336 619

Interpretation de la ligne 4 :

.1x' =2143

x2 = 31 42

x3 = 3241

x4 = 41 32
x5 = 423 1

214 div., 143 conv.

314 div., 142 conv.

324 div., 2-41 d1v.

413 conv., 132 conv.

423 conv., 231 d1v.

1

26
336

1

46

e =

1

1

Z=C.

1

2

5

16

61

272

1385
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4. Distribution croisee avec un a particul i er

La confrontation des deux tableaux (A) et (B) permet de constater
que, malgre Tapparence des lignes n < 7 , les deux decompositions v et w
sont distinctes ; les premieres valeurs qui ne coTnctdent pas sont
v(8, 3) = 334 et w(8, 3) = 336 . II resulte de calculs effectues par
0. Egecioglu [3] jusqu-'a n = 12 que 1a loi (A) des anticipations est
legerement plus "pointue" que la loi (B) des triplets ; toutefois Texces
relatif du maximum de (A) sur celui de (B) atteint a peine 1 % pour n < 12 :
v(12, 5) = 1009391 , w(12, 5) = 1019051 .

Nous apporterons plus loin une precision supplementaire a la proximite
des deux Ids, en montrant que Ton a toujours non seulement Tegalite a
peu pres triviale

v(n, 0) = v(n, n-2) = w(n, 0) = w(n, n-2) = 1 ,

ma1s encore 1'egalite beaucoup moins evidente

v(n, 1) = v(n, n-3) = w(n, 1) = w(n, n-3) .

Nous utiliserons pour ce1a une extension lineaire de reference particuliere,
a savoi'r

(D A = n 1 rM'2n^23

Dans ces conditions, si

x =X1 X2X3 "" xn £ Dn '

, -1
alors XoA-' =y=x^4Xg .... x^ Xg x, - y^ ̂  ... y^ .

11 sera commode d'appeler y la "forme d6p1i6e" de x ; bien entendu y n'ap-
partient pas en g6n6ra1 S D_ .
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L'interet de cette particularisation de SL est que Ie nombre e de

triplets divergents de x n'est autre que Ie nombre de differences y^^ -y,

negative^ dans y . On s'en assure en observant que si x^ x^^ x^^ est un
triplet divergent on a

soit x^^ < ^ < x^,

soit x^, < ^ < x^ .

Dans Ie 1er cas les indices i et 1+2 sont tous deux pairs et corres-

pondent a deux indices j et j+1 consecutifs tels que y^, -y, < 0 , avec

j < [^.J ; dans Ie second cas les indices i+2 et i sont impairs et corres-
pondent egalement a deux indices j et j+1 consecutifs tels. que y. ^^ -Yj < 0 ,
mais avec j > L^J . N-B- pour 1a seu1e valeur j = L^J , on a toujours
^^-^>0-

Example (n = 7) :

x=6143725 ^ y= 1 3257 46

triple! divergent 437 -^- 74

372 -^ 32.

Le choix particulier fait en (1) pour A permet ainsi de voir aisement

les deux parametres descriptifs d et e de tout x   D sur la forme depliee
y correspondante. Mais 11 permet en outre de constater que pour n  {2, 3, 4, 5},

les valeurs numenques de d et de e deviennent egales sur toutes les permu-

tations.

Exemple : x=52314 -». y=2 1 4 3 5

d = 2 anticipations (soul ignees)

e = 2 differences negatives (barres verticales).

Malheureusement cette propriete ne subsiste plus pour toutes les

permutations des que n > 6 . Example :

x=513264 -^ y=1246 3 5 d=2 e= 1
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Ce fait (d^e) est n6anmoins exceptionnel et ne se prgsente que pour 4
des 61 permutations de Dg . On est ainsi conduit assez naturellement a etu-
dier 1a distribution croisee de d et e dans D ; celle-ci donne, pour 1es
vateurs Get 7 de n , les tableaux

n =

1 14 31 14

n = 7

d =

e =

01234

1

22 4

4 93 12

12 93 4

4 22

1 26 109 109 26 1

1

26

109

109

26

1

272

5. Symetrie par rapport au centre

Si Ton appelle g^(d, e) Ie nombre d'glem.ents de D pour lesquels d et e
prennent des valeurs . imposees, on constate que ces tableaux presentent une
symetne par rapport a leurs centres, qui s'exprime par

(2) g^(d, e) = g^n-2-d, n-2-e) .

Pour etablir cette symetrie dans Ie cas Ie plus general 11 est commode

de distinguer deux cas, suivant que n est pair (=2p) ou impair (=2p+1).

Si n=2p , on definit dans D unr involution naturelle entre la permu-
tati'on x=x^ x^ ... x etla permutation x = nTFx^ n+1-x ^ .... n+1-x,

obtenue a partir de x par retournement et complementation. Dans ces condi-

tions, si a x correspond y = uv , concatenation de deux sous-suites u et v

formees chacune de p entiers, a x* correspondra y* = 7'u (ou la barre desi-
gne la complementation).
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Si n = 2p+1 , on obtient x* a partir de x par simple retournement,

sans comp16mentation. Si alors y=uv , avec p entiers pour u et p+1 pour v ,
a x* correspondra y*=u'v1 (ou T'accent d6signe Ie retournement).

Exemples :

n=6 x=513 264

y= 1 2 46 3 5

x*=3 1 546 2

y*= 1 4|2 6 d+d* = e+e* = 4

n=7 x=3174625 x*=5 264713

y = 1 4 2567 y* = 2 4 1 3 7 d+d* = e+e* = 5

u' V-

Dans les deux cas on s'assure sans peine que si y presente d anticipations,
y* en presents n-2-d , et que s1 y presents e differences y, , - y, negati-
ves, y* en presente n-2-e (dans les deux cas la difference y,, i -y, , et
elle seule, est necessairement positive). La symetne (2) en resulte
immediatement.

Les tableaux relatifs aux valeurs Get 7 de n pourraient laisser
croire qu'il y a egalement symetrie par rapport a la diagonale d=e ; mai's
cela ne peut etre Ie cas puisque Ton a vu que les deux lois marginales
sont distinctes. Le tableau pour n=8 (calcule par Egecioglu [3]) donne
en effet Ie premier exemple de dissymetrie :

e = j
n=8|o 1 23 45 6J

d = 0

1

2

3

4

5

6

1

34 12

12 248 73 1

75 473 75

1 73 248 12

12 34

1 46 336 619 336 46 1

1

46

334

623

334

46

1

1385
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On a done en general g^(d, e) f g (e, d). Cependant nous montrerons dans
les deux §§ suivants, que Ton a toujours g^(k, 1) = g (1, k) et nous precise-
rons 1'expression de cette valeur commune en fonction de k .

6. Calcul de g. (k, 1)

11 s'agit de calculer Ie nombre de permutations x de D_ dont la forme

depliee y presents 1 seule difference negative et k anticipations.

Traitons d'abord Ie cas ou x^=y <:n . La forme depliee y se compose
alors de deux parties croissantes dont la premiere se termine par n ; si
Ton appelle h la longueur de la seconde partie, la premiere est de lon-

gueur >. h , faute de quoi h ne pourrait pas etre une forme depliee. De plus,
pour la meme raison, les h premiers termes de y sont 1, 2,..., h . La seconde

partie consiste done en h termes pn's parmi {h+1, h+2, ..., n-1}, decomposes

en k sequences s^ ... s^ (dont chacune comprend les entiers "sautes" par une
anticipation).

Exemple (n=9 , h=3) : x=8 17243956

y = 1 23569 4 7 8

S1 S2

11 est facile de s'assurer que chaque fois que Ton choisit dans

{h+1, h+2, ..., n-1} un ensemble de h entiers presentant k sequences, ces
entlers ecn'ts dans Tordre croissant constituent la seconde partie d'une
forme depliee.

Or Ie nombre de parties de cardinal h d'un segment de cardinal m , qui
presentent k sequences, est facile a calculer : Ie choix des longueurs

successives des sequences peut se faire de (^ ) manieres, et une fois ce
choix fait i1 y a (m~^+1) de "placer" 1es k sequences. Ici m=n-h-1 ; Ie
nombre total de possibilites, pour h connu, est done

rh-1)fn-2h^
Lk-1M k
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Si h n'est pas specific, 1e nombre total de permutations de D pour
lesquelles x, < n est ainsi

(3) r (!;:;)(\2h)
h K-l

Reste a traiter Ie cas ou x^ --n . Puisque n est 6videmment 1a plus
grande valeur possible que x^ puisse prendre si x £D , nous dirons que x,
est "en butee". Si en meme temps x^= 1 , plus petite valeur possible, nous
dirons que x^ est egalement "en butee". D'une facon generale nous dirons
que x^ est en butee si tous ses predecesseurs sont en butee est si x^ est la
plus petite valeur possible pour i pair ou la plus grande possible pour i

impair.

Supposons que les q premiers termes de x et eux seuls soient en butee,

et que q soit pair : q=2r . La forme depliee y commence de ce fait par

1 2 ... r et se termine par n-r+1 n-r+2 ... n . La partie mediane de y se

compose alors de n-q termes qui, si on les dim-inue tous de r unites, consti-

tuent la forme depliee y' d'une permutation x' appartenant a D^ ^ , et pour

laquelle on a xj = y^ < n-q (faute de quoi Ie (q+1)-ieme terme serait lui
aussi en butee). Anticipations et differences negatives demeurent en nombres

inchanges, done on peut appliquer la formule (3), qui indique que Ie nombre
de possibilites est

(3') z

h

. h-1^n-q-2h
lk-1M k )

S1 Ton suppose maintenant que q sort impair (q=2r+1). Ie raisonnement et

la conclusion sont les memes : i1 suffit d'amputer y de ses r premiers et de

ses r+1 derm'ers termes, puis de diminuer les termes restants de r unites,

pour trouver la forme depliee y" d'une permutation x1   D^ ^ , pour laquelle

X1 = yn-a < n~q ' 
cl est donc de nouveau 1"expression (3') qui compte Ie nom-

bre de possibilites ; 1'expression (3) en est Ie cas particulier q=0 .

Pour toute permutation x £ D^ , i1 y a une certaine valeur de q , posi-

tive ou nulle, qui denombre les termes en butee. On obtient done Texpres-
sion finale de g^(k,

de q , ce qui donne
sion finale de g^(k, 1) en sommant (3') pour toutes les valeurs non-negatives
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(4) .
/h~1Vn+1-2h1

g^K, i; = z ^-tn 'k+f

Le calcul de v(n, 1) peut se faire en sommant 1'expression (4) par
rapport a k . On peut pour cela sommer d'abord par rapport & k la quantite

sous £ , ce qui donne (^p , puis sommer ce dernier binomial pour h > 1 ,

ce qui donne ( ^ ) + ( 3 ) + ... . Si Ton ajoutait aussi les deux termcs

manquants ( g ) et (^) , on obtiendrait Ie nombre de Fibonacci f ^^ ; on

en conclut que

(5) v(n, 1) = f^ - (n+1) ,

resultat qui confirme Ie calcul effectue au §2.

7. Calcul de g^(1, k)

On considere cette fois 1'ensemble des permutations x de D^ dont la

forme depliee y a une seule anticipation et k differences y^, -y, negatives.

On commence, comme au §5, par trailer d'abord Ie cas ou x, =y^ < n , mais

on fera en outre Thypothese (dont on se liberera par la suite) que la posi-

tion de n dans y est Tavant-derniere (y ^ =n). En d'autres termes on
considerera Tensemble des y ("repliables") qui se decomposent en k+1 "runs"

croissants dont 1'avant-dernier se termine par n et dont Ie dernier se reduit

au seul terme y^ . Appelons R^(k) cet ensemble, Tindice supeneur 1 etant 1a
pour rappeler que Ie dernier run est de longueur 1 .

Par hypothese Ie i-ieme run, sauf evidemment si i = k+1, se compose

d'une partie basse u, et d'une partie haute v,. non vides dont chacune est

une sequence d'entiers consecutifs. Seu1e la partie basse du (k+l)-ieme run

est non-vide (reduite a u^^ = y ) ; de plus 1'enchaTnement
U1 U2 uk uk+1 V1 V2 v^ reproduit 1a suite dgs entiers de 1 a n
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Notamment tous ces y commencent par 1. On les groupera en deux classes

complementaires, a savoir

- la classe S^(k), de cardinal s^(k), dans laquelle u^ se r6duit a 1
(y,, est une anticipation)

- la classe T^(k), de cardinal t^(k), dans laquelle y commence par 12.

Nous aliens maintenant montrer que les nombress^(k) et t^(k) satisfont

aux deux relations de recurrence ci-apres :

(6) s^(k) = s^^(k) + t ^(k-D

(7) t^(k) - s^., (k) . t^, (k)

Pour 6tab1ir (6), partons d'un y 6 S (t) , supprimons-y les termes y,
et y^_^ (=n) et "tassons" les termes restants (c'est-a-dire diminuons d'une
unite tous ceux qui etaient superieurs a y^ , sans changer les autres) ;
on obtient ainsi une permutation y' qui appartient soit a S ^(k) , soit a
Tn-2^k~1^' suivant que Ie premier run de y se compose d'au moins 3 termes
ou de deux termes seulement.

Exemples (n=9, k= 2) :

y = 1 45|267 8 S|3 (E Sg(2)

suppression de y, et y^ 1512678

tassement I 1 4 2567

  
S^(2)

y = 1 6|2347 8 9|5 £ Sg(2)

suppression de y, et y; 12347815

tassement I 1 234 6 715 C T^d)
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Le caractere bijectif de cette construction se v6rifie sans petne.

L'ega1it6 (6) est ainsi 6tab1ie.

Pour etablir (7), partons de y C T (k) , remplacons Ie 1 initial
par Ie terme final retire de sa position finale, et transformons 1a suite

ainsi obtenue, par comp16mentation S n+1 et retournement, en une permuta-

tion y' . Cette dernifere appartient alors soit & S ^(k), soit & T ^(k),
suivant que Tavant-dernier terme y ^ = n de y est prec6d6 d'un terme
<n-2 ou de n-1 .

Exemples (n= 9, k=2) :

y= 1 2 3 4 7 8 | 5 9 | 6   To(2)

remplacement de 1 par Ie 6 final 6|23478|59

retournement et complementation a10^-y=1 5)2 3 6 7 8|4  Sg(2)-

y=1 2 3 4 7|5 8 9|6   To(2)

remplacement de 1 par Ie 6 final 62 3 47 5 8 9

retournement et complementation a10->y'= 1 2 5|3 6 7 8|4  T8^2^

On verifie aisement que dans les deux hypotheses cette transformation

conserve Ie nombre k de differences negatives, ne change nen au fait qu'il

y a une seule anticipation, et a un caractere bijectif ; i1 en resulte

Tegalite (7).

Les formules recurrentes (6) et (7) permettent Ie calcul explicite

de s^, (k) et de t^(k) . Pour k=1, S^(k) se reduit & la permutation

1 3 4 ... n|2 , d'ou s^(k) = 1 ; T^(k) se compose de toutes les permu-

tations du type 1 2 .... ~iTT TiT ... n | i , avec i £ {3, 4,..., n-1} ,

d'ou t^(k) = n-3 . Pour les valeurs de k superieures a 1 , on etablit que
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s (k) = z (h-!)(n-3-2h)snlK; = ^ lk-2H k-1'

\^- ^^>("rh)
(par report de ces expressions dans (6) et (7)) ; d'ou Ie nombre total de

permutations x telles que y £ Rj, (k)

(8) r^(k) . ̂ (k) . t^fk) . ^ (^)("-Mh) .
Considerons maintenant les formes repliees y qui ont toujours 1 seule

anticipation et k differences negatives, mais ou n se trouve non plus en

pos'ition n-1 mais en position n-m (dernier run de longueur m > 2) ; soit

Rm(k) leur ensemble.

Si 1'on se donne y c R^(k) , 1e i-ieme run (pour i < k) se compose

comme precedemment d'une partie basse et d'une partie haute. On peut alors

transformer y en y' en supprimant y, (=1) et y^ , puis en "tassant" ; Ie

tassement revient a-diminuer de 1 tou.s les termes des parties basses et

de 2 tous les termes des parties hautes.

Exemples (n=14, k=2, m=3) :

y =1 2 34 5 6T71? 7 8 T4 9 T? TT

suppression des extremes 23456l7T3|78T4|9TO

tassement ->y'= 12345TO'TT 6 7 ~\7. 8 9

11 s'ensuit, comme on s'en assure aisement, que si m> 2 on a

rmf^ = rm-1l
rr}{^) = rn-2{^) '

done de proche en proche

rn(\(} = Ym~'[(V} = Ym~2(\(\ = = r1
rnlK; = rn-2lK; = rn-4lK; = . " = rn-2m+2^



-74-

En vertu de (8) on a ainsi

.mr^(k) - I (^)(n-2^-2h) ,

ce qui peut encore s'ecrire, en remplacant 1'indice muet h par h-m :

^(k). ^h^))("-a) .
La sommation de rm(k) pour m > 1 donne

? <l;:!»"'k2h> .
k l'~1

qui exprime ainsi Ie nombre total de permutations x de D dont la formule

repliee a 1 anticipation, k differences negatives et n ailleurs qu'en

derniere position.

Cette expression est identique a 1'expression (3) du §6. Le raison-

nement et Ie calcul s'achevent de la meme mam'ere qu'au §6 par la conside-

ration du nombre q de termes en butee au debut de x ; ce qui etablit fina-

lement que g (1, k) a la meme expression (4^ que g (1, k) , et par consequent
que w(n, 1) a la meme expression (5) que v(n, 1).

Le tableau ci-apres donne les valeurs communes de g (k, 1) et g^(1, k)
pour n < 13 :

k= 1

2

3

4

I - f^, -n-1

n =
345678 10 11 12 13

1 3 7 13 22 34 50 70 95 125 161

1 4 12 28 58 108 188 308

1 5 18 50 21

1 6

7 14 26 46 79 133 221 364 596
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8. Cas particuli'ers et problemes ouverts

On remariSiue sur Ie tableau ci-dessus que g->i, (k, 1) = g->i, (1, k)=1 : i1 y

a une seule permutation y correspondant a chacun de ces cas.

Pour k anticipations et 1 difference negative (2 runs), 1'unique

permutation y est

y = 1 2 .... k k+2 k+4 .... 3k| k+1 k+3 .... 3k-1 .

Exemple : n = 15 (k=5) .

y= 1 2 345 79 FT 1J1? 68 10T2'K^x=T4lT22Ti38465l5'7T3'9TT

Pour 1 anticipation et k differences negatives (k+1 runs). Ie premier
run se compose de deux termes. Ie dern-ier d'un seul terme, et tous les autres

de trois termes. On a plus preci^ement yp1, y^=[3(k+1 )/2J et y =[(3k+1)/2J;
quant aux k-1 runs intermediaires, les premiers ont une partie basse de deux

termes et une partie haute d'un seul et pour les dermers c'est T'inverse

(1'ajustement se fait au milieu suivant la parite de k).

Exemples : n = 12 (k = 4)

y=1 7|238|49TO]5TTT?|6 <^x=61~[2-7Tl253TO894

n = 15 (k=5)

y= 1 9 2 3 T0|4 5 TT 6 T2T? 7 T4~T? 8

^x=81-l^9-t4273T3T11?465TT

Par 1a symetne etudiee au §5 , on en deduit aisement la permutation
unique qui a 3(k-1) anticipations et 2(k-1) differences negatives et celle
qui a 2(k-1) anticipations et 3(k-1) differences negatives. Void a titre
d'exemple les formes depliees correspondantes pour n=12 (k=4) :

d=9, e=6: y=4| 3 8| 1 7 I? 6 Tf TO 5 9

d=6 , e =9 : y = 3| 1 8| 6|4|2 T2| 11! U) 91 7|
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11 serait notamment interessant de recenser tous les cas non triviaux

ou g^(d, e) = 1 et d'identifier les permutations correspondantes ; on
peut reinarquer que Ie fait se produit notamment pour n=8 lorsque d=2 et
e = 4 ou bien d=4 et e= 2 .

D'autres problemes demeurent ouverts, notamment :

1°) Montrer que g (d, e) ne peut etre different de 0 que si |d-e|
n'est pas trop grand ; apparemment on doit avoir |d-e| < Ln/2J ~ 2 Pc>u^
n > 4 .

2°) Etablir les ummodalites qui apparaissent lorsqu'on fixe, en meme
temps que n , la valeur de d , ou celle de e , ou celle de leur difference.

3°) Trouver des algonthmes de calcul rapide de g, (d, e), sous forme
de general isation de Texpression (4).
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