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I. Définitions et notations.

1. Définition: On appelle carte topologique C sur une surface
orientable £ de R®, une partition de L en trois ensembles finis de
cellules:

a. L'ensemble des sommets de C qui est un ensemble fini de points;

b. L'ensembtle des arétes de C qui est un ensemble fini d'arcs
simples ouverts de Jordan, deux & deux disjoints, dont les extrémités
(confondues ou non) sont des sommets; _

¢c. L'ensemble des faces de C qui sont des domaines simplement
connexes dont les frontiéres sont des réunions de sommets et d’'arétes.

.Le genre de 1la carte C est le genre de la surface I. Une carte de
genre 0 est dite planaire, et sera représentée en projection
stéréographique sur le plan.

.On appelle brin une aréte orientée de la carte.

2. Carte pointeée:
.Une carte est dite pecintée si un btrin b* est choisi. Le brin b* est
appelé brin pointé de la carte, et son sommet initial s* est appelé le
sommet pointé de la carte.
On appelle alors face extérieure de la carte (notée f.e., figure 1) la
"face de 1la carte qui se trouve a droite du brin b%* pour son
orientation positive.

figure 1: carte pointée sur le tore.
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.Une carte planaire est dite doublement pointée si un deuxiéme brin
est choisi, de sommet initial différent du sommet pointé s*.
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face extérieure

figure 2: carte planaire doublement pointée.

3.Isomorphisme:
Deux cartes pointées de méme genre sont dites isomerphes, s'il

existe un homéomorphisme de la surface associée, préservant son
orientation, et appliquant les scmmets, arétes faces et brin pointé
(éventuellement second brin pointeé) de 1la premiére carte
respectivement sur ceux de la seconde.

Ce sont les classes d'isomorphie des cartes pointées de genre 1 que
1'on cherche a dénombrer.

II.Décompositions et relations fonctionnelles pour les cartes pgintees
de_genre 1 et les cartes planaires doublement pointées.

On note Qg(v.s,f) la série génératrice du nombre des cartes pointées
de genre g (= 0 ou 1 dans la suite}, le degré de v donnant le degré du
sommet pointé, le degré de s donnant le nombre de sommets moins un, et
le degré de f, le nombre de faces moins une.

On note D(vy,v,,s,f) <la seérie génératrice du nombre des cartes
planaires doublement pointées, le degre de v, (resp. v, ) donnant le
degré du premier (resp. second) sommet pointé, les degrés de s et f
ayant la méme signification que pour Qg.



On a les relations fonctionnelles:

Théoreme 1:

Q, est solution de 1l'équation (ou l'on note Q, pour Qg(v,s,f)):
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s

Théoreme 2:
D est solution de 1l'équation (ou l'on note D pour D(vi,vz,s,f) ):
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Remarque: Pour établir ces deux relations, on utilise 1'idée de
contraction d'une aréte, introduite par W.T. Tutte(cf [13]).

III. Applications au dénombrement des cartes de genre 1.

La résolution des équations (1) et (2) conduit aux résultats de
dénombrement suivants:

Théoreéme 3: .

La série szl(l,s,f), qui décompte les cartes pointées sur le tore
en fonction du nombre de sommets et du nombre de faces, est solution
du systeéme paramétrique, ou p et q sont les parameétres:
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q(1-2p-q)
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Q,(1,s,f) =
560y (1,81} = B4 [(1-2p-2q)3-4pql*

Remarque:
Nous avons montré dans [1], que szo(l,s,f) qui décompte les cartes

planaires pointées en fonction du nombre de sommets et du nombre de
faces, est solution du systéme paramétrique (cf également [15]):

s p(1-p-2q)
f = q(1-2p-q)
sto(l,s.f) = pq(1-2p-2q).



On déduit de ces systemes paramétriques les résultats de dénombrement:

Corollaire 1:
Le nombre de cartes pointées sur le tore ayant m, (>1) sommets et
m, (»1) faces, est:

E odatia gl-i,-iay (. l. ) (mx+l+l—iz+h) (m2+1+l-it+k)
1,312 h k
h k 1 j 1 3
) () Qe eee—m—— e
Ja s 2 m+1+1-i,+k 2 my+1+1-i+h
ou:
1 1!
.0On note (. . ) =2 — —
1,12 1‘!12.'(1’11‘12)!

.La sommation porte sur les uplets (1,i,,i,,h,k,j,,j,) tels que:

i, 20, 15 300, 0 £ 35 #3583, 08 05 £ 8, 08 35 4. K
et
h=j,+ig*l-ip = my-1, Kk-jp+j,+1-i, = n,-1.

Si 1'on identifie les variables s et f en une méme variable z,
celle-ci décompte (par la formule du genre) le nombre d'arétes de la
carte.

On obtient alors:

Théoreme 4:

a. La série génératrice Gl(z) du. nombre des cartes pointées de genre 1
décomptées en fonction du nombre d’arétes, satisfait au systeme
paramétrique (paramétre r):

z = r(i-3r)
e

&

Syie) = (1-2r)(1-6ér)*

b. Le nombre de cartes pointées de genre 1 a n (22) arétes est:

n-2
n+k

s F n-3-k 3n—1_3k )

ap k=g 2 { ) K )



Remarque:

1.Les formules de dénombrement données au corollaire 1 et au b du
théoréme 4, se déduisent des systémes paramétriques associés, par
application de la formule de Lagrange, respectivement a deux variables
et une variable. Le a du théoréme 4 se déduit de fagon évidente du
théoréme 3 en identifiant s et f & z et en simplifiant. Se reporter a
[6] pour les démonstrations.

2.Des reésultats analogues sont obtenus pour les hypercartes
pointées de genre 1 (cf ([7]).
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