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I. Definitions et notations.

1. Definition: On appelle carte topologique C sur une surface

orientable E de R3, une partition de E en trois ensembles finis de
cellules:

a_ L'ensemble des soaiaets de C qui est un ensemble fini de points;,
b_ L'ensemble des ar^tes de C qui est un ensemble fini d'arcs

simples ouverts de Jordan, deux ^ deux disjoints, dont les extr6mit6s
(confondues ou non) sont des sommets;

c_ L'ensemble des faces de C qui sont des domaines simplement
connexes dont les fronti6res sont des reunions de sommets et d'ar^tes.

. Le genre de la carte C est Ie genre de la surface E. Une carte de
genre 0 est dite planaire, et sera repr6sentee en projection
st6r6ographique sur Ie plan.

. On appelle brin une ar6te orient^e de la carte.

2. Carte poin16e :

. Une carte est dite point6e si un brin b* est choisi. Le brin b* est

appel6 brin points de la carte, et son sommet initial s* est appele Ie
sonmet point6 de la carte.

On appelle alors face ext^rieure de la carte (not6e f. e., - figure 1) la
"face de la carte qui

orientation positive.

se trouve ^ droite du brin b* pour son

figure 1: carte point^e sur Ie tore.



.

Une carte planaire est dite doubleaent pointee si un deuxi6me brin
est choisi, de sommet initial different du sommet point6 s*.

face ext6rieure

figure 2: carte planaire doubleaent point^e.

3. Isomorphisme:

Deux cartes point6es de m6me genre sont dites isomorphes, s'il
existe un hom6omorphisme de la surface associ6e, pr6servant son
orientation, et appliquant les sommets, ar^tes faces et brin points
(eventualiement second brin point6) de la premiers carte
respectivement sur ceux de la seconde.

Ce sont les classes d'isomorphie des cartes point6es de genre 1 que
1'on cherche ^ d6nombrer.

II. ̂ r-oniDositions et relations fonctionnelles pour les cartes point6es
de genre 1 et les cartes planaires doublemenr point^es..

On note Q^(v. s, f) la s6rie g6n6ratrice du noabre des cartes point6es
de genre gT= 0 ou 1 dans la suite), Ie degre de v donnant Ie degr6 du
sommet point6. Ie degr6 de s donnant Ie nombre de soamets moins un, et
Ie degr6 de f, Ie nombre de faces moins une.

On note D(v^, v^. s, f) -Ja s6rie g6n6ratrice du nonbre des cartes
planaires doublenent point6es. Ie degr6 de v^ (resp. v^ ) donnant ie
degr6 du premier (resp. second) sommet point6, les degr6s de s et f
ayant la m^ne signification que pour Og.



On a les relations fonctionnelles:

Th^or^me 1:

Q^ est solution de 1'equation (ou 1'on note Og pour Og(v, s, f))

1 9.-. .. vQ, -Oi(l, s, f)
(1) 0^(v, s, f) = 2vzfQQQ^ + - vzD(v, v, s, f) + vs "1 y1^""''

Th6or6me 2:

D est solution de 1'^quation (ou 1'on note D pour D(v^, v^, s, f) }:

(2) D(v^, V2, s, f) = 2v^fD. Qo(v^, s, f) + v^s ''l"-^^T2'a'-

+ v^v^s -- I fr
^ dVo

3 | ^ v^QQ(v^, s, f)-v^OQ(v^, s, f)
V, - V,

.^

Renarque: Pour 6tablir ces deux relations, on utilise l'id6e de

contraction d'une ar6te, introduite par W. T. Tuttetcf [13]).

III. Applications au d^nombrenent des cartes de genre 1.

La resolution des equations (1) et (2) conduit aux r^sultats de
d6nonbrenent suivants:

Th6or6me 3:

La s6rie sfQ^(l, s, f), qui d6compte les cartes point6es sur Ie tore
I en fonction du nombre de somaets et du noabre de faces, est solution

|du syst^me param6trique, ou p et q sont les param6tres:

|s = p(l-p-2q)
|f = q(l-2p-q)

]sfQ, (l, s. f) = pq ̂ _^_^_,^

Renarque:

Nous avons montr6 dans [I], que sf0n(l, s, f) qui deconpte les cartes

planaires point6es en fonction du nombre de sommets et du nombre de
faces, est solution du syst6ne param6trique (cf 6galement [15]):

S = p(l-p-2q)

f = q(l-2p-q)

sfQgd. s. f) = pq(l-2p-2q).
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On d6duit de ces syst6mes param^triques les r6sultats de d6nombrement:

Corollaire 1:

Le nombre de cartes point6es sur Ie tore ayant m^ (^1) sommets et

Ina <11) faces, est:

1 , , m^+l+l-ia+h, , iLa+l+l-i^+k^Ji+Ja 31-1»~1:= (. ". ) ("t . ". - "a"') ^. -. - -i. -^ ^
i», i^' h k

ou:

. On note

... ., h, (S «-l_'__-i___
j^' 'J3' ' 2 BLg+1+l-ii+k 2 m^+l+l-ia+h

I!

(i,, i^) = i, !4!(l-i, -i^)!

. La sonaation porte sur les uplets (l. it. i^. h. k. j^. j^) tels que:

iil°> izlo> °lit +ial1' °lJi lh> °l. i2 lk

et

h-Ji+Ja+l-iz = "i-l, k-Ja+Ji+1-ii = IBz-l.

Si 1'on identifie les variables s et f en une m^ae variable z,

celle-ci d6compte (par la formule du genre) Ie nombre d'arfetes de la
carte.

On obtient aiors:

ITh6or6ae 4:

a. La s6rie g6n6ratrice G^(z) du. nombre des cartes point^es de genre 1
d6compt6es en fonction du nombre d'ar6tes, satisfait au syst^me

par-aci^trique (param6tre r) :

|z = r(l-3r)

|Gi(z) = (l-2r)(l-6D-
b. Le nombre de cartes point6es de genre 1 ^ n (i2) ar^tes est:

n-2
,

n+k,a^ = , E, 2n-3-k{3n-l-3k) (11^).
"n k^O ~ '~ ~ ' ' k



Reaarque:

l. Les formules de d6nombrement donn6es au corollaire 1 et au b du

th6or6me 4, se d^duisent des syst^mes param6triques associ6s, par
application de la formule de Lagrange, respectiveaent d deux variables
et une variable. Le a du th6or6me 4 se d^duit de fa?on 6vidente du
th6or6me 3 en identifiant s et f^ zeten simplifiant. Se reporter ^

[6] pour les demonstrations.
2. Des resultats analogues sont obtenus pour les hypercartes

point6es de genre 1 (cf [7]).
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