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q-ANALOGUES
EN THEORIE DES ESPECES

Hélene Décoste
Département de mathématiques et de stastistique
U. de Montréal

En théorie des fonctions symeétriques, il existe une substitution trés utile
( Macdonald, Foata, Stanley, .. ) permettant de générer plusieurs
g-analogues. Comme 1'a remarqué Joyal en 1982, c'est par le biais des
séries indicatrices que l'on peut relier cette substitution a la théorie
combinatoire des espéeces. Le but du présent exposé est de développer, dans
ce contexte, une théorie du g-comptage des especes de structures
(pondérées ou non). Un certain nombre de résultats généraux sont présentés
et piusieurs exemples particuliers sont traités explicitement: g-comptage
des especes atomiques de degré < S5, des dérangements, des configurations
d'Hermite, etc. Ce travail fait partie de ma thése de Ph.D. présentement en
cours de rédaction.
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Pour nelN, les formules

[n], = T+a+g2+.+q"' = (1-0")
(1-g)
(1-g)(1-g2)..(1-q )
: (1-g)°

nlg= [11412]g - [nlq

définissent les g-analogues classiques des suites

0,1,2,3,4,..,n,.. et 0L, 11,21.31,41, ...nl,..

Probldm®: Etant donnée une espece de structures
M, qui est dénombrée par la suite d'entiers
IMLo1],IM011],|M021 | ME3D], . [ MEnD ],

définir un q-comptage de M:

4

M:B—E Minl|q= 2, n20

dénombrée par T < te.ls que

M[n]|,n20 | | Bm|Min]|q= |MIn]|
a1
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Solutiens: ® (Hofbauer™) Espéces lingaires

# Nous utiliserons plutot 1a série
indicatrice des cycles de 1'espece M,

Z(x1, %2, X3, .. )=2,  1/nl Z Fix [a] I[g]

ou I[o ] x%1x%x%s
1 7273

Zy(%,0,0,0,..) = M(x) =3, |MInl| x"/n]
q-1
ZH(X1,X2,...) = M(X;Q)
1-q
q-0
Zu(Xx2.63,.) = M(x) = Zmo MInl| x"/n!

=2 ImoMin]| x°
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DEF.: Soit M:B — [ une espéce de structures,
La g-série generafr:ce de M,

MOx;a) =2 [MIn l X/nl
ou série genera’rrzce des g- compmges
de M, est définie par:
M(x;q) = Z,(X1.X2, .. )

x.:= (1 -¢)'X’

1-gq
Remarque: (Gessel™, Joyal™) Cette derniére
substitution correspond a & :=( 1 ~q)xq*!, utilisée

par Foata? Macdonald® Stanley'®!,... en théorie
des fonctions symétriques:
Mix;q) = D [_11, > Fixylol l{o)

n0 LM gesn

Xi= Zkzlgki ] |€k== (1-q)xq*”"

Prop.: Scit E l'espece de tous les ensembles.
L'unigue substitution de la forme x.:= fi(q)xi, ix1,

ZE Xi==fé(Q)Xi = znzox"/n!q est
donnée par fi(q)x' = (1-q)'x'/(1-70).

qui satisfait
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Premiers exemples:
E®: espéce des ensembles pointés
E*(x)=> __n x"/nl

n:0

E*(x;0) = 2, [n]q ><'“/n!q

ou [n]q =(1-g")/(1-q)

L : espece des ordres linéaires -

L(x)=> _nl x"/n!

n20

L(x;q) =2, . nl X"/l

n0 'q

Ek-E . espece des sous—ensembles de cardinal k

: - (MY n
Ex'E (X) n; \k}x/n.

A=S|n]
Ex°E (x;0) n;-k

n
x/nl
Jq 9
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THEOREME:
Soit M:IB—E une espéce de structures et

M(x:q) = anoll“l[n] Iq x/nl - sa g-série
génératrice. Alors, pour n20, |MIn]| est un

polyndme en g a coefficients entiers positifs. m

~ Le théoréme se prouve via la théorie des fonctions
symétriques. Pour les petites cardinalités, on peut
le vérifier directement (en utilisant les tables de séries

indicatrices données par J. Labellem):

ESPECES MOLECULAIRES

Eo |, =1 E3|q=‘ =3
E1|q=1 C3‘q=1+q3

E> |q = n= E3.

= 2
.= 1+0+

La |, = 1+q L3 | = 1+20+2g2+¢3
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ESPECES ATOMIQUES

quq =1 n=4

Ei |q = 1+q8

EgoE2 | = 1+g2+¢"
P{te| = 1+202+20" +q°
Cy | = 1+02+03+20" +0°

EgoLy | = 1+0+302+203+30" +05 +f

Eslq = | n=>5

Eé—*lq = 1 +q'0
PS/Z2 lq = ‘|+q'4+q5+q6+q7+q8
PS |q = ]+q2 +q3 +2q'4 +2q5 +2q6 +q7+q8+q10
N = 2 3 4 D
(Ls C3)/Za |q 1+g+2q2+2q3 +3q" +2g

+300 +2q7+2q3+q% +q'0
I CS | 5 = 'l +q2 +3q3 +4qu +6q5 +4q6 +3q7+q8+q10
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PROP.: Soit M et N deux especes de structures,
alors 1) M+N(x;q) = M(x;0)+N(x;q)

2) M-N(x;q) = M(x;q)*N(x;q)

3) MoN(x;q) =

~q)2x2 ~q)3x3
5 [N(x;q),N(“ 233 ;qz],N(“ 0)3x ;q3),...]
1-q° | =7 |

Puisque toute espece M se decompose comme
somme d'especes moléculaires

M= anozmema ) <m, ameIN’
et que chaque espece moléculaire I, s'écrit (de
facon unique, Yeh!'%) comme produit d'espéces
atomigues, ces tables confirment le fait que pour
n<S, |MIn| e Niql.

Autres exemples:

E* . espéce des ensembles orientés

l I = 1 +qn(n-i)/2 n>?2.
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C : espece des cycles (permutations circulaires)

CO) =2, (n=1)1 x/nl

COxa) = 2., [CInl |, x"/nl ol
C[1] o 1
Cl2]| =1
q
C[ 3] e | +g3
C[ 4] o7 1+q2+q3+2q* +q°
CS ’ = ]+q2 +3q3+4q” +6q5 +4q6 +3q7+q8+q10
Cl6] . = ]+2q2+5q3+8q‘4+] ]q5+]7q5+]6q7

+1 7q8+ 1 ng +1 2q10 +7q11+ 6q12 +2q13+q1'+

1-g)(1-g2)..(1-q"

T
=%§n (P(d) (1 q)n-n/d/[ ]n/d

41



S : espece des permutations
S(x) =2, n! x"/nl
. - n ¥
S(x;q) = 2,0 [SIN]|, x"/nt. ol

S(0]], =1

S[1] o =

S[2] Y.

S[31{, = 3+a+q?+¢

Sl4l|, = 5+2q+5q2 +4q3 +5g* +2¢° +q°

S[5] b 7+5q+1 1q2+1‘ 6q3 +20g"* +20qg° + 1 8qP°
+12q7+7q8 +3q° +q10 -

|5[6] |q = 11+8q+23q2+37g3 +61qt +73q°

+98q8 +93q7 +97q® +78q% +63q'0+37q"
+27q12 +9q13+ 4q1‘4+q15

. 1_d
IS[n] lq i Z(d1,~..,dn) ﬂlsisn (1-9) .]

Z\)d\) =n
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D : espece des dérangements

D(x) =3, [DInl| x"/n!
o0 |DInl| =nt 3, (~1)/K!
D(x;0) =2, . [DIn] |q x"/nl ol

Q] =1

o O O O O

2
3 q: ]+q3
4 q: 2+2q2+q3+3ql§ +q5.

ID[n] Iq 3 z”: [ n} (_])qu(k-l)/2 IS[n-k] Iq

k=0 q
n(-1)k kk-1r2  (1-g)k
=nlq 2, | D a .
k=0 k'q 2.vdy=n-k ﬂlsisn-k( 1-g1)d
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ESPECES PONDEREES

DEF: Soit F :B—IE, une espéce pondérée.
On associe a Fw les séries suivantes:
o lLaseérie génerafrice geF :
- 2 n
| F(x) =2, poids(F_[n])x"/n
elasérie indicatricede F_:

ZFw= z d=(d,,d,, ..) pOidSF‘w(g) Xﬂ/auu d)
2.vd, <0
ot x9 = x$x$xS..
aut(d) = 1%dq12%d,13%d3! ...
poidst( d) = somme des poids des structures

laissées fixes par une permutation de type d.
eLa g-série générafrice def_:

F(x0) = znzo |Fw[n] |q ><"/n!ql
= ZFW(X1:X21X3 !"")
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THEOREME:
1) 2¢ (x,0,0,.)=F_(x)

2) 2 (xx2x3,.) = F _(x)

8) Zry+6y = ZFwt Z6v 0 ZhweGy = ZFw 26y
Y Zryo6, = ZrulZg,) (Joyal™)

= ZF,,((ZGV)L (26,92, (25,3, - )
ou v"(s)=(v(s)" |
et Gvn est 1'espece G pondérée par le poidsv". m

Gorell.: Les g-séries pondérées "préservent” les
operations sur les especes pondérées.

Exemples:

Les familles classiques de polynémes orthogonaux
donnent lieu a des exemples intéressants d'espéces
pondérées. Une méme famille peut étre décrite 3
1'aide de modeéles non-isomorphes. Puis le passage
- aux g-séries peut fournir des g-analogues
différents.
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HERMITE

Modele 1:  H_, = E(X)E((E2),)

H_, est I'espece des involutions (s, t)-pondérées:

d¢s f ¢ Une involution sur
@ @ {ab,cdef,al
@S ,es ' 3t2
g®%4 y o Son poids est s°tc.

i _ A SX+tx¥/2
Hs,t(x) =2, ,0H(s,) x/nl =¢

Hs,t(X;q) B znzOHn(S’t;q). Xn/n!q

i gikd n |

i211-(1-g)g-1sx i< 1=( 1 -q)2qi+i-2tx 2
H,(s,t;0)= 1
H (s,t;9)=s
Hz(s,t;q)= 52+t
Hs(s,t;q)é 53+[ 3]st = s3+( 1+g+q2)st



HERMITE (bis)

Modele 2:  %_,=E(X )-E((L2),,,)

t/2

qes f c Une Qf;-structure
tr2/)\ t72; sur {ab,cde,[f,g}
Son poids est

s ,@s
b e s3(t/2)2.

g

% ,(x)=2 H(st) x/nl=¢ sx+(t/2)x2

®, (0 = Zmo%n(s,t;q) x“/n!q

1 1 !
: T
izt (1-(1-q)gi-1sx) i21 [1-1(1-q)2g-1x2
2

3®,(s,t,0)=1

®,(s,t9)=s

%,(s,t;0)=s2+3[2]t= s2+3( 1 +q)t
%3(s,t;q)=33+%[2][3]3t= s3+%( 1 +20+2g2+g3)st

47



Quelgues forrules

IM[n]lq
FiXM[d1 ,d2, 5% .,dn]
- X ——— —— Pn(dy,dz,....dni0)
(dy,do,...dy 1°1d4! 272d5!...n" ndp!
2vd, =n

ou Pn(d1 ,d2, n;q H1<|<n 4= q di EZ[C]]

Y m S Fixgel S () [1'01]...(1'6”]@

0<u<n(n-1)/2 ce @, Tiki=pt Ky Kn,

_(1-Q)(1-®)...(1-q) X qe(D+e@k..+e(n)
| (s.p)eMy(IN)

ot M(IN) = 2so Mn(IN) = 2nso (MINIXIN)/ &,

. Ny Ns
|O([T1<icn@rpMn]-M[D)| 2 iy
ZOSiSSni=n OSH Lss ’<iS
n,>0,520 tie=(1-q)aK
.. etc.
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