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RESUME

En theorie des fonctions symetnques, i1 existe une substitution tres utile
( Macdonald, Foata, Stanley, ... ) permettant de generer plusieurs
q-analogues. Comme 1'a remarque Joyal en 1982, c'est par Ie biais des
series indicatnces que 1'on peut relier cette substitution a la theorie
combinatoire des especes. Le but du present expose est de developper, dans
ce contexte, une theorie du q-comptage des especes de structures
(ponderees ou non). Un certain nombre de resultats generaux sent presentes
et piusieurs exemples particuiiers sont traites explicitement: q-comptage
des especes atomiques de degre i 5, des derangements, des configurations
d'Hermite, etc. Ce travail fait partie de ma these de Ph.D. presentement en
cours de redaction.
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Pour neIN, lesformules

[n]. = 1+q+q2+... +q"-'= (1-qn)

n!a=[1]a[2]a... [n]a=qL ^-jq

(1-q)
(1-q)(1-q2 )... (1-q")

(1 -q)n

definissent 1es q-analogues dasstques des suites

0, 1,2, 3, 4, ..., n,.., et 01, 1 !, 2!,3!, 4!, ..., n!,...

^m^ Etant donnee une espece de structures

M, qui est denombree par 1a suite d'entiers

M[0]|, !M[1]|, |n[2]|, |M[3]|,..., |M[n] , ...

definir un q-comptage de M:

M:B->E
denombree par

|M[n]|, niO

|M[n]|q=?, n>-0
tels que

am]M[n]i
' <^1

q n[n]
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is . (Hofbauer[4]) Especes lineaires
. Nous utiliserons p1ut6t la serie

indicatrice des cycles de Tespece M,
T-i

Zn(xi, X2, X3,... )=2^1/n!^^Fix^ff]I[ff]
ou I[o-]=xff'x^xff'.,.

'1 "2 "3

2^(x, 0, 0, 0,... ) = M(x) = S^nlntn] | xn/n!

q->1

Z^(Xi, X2,...) = M(x;q)

x,==(1-q)'x1

1-q'

. ^\/^»/^ 1^ »... =M(x)=
s-1

^L-J n20

q^O

M[n]| xn/n!

=s.
n20

TToM[n] .n
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?. n, Soit M:B ->E une espece de structures.

La q-ser/'e generatrice de M,
M(x;q)=^olM t^!qxn/n!q-

ou ser/'e genera-trice des q-comptages
deM, estdefiniepar:

M(x;q)=Z^(xi, X2,... )
lx, :=(1-qyxl

1-Q'

B: (Gesse1[31, Joya1[6]) Cette derniere
substitution correspond a I :=( 1 -q)xql<~1, ut11isee
par Foata[2l, Macdona1dt8], Stan1eyt9],... en theorie
des fonctions symetriques:

M(x;q)-n20 ^^ixMtff]l(ff) Ix^., ^ 1 I^CW-'

D. ; Sott E I'espece de tous les ensembles.
L'unique substitution de 1a forme x := f(q)x', 121,

qu1 satisfait ^\^W^
donneepar f. (q)xi ==(1-q)'x'/(1-q').

.

xn/n!
^n^ /"'q

est
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Ea: espece des ensembles pointes

E'(x)=S^n x"/n!
n20

E-(x;q)=S,o^]^n/"!<,
ou [n] =(1-q")/(1-q)

L : espece des ordres lineaires

L(x)=S^n! xn/n!
L(x;q)=Z^nLx"/nL

n20'"q f' ' '"q

ou n!_=[1]. [2]. [3].... [n]

E^E: espece des sous-ensembles de cardinal k

Ek'E (x) =
n2(

[) x"/n!

Ek-E(x;q)=
n2(

n

kJ xn/n!,

ou
n

LkJ
n!,

q- k!q(n-k)!q
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B

l0

Soit M:B-^E une espece de structures et

M(x;q) = z.
n20

M[n] x"/n!.
q q

sa q-sene

generatnce. A1ors, pour n^O, |M[n]| est un
polynome en q a coefficients entiers posttifs. .

Le theoreme se prouve via 1a theone des fonctions
symetriques. Pour 1es petites cardinalites, on peut
1e verifier directement (en utiiisant 1es tables de s6hes

indicatrices donnees par J. Label 1eL J):

ESPECESMOLECULAIRE5

Eol. =1

= 1

= 1 ra

L2l. =1+q

E3l,"
C3i. = 1+q:

E3-
L3

1+q+q2

1+2q+2q2 +q3
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ESPECESATOMIQUES

^ -^
.

n=4.E4l-= 1
'q

E4±|q=1+q6
E2°E2| = 1+q2 +ql<

P4bic|. = 1+2q2 +2ql(+q6

C41. = 1+q2 +q3 +2ql<+q5

E2°L2l. = 1+q+3q2 +2q3 +3q4 +q5 +q6

Esl-= 1
'q

ES:|. = 1+q10
'q

P5/Zg | - 1+ql'+q5 +q6 +q7 +q8

pg I == i+q2 +q3 +2q4 +2q5 +2q6 +q?+q8+qio

(L2'C3)/Z2 | - 1+q+2q2 +2q3 +3q4 +2q5

+3q6 +2q7+2q^-q9 +q10
^5 L = 1 +q2 +3q3 +4q4 +6q5 +4q6 +3q7+q8+q10
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^, s Soit M et N deux especes de structures,

alors OM+N(x;q)=M(x;q)+N(x;q)
E)M-N(x;q)=M(x;q)-N(x;q)

33MoN(x;q)=

ZM N(x;q),N
(1-q)2x:

1-q2
;q- ,N

(1-q)3x3

1-q3
;q-

Puisque toute espece M se decompose comme
somme d'especes mo1ecu1aires,

M=^A^Am, a^IN,
et que chaque espece mo1ecu1aire <jn s'ecnt (de
fagon unique, Yeh[10]) comme produit d'especes
atomiques, ces tables conftrment 1e fait que pour
ni5, M[n]|, Mq].

E±: espece des ensembles onentes

E±[n]|. =1+qn(n'"/2 , ni2.
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C : espece des cycles (permutations circulaires)

C(x)=^, (n-D! x"/n!

C(x;q) =
<~1

z_l n2l
C[n]|_ x"/n! ou

C[1]|, =1
C[2]|^=1
C[3]|^= 1+q3

q

Ct4]|, = 1+q2 +q3 +2q4 +q5

C[5]|, = 1+q2 +3q3 +4q^+6q5 +4q6 +3q7+q8+q1

C[6]| = 1+2q2 +5q3 +8q4 +11q5 +17q6 +16q7

+17q8+15q9 +12q10 +7q11+6qi2 +2qi3+qi4

10

C[n] 1

n ^n

n!a
n STn

y(d) (1-q)(1-q2 ),.. (1-qn)
( 1 -qd)n/d

<p(d) (1-q)"-n/d/[d]yd
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S : espece des pemutations

S(x)= s.
n20

n! x"/n!

S(x;q) = 2,
n20

S[n]|. x"/n! ou

S[0]|, =1
S[1]i^=1
S[2]| =2
S[3]| =3+q+q2 +q3

S[4]|. = 5+2q+5q2 +4q3 +5ql<+2q5 +q6

S[5]I. = 7+5q+ 11q2 +16q3 +20q1* +20q5 +1)

+12q7 +7q8 +3q9 +q10
S[6]|. = 11+8q+23q2 +37q3 +61q4 +73q5

+98q6 +93q7 +97q8 +78q9 +63q10+37q11

+27q12+9q1 3+4q1ll+q15

S[n] 7... .. n. -.. _(1-q')1-di
^(di,., dn) ' 11^n

Zv^=n
\i\<.n
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D : espece des derangements

D(x)= z
n20

D[n]| xn/n!

ou D[n] =n!^J
D(x;q) = z.

n^O
D[n] x"/n!.

q -. . .. -q

1)k/k!

ou

D[0]
D[1]
D[2]
D[3]
D[4]

= 1

=0

= 1

1+q3

2+2q2 +q3 +3q4 +q5

D[n]|<, =S
k=0

="!a2
n, (-1)k

n

k

<-1

(-D'q
k _k(k-1)/2

S[n-k]

k(k-1)/2 (1-q)n-k
Z.(d,, d2,., dn-k) Q^U2r-

k=0 ^'q Svd^=n-k rfl ^n-k(1-qi)di
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ESPECESPOND^R^ES

?s Soit F :B->E^ une espece ponderee.
Onassociea F__. 1es series suivantes:

w

. La serie generatrice de F^:

F,(x)=^oPoids(FJn^xn/n!
. La ser/'e indica1'rice de F.,:

ZF.=2^,,., ^^(d)xd/aut(d)
svdv<co

ou xd = x^x^x^3...
aut(£[)= 1d1di!2d'd2!3d^3!...

po1dsp^(d)= somme des poids des structures
laissees fixes par une permutation de type d.

. La q-serie generatrice de F :
FJx;q)=2. jF, [n]|, xn/n^Jn20

= ZFw^x1>x2'x3--^

x, ==(1-q)'xl /(1-q')
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D) Zp^(x, 0, 0,... )=F^(x)
2F^(x, x2,x3,... )= F^(x)

^ ZFw+Gv = ZFw+ZGv . ZFwGv = ZFw>z6v
ZF.°6v = ZF.<ZGv) ^^[5])

= ZFw^zGv^^z6v^2'^ZGv!^. -)
ou v"(s)=(v(s))n

et G^n est 1'espece G ponderee par 1e poids vn.
l. s Les q-series ponderees "preservent" 1es

operations sun 1es especes ponderees.

Les families dassiques de polynomes orthogonaux
donnent lieu a des exemples interessants d'especes
ponderees. Une meme fami11e peut etre decnte a

1'aide de modeles non-isomorphes. Puis 1e passage
aux q-series peut fournir des q-analogues
differents.
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HERMITE

Modelel: H = E(X^)-E((E2\)
H,, est 1'especedes 1nvo1utions (s, t)-ponderees:

3f}

Une involution sur

{a,b,c,d, e, f,g}.
Son poidsest s3t2.

Hs.t(x)=^OHn(s't)xn/n!=esx+tx2/2

H^(x;q)=^oHn(s-t;cl)xn/n!
1

q

=u u
1

H(, (s, t;q)=
H, (s, t. ;q)=
^(3, 1,0)=
N3(3, 1,0)=

'"' 1 -(1 -q)q'-'sx '^ 1 -(1 -q)2q'+i-2tx2

1

s

s2+t

s3+[3]st=s3+(1+q+q2 )st
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HERMITE(bts)

Mode1e2: ^, t=E(^)'E((L2)^)

Une "^-structure
sur {a,b,c,d,e, f,g}.
Son pot ds est

s3(t/2)2.

%3.t(x)=2^(s, t)x"/n!=esx+(t/2)x2

%3/x;q)=^A(s, t;q)xn/n!,

=n
1

n
i2i (1-( 1-q)qi -isx) ui

1

l1-L(1-q)2q'-'x2J

%o^s't'q)=1
%, (s, t;q)=s

%2(s, t;q)=s24[2]t=s24(1+q)t
%3(s, t;q)=s3+^[2][3]st= s3+j( 1 +2q+2q2 +q3 )st
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Qy^lqy^B fermutea:

|M[n]|,

I
Fixivi[di, d2,..., dn]

(di, d^.., d^) 1didi!2d2d2!... ndndn!
Ivd^=n

Pn(di, d2,..., dn;q)

ou Pn(di, d2,..., dn;q). =r[i^i<n(1-qi)1~<lieZ[q]

S 1/n! I Fix,ui[o] S (-1)
Ik.

0<^n(n-1)/2 ae©r Sik, =^L

n-a^

^ K1 }

fl-On^
I ^n J

q.u

=(1-q)(1-q2 )... (1-qn) S q<p(i)+(p(2)+.. ^(n)

(s, (p)sl^(^

ou M(IH) = Snso Mn(IN) = Snso (M[n]xIH")/©n

= S |®(nî n<3"iXM[n]^M[n])| S ti

^0^i^sni=n
n^>0, s^0

"1 .

n?

L1.c.

0<ii<... <is
tk:=(1-q)qk

.. etc.
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