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1. EINLEITUNG

Der Polynomring iber Z in Unbestimmten X;j, 1,7 € N, besitzt eine Z-Basis aus sog. standard Bide-
terminanten. Bideterminanten sind Potenzprodukte von Minoren der Unbestimmtenmatrix (X.-j). Diese
Basis wurde wohl explizit erstmals von MEAD [ | angegeben, diirfte aber Klassikern wie TURNBALL und
HODGE nicht fremd gewesen sein. So richtig publik wurde die Basis allerdings erst durch die Arbeiten von
ROTA und Mitarbeitern [ ]. Zahlreiche Forschungsprogramme, die im Umbkreis dieser Basis anzusiedeln sind,
wurden in [ | vorgeschlagen. Mittlerweile sind einige davon in Angriff genommen. Wir erwahnen stellvertre-
tend die invariantentheoretischen Arbeiten | |, darstellungstheoretische Anwendungen [ ], Anwendungen in
der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra [ ], schlielich die Dissertation von J.STEIN iiber
Hopf-Algebren Strukturen auf Tensorprodukten von Z-Moduln. Nach dieser angedeuteten Vielfalt von An-
wendungen ist es umso erstaunlicher, daB das ganze Gebaude beweistechnisch im Prinzip auf zwei Methoden
basiert:

e Laplace-Entwicklungen
e Capelli-Operatoren.

Diese Methoden wurden in [ | bereits ausfiihrlich besprochen. Trotzdem wird hier nochmals auf diese
Methoden eingegangen, weil im Laufe der letzten Jahre die kombinatorischen und gruppentheoretischen
Hintergriinde bewuBter geworden sind. Dies bezieht sich zum einen auf den Dualititssatz. Die verallge-
meinerten Laplace-Entwicklungen, bisher nur schwer in Worte zu fassen [ |, haben unseres Erachtens im
Dualititssatz (siehe Kap. 2) endlich eine pragnante und adiquate Beschreibung erfahren. Hier werden
elementare Gruppentheorie und Kombinatorik miteinander verkniipft. Der Dualititssatz liefert eine Fiille
von Relationen zwischen Bideterminanten. Diese Relationen erlauben, z.B. gewisse Erzeugendensysteme
von Z-Unterraumen des Polynomrings systematisch auszudinnen bis hin zum Auffinden problemangepaBter
7-Basen. Dieses Ausdiinnen geht einher mit dem Aufbau kombinatorischer Strukturen (wie z.B. standard
Tableaux mit Nebenbedingungen). Die Abschnitte 3.3 und 3.4 sollen einen ersten Eindruck von der Trag-
weite des Dualititssatzes vermitteln. Auch die Kehrseite der Medaille soll dort zum Ausdruck gebracht
werden: man muf den Uberflu verwalten lernen ... (ein unerschopfliches und schwieriges Thema auch im
heutigen LOTHRINGEN und angrenzenden Gebieten) ... sprich: man muB unterscheiden lernen zwischen
wesentlich neuen Relationen gegeniiber bereits benutzten. Dieser Lernprozess ist noch nicht abgeschlossen,
aber erste Fortschritte sind zu verzeichnen | .

Die mit oben erwahnter Z-Basis verbundenen kombinatorischen Strukturen treten andererseits im Zusam-
menhang mit den Capelli-Operatoren deutlich zu Tage. Es handelt sich hier um eine Abschwachung der
Dominanzhalbordnung fiir standard Tableaux. Durch konsequente Verwendung dieser Halbordnung werden
die Ergebnisse scharfer, auf der anderen Seite werden die Beweise einfacher und transparenter, was zeigt,
daB diese neue Halbordnung dem Problemkreis angemessen zu sein scheint. Implizit ist diese Halbordnung
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von dieser Halbordnung geredet wird. (I”Jbertr'a',gt man diese Halbordnung auf Diagramme, so erhilt man
nichts anderes als die wohlbekannte Dominanzhalbordnung von Diagrammen!) Eine ausfiihrliche Erérterung
findet sich in Kapitel 2. Die Verwendung von doppeltindizierten Unbestimmten fiihrt auf Paare von standard
Tableaux gleicher Gestalt. Es fige nun nahe, die obige, fir standard Tableaux erwihnte Halbordnung auf
diese Paare zu ibertragen, indem man zur Produktordnung ibergeht. Tatsichlich kommt man hier mit einer
abgeschwichten Halbordnung aus (siehe Kap. 2).

Bei den Anwendungen im Kapitel 3 beschranken wir uns auf die Darstellungstheorie zweier Serien von Grup-
pen: symmetrische Gruppen und Kranzprodukte symmetrischer Gruppen. Diese Kranzprodukte denken wir
uns realisiert als maximal imprimitive Permutationsgruppen. Um die Arbeit auch fiir Kombinatoriker lesbar
zu machen, die mit der Darstellungstheorie nicht vertraut sind, erinnern wir zu Beginn von Kapitel 3 an
Grundlegendes aus der Darstellungstheorie. Nach diesem darstellungstheoretischen Vorspann sollte dann
jedem der Vorteil der Doppelindizierung klar werden: auf den linken Indizes operiert die Permutations-
gruppe, die rechten Indizes dienen dem Aufbau kombinatorischer Strukturen, die (im Fall der gewohnlichen
Darstellungstheorie) die Vielfachheiten einfacher Moduln im gegebenen Modul abzihlen. Die Abschnitte
3.1 und 3.2 geben Isomorphielisten einfacher Moduln fiir die Gruppen aus den genannten Serien an. Auf

Die vorliegende Arbeit ist ein Fragment, Verbesserungsvorschlige und sonstige Kommentare sind sehr
willkommen.

Die Arbeit gibt Teile einer Vorlesung wieder, die der Verfasser auf Bitte von Herrn Strassen im WS 84/85
an der Universitit Ziirich gehalten hat. Ich méchte Volker Strassen herzlich fiir die hilfreichen Diskussionen
danken.

2. GRUNDLAGEN UND METHODEN

In diesem Abschnitt geht es um eine eng mit kombinatorischen Strukturen verbundene Z-Basis des Poly-
nomrings

Z[X] := Z[X;; : t,J €NJ.

Diese Basis besteht aus gewissen Potenzprodukten von Minoren der Matrix (Xi5). Zudy,... Ty )1, ... Ja €N
heiBt o
1 l Z X"U'L cee Xiu'd
15 = det :
14 l Jd Xt'.u'l S X"dfd
eine Minore. Potenzprodukte von Minoren, sog. Bideterminanten, deuten wir gern durch spaltenweises
Hintereinanderschreiben an:

218|122 2l 1]2 X X X12X11 X4
72 21 | = <7l2) 2] (82) = det( 21)(22) “det | X52X51X04 | - X,
34 34 L X32X31X34

Wir bereiten eine prazise Definition derartiger Bideterminanten vor: Ist A eine endliche Teilmenge von NxN,
80 bezeichnet Sym(A) die symmetrische Gruppe auf 4, V(4) ~T]. Sym(j-te Spalte von A) die Untergruppe
aller Vertikal- und H(A) ~ [, Sym(i-te Zeile von A) die Untergruppe aller Horizontalpermutationen von A.
Eine Abbildung S : 4 —N heift A-Tableau (oder Tableau der Gestalt A) vom Inhalt (IS=Y(1)[,1S-1(2)],.. J).
Ein A-Bitableau vom Inhalt (a,B) ist ein Paar (S,T) von A-Tableaux mit o — Inhalt(9), g = Inhalt(7).

Beispiel. (flg ;2f) ist ein A-Bitableau vom Inhalt (,8), wo A = {11, 12, 13,21,23}, a = (1,2,0, 1, 1,0,...)

und # = (2,3,0,0,...). (Lies (1,1) statt 11, usw.).
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Definition. Einem A-Bitableau (S,T) kann man eine Reihe merkwiirdiger Polynome zuordnen:

{S|T} := H X5(a),T(a) natirliches Monom
a€EA

(S|} = Z sgn(o){S o o|T} L— Bideterminante
g€V (A)

{S|T) = E sgn(r){S|Tor} R— Bideterminante
T€V(A)

(S|T) := Z {s'|T) L—symmetrisierte Bideterminante
S'€SoH(A)

(S|} = Z (S|T"} R—symmetrisierte Bideterminante
T'€ToH(A)

[S|T} = Z {Soo|T} L— Bipermanente
o€ H(A)

{S|IT] := Z {S|T o7} R— Bipermanente
T€EH(A)

(90} := ... = {9)9) := 1; SoH(A) := {Soclo e H(A)}

Wir werden uns im folgenden schwerpunktmaBig mit Bideterminanten befassen und formulieren erste, einfach
nachzuweisende Eigenschaften von Monomen und Bideterminanten als

Ubung. Ist (S,T) ein A-Bitableau, (U, V) ein B-Bitableau, so gilt:

- {S|T} = {U|V} gdw eine Bijektion ¢ : A — B existiert mit (Uop, Voyp) = (5,T).

—{Soo|T} = {S|Too™'}  (o€Sym(4)). ’

- (S|TY = {S|T) = (S[T).
(L- und R-Bideterminante zu (S, T) stimmen also iiberein. Folglich macht es Sinn, von der Bideter-
minante zu (S,T) zu sprechen.)

- (51T) = IL(8° | T°).
(Der Faktor (S7 | T7) ist Bideterminante (= Minore) zu den j-ten Spalten von S und T.)

- (Soa|Tor) = sgn(or) (S|T) (0,7 € V(4)).

- (S|T) # 0 gdw alle $7 und alle T injektiv sind. (S heiBt dann spalteninjektiv, ebenso T.) O

Definition. S : A — N heifit standard gdw A ein Diagramm ist (dh. (5,7) €A, 1< <q,1<5' <7 =
(#',7') € A), und S in jeder Zeile schwach und in jeder Spalte streng monoton ansteigt. Ein Bitableau (S, T)
heifit standard gdw S und T standard sind.

1124 2335

Beispiel. (j52" 225 ) ist ein standard Bitableau.

Nun konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.
Theorem. Die Bideterminanten zu den standard Bitableauz bilden eine Z-Basis von Z[X].

Zwei Methoden beherrschen beweistechnisch das hier diskutierte Gebiet: verallgemeinerte Laplace-Entwick-
lungen und Capelli-Operatoren. Wir entwickeln diese Methoden beim Beweis des Theorems. Der Beweis
besteht aus zwei Schritten: In Schritt 1 wird gezeigt, daB die standard Bideterminanten den Polynomring
als Z-Modul erzeugen, in Schritt 2 geht es um die lineare Unabhangigkeit der standard Bideterminanten.

Beweis. Zunichst zerlegen wir Z[X] mittels Homogenitatsbedingungen direkt in Z-Untermoduln Z,p von

endlichem Rang:
2X| = Pzxla =D D Zen

d>0 d>0 a, B
- la|=d=|8]
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dabei bezeichnet Z[X]4 den Raum der Polynome, die homogen vom Grad 4 sind, und zu o = (a1, ag, s weny
B = (B1,bs,...), a, Bi 20, |a| =Y. a; =d = |Bl, ist Zop die Z-lineare Hille aller Monome X -
-o. - Xi,js, bei denen genau a; mal im Tupel (14, ... ytd) die Zahl ¢ und genau f; mal in (]'1,...,3'4) die
Zahl j vorkommt. Anders ausgedriickt: Bezeichnet M,p die Menge aller NxN-Matrizen iiber No mit
vorgegebenem Zeilensummenvektor o und mit vorgegeberem Spaltensummenvektor B, so ist

Zap = < X° | CeEMup >; mit XC .— ITx:7.

iJ
7

110

. D (B 2%y (9,
Beispiel. Z(2,3),(1'1,3) = < X , X , X , X >z.

Bezeichnet SBT(q, p) die Menge der standard Bitableaux vom Inhalt (e, B) und SBD(a, ) die zugehdrige
Menge von Bideterminanten, 80 geniigt es, fiir jedes (a, B) folgendes zu zeigen:

Theorem. (2. Version) Z,; = <« SBD(a, f) > 5.

Beispiel. Z(53) (114 = < (11222]12333), (1122 | 1333) ol B WG 33" ) »z.

Schritt 1: Z,p wird Z-linear erzeugt von SBD(q, ).

Sei BT(a, f) die (endliche !) Menge aller Bitableaux von Diagrammgestalt und vom Inhalt(a, g); BD(a, g)
sei die zugehdrige Menge von Bideterminanten. Da Jjedes Monom wegen X; ;, -.. . tqlg .. .7d)
als Bideterminante zu einem einzeiligen Bitableau aufgefaBt werden kann, wird Z,4 sicherlich linear erzeugt

Satz. Jede Bideterminante vom Inhalt (o, B) ist darstellbar als Z-Linearkombination von standard Bideter-
minanten gleichen Inhalts.

Das triviale Beispiel (21]12) = (12| 12) - (1 |2) 138t schon die Beweisidee erkennen:

BT(a, ) wird total geordnet: zunichst grob nach der Diagrammgestalt ({(1,1), (L,2)} > {(1, 1),(2,1)}),
dann, bei gleicher Gestalt, (spalten—) lexikographisch (21 > 12). SchlieBlich zeigt man:

(U,V) nicht standard = UM)e > z.(s|1). (%)
(S,T)<(U,V)

Zusammen mit der Endlichkeit von BT(a, B) folgt daraus die Behauptung des Satzes. Der Beweis von
(*) basiert auf einer verallgemeinerten Laplace—Entwick]ung, die wir hier schon in der spater benétigten
Allgemeinheit diskutieren. Das Beispiel (21 | 12) = (12 | 12) — (2] 2) kann man ansehen als Identitit zwi-
schen gewissen polynomialen Ausdriicken in Minoren der Unbestimmtenmatrix (Xi5). Eine Fiille derartiger
Identititen wird beschrieben durch folgenden

Dualitdtssatz. Ses ©:A — B eine Bijektion zwischen den endlichen Teilmengen A, B von NxN; ¢ := -1,
Ser S ein A- und T ein B-Tableau. Dann gilt

s9n(0)(S oo | Top) = > sgn(r)(Soy | Tor).
aev(B)‘modV(B)*nV(A) 7eV(A)vmodV(A)an(B)

Hierbei bezeichnet V(B)Y mod V(B)¥ n V(A) eine (zundchst beliebige) Transversale dey Linksnebenklassen
von V(B)Y :=yo V(B)oy~! nach V(B)Y NV (4); analog ist V(A)® mod V(A4)? NV (B) zu lesen.

Beweis. Da V(B)¥ und V(A) Untergruppen von Sym(A) sind, kénnen wir ihr Komplexprodukt

V(B)""V(A) i= {¢oﬂo¢_loa]ﬂ€V(B),aEV(A)}
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bilden; dieses korrespondiert unter der Inversion z — z~* und anschlieBender ©-Konjugation bijektiv mit
dem Komplexprodukt V (A4)¥ - V(B). Wir erhalten

(S1T)e = > sgn(0){Soc[Top}

o€V (B)¥V (4)

Y sn(e){Sep M | TopooTtop™)
o€V (B)?V (A)

= Z sgn(r){So¢ |Tor 1}

reV(B).V(A)®
= Z sgn(r){So¢ |Tor}
reV (A)® -V (B)
=: ,1,(5 | T)

Daraus folgt die Behauptung, wenn wir noch beachten, da das Komplexprodukt H - K von Untergruppen
einer Gruppe G disjunkte Vereinigung gewisser Linksnebenklassen von K in G ist; genauer gilt fir eine
beliebige Transversale H mod H N K der Linksnebenklassen von H nach H N K:

H K = lJ »k o
h€HmodHNK

Ubung. Man zeige, daB die Laplace-Entwicklung der n-reihigen Determinante (X,x) nach der i-ten Zeile
ein Spezialfall des Dualitatssatzes ist.

(Auf dhnliche Weise kann man auch allgemeinere Laplace-Entwicklungen als Spezialfille des Dualitatssatzes
erhalten.) a

Um den Dualititssatz konkret anwenden zu konnen, wahlen wir jetzt spezielle Transversalen aus. Dazu
ordnen wir alle Permutationen von A total an und nehmen als Reprisentanten aus jeder Linksnebenklasse
den kleinsten Vertreter. Die Totalordnung von Sym(A), die fir uns von Interesse ist, basiert auf folgender
» getwisteten” Totalordnung <¢ von NxN.

Definition. (a,b) <¢ (z,9) ¢ (6> y) vV (b=y Aa<1z)

Sei nun A = {al,...,an} c NxN ,a; <¢t az... <t Gn. Wir ordnen die Permutationen von A gemaB
ihrer zweiten Zeilen <;-lexikographisch an: =7 <t o :& I (r(a;) <t U(a;)) AVj < i: w(a;) = ofaj)
Ist ¥ : B — A eine Bijektion, so bezeichne im folgenden V (B)¥ mod V(B)¥ NV (4) die <,-lexikographisch
kleinste Transversale der Linksnebenklassen von V(B)¥ nach V(B)¥NV(A). Ist B := BN (N x {5})
(bzw. A7) die j-te Spalte von B (bzw. A), so kann man obige Transversale auch so beschreiben:

V(B)Y mod V(B)Y NV (A)={r€ V(B)¥ |5,k : w|m(B’) N A¥ist <, —isoton}
= {r € Sym(4)|V5 : =($(B’)) = ¥(B?) AVj, k : w|m(B7) N A¥ist <, —isoton}

Derartige Permutationen heifien Schiebepermutationen (engl.: shuffles) bzgl. ¥ : B — A. Die Identitat 1d4
gehort bzgl. jeder Bijektion ¢ : B — A zu den Schiebepermutationen.
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Beispiel.

X x [12 32 11
X 22 42

21

31

41

51

X X X X X
X X X X

X X X X X X

Dann ist V(B)¥ = I[I, Sym(y(B?)) = Sym({12,22,21,31,41,51}) x Sym({32,42}) x Sym({11}) und
V(B)¥ mod V(B)¥ n V(A) besteht aus allen 7 € Sym(A), die folgende Eigenschaften haben: = stabilisiert
jede der Mengen {12,22,21,31,41,51},{32,42},{11}, und die Einschrinkungen von r auf Y(Bl)n Al =
{21,31,41,51}, y(B) n 4% = {12,22}, y(B?) N A2 = {32,42} sowie (B3 N 4! = {11} sind jeweils
<;-isoton.

In der folgenden Illustration dieser Traversalen diirfen Elemente zwischen benachbarten Doppelstrichen unter
Respektierung der lokalen St-Ordnungsbedingung vertauscht werden:

V(B)® mod V(B v () — ” 12 22 ’ 21 31 41 51 “ 32/42 ” 1/1 “ .

/ 7

Die obige Transversale hat (264) : (g) (i) = (g) = 15 Elemente. Eines dieser Elemente ist die Permutation

(12 2221314151 u;ﬂ 42 ,11
224112 213151132 42111 /- O

Nach diesem Exkurs iiber verallgemeinerte Laplace-Entwicklungen fahren wir jetzt im eigentlichen Beweis
von Schritt 1 fort, indem wir die bereits angedeutete Totalordnung von BT(a, 8) nun prizisieren.

Definition. Eine Folge (Al,...,Ah) heiBt Partition von n gdw X; e N, A, > ... 2 A >0, +...+
An = n. Verméoge A,eeAn) U:'zl{(i, 1),...,(5,\)} identifizieren wir Partitionen und zugehorige
Diagramme. Die Buchstaben A, 4, v bezeichnen im folgenden stets Partitionen (= Diagramme). Aus tech-
nischen Griinden identifizieren wir (Ag,..., An) mit (Ag,... AR, 0,...,0). Statt Diagramme durch dje Folge
der Zeilenlingen zu beschreiben, hitten wir auch die Folge der Spaltenlingen zur Kodierung benutzen
konnen. Dies fiihrt auf die zu A konjugierte Partition \' = (AL, A5,..0) A= )y > F¥

Definition. Sei (P,Q) € BT (e, f) von Gestalt u und (W, Z) € BT(, ) von Gestalt v. Wir schreiben
(P) Q) < (W’ Z) gdw
— entweder u' > /' ist (d.h. die erste nichtverschwindende Differens von pui — vl ist positiv)

- oder 4 = v und die Folge (p11, pay, . . 1P12,P22, .. -5 411,921, - - ., 12, G232, . . ), die man (0)
durch spaltenweises Lesen von P und @ erhilt, ist lexikographisch kleiner oder gleich der ent-
sprechenden Folge zu (W, Z).

Wir zeigen nun per Induktion nach der gerade eingefiihrten Totalordnung in BT (e, B):

(U,V) € BT(a, B) nicht standard = Uvye > z(s) (1)
(8, T)<(UV)

Beweis von (1).
Start.

Ist (Uo, Vo) das <-kleinste Element von BT(e, A), so sind Uo, Vo einspaltige Tableaux vom Inhalt a bzw. 8.
Sind alle i, By € {0,1}, so ist (Up, Vo) standard, andernfalls ist (Uo|Vo) = 0.

Schritt.
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Sei (U, V) € BT (e, f) und (1) gelte fiir alle (U',v") < (U,V). Wir konnen annehmen, daB U und V beide
spalteninjektiv von der Gestalt A sind. Dann gibt es 0,7 € V(A) mit

- Uoo, Vor sind streng monoton wachsend in jeder Spalte

-(Uo o, Vor) < (U,V)

_(UV) = (U oolV o).
Also bleibt der Fall zu untersuchen, wo U und V streng spaltenmonotone A-Tableaux sind. Sei U* (bzw.V")

die i-te Spalte von U (bzw V). Angenommen, U ist nicht standard. Dann liegt in zwei benachbarten Spalten
(etwa der j-ten und der (7 + 1)-ten) von U eine Verletzung der Standarditat vor:

a; < b
A A
az < b2
A A
A A
ak-1 < bk-1
A A
ag > br
A A
A
be
A
ay

Wir sondern die Spalten vom Index 7 und 7 + 1 aus:
) = [Iw'vY) = @ivHw - I V). @)
i J#IAI+L

Wir definieren ¢ = %! : A — B durch

12 11
22 21
k—1,2
o = k+1,1 k1
k+2,1 13
t—k,3
s+1,1

Sei S := UIUI*! und T := (VIV7*!) o . Dann folgt aus (S|T)p = w(S|IT) und Top = yiyitt

(UJ'UJ'+1‘VJ'V]'+1) - _ Z sgn(a)(SoalTocp)
1¢UGV(B)*mOdV(B)\‘ﬂV(A)

+ Z sgn(r)(So¥|T o).
fEV(A)“’modV(A)VnV(B)
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Wegen by < ... < b < Ak < ... < a, ist fiir alle unter der ersten Summe auftretenden Schiebepermutationen
0,0#1, Soco spaltenlexikographisch kleiner als S; da ferner die erste Spalte von B linger ist als die erste
Spalte von A, gilt fir alle unter der zweiten Summe in (3) auftretenden Schiebepermutationen

(Soy, Tor) < (Uiys+t Viyity),

Ersetzt man nun in Gleichung (2) den Term (U|v9) (UT+1[V7+1) Qurch die rechte Seite von Gleichung (3),
so erhalt man Behauptung (1). Analog behandelt man den Fall, wo V nicht standard ist. Damit ist Schritt
1 (Seite 4) vom Theorem bewiesen.

Schritt 2. SBD(q, B) ist Z-linear unabhdngig.

Zunichst eine Beweisskizze: Zu Jedem (S5, 7T) e SBT(a, B) definieren wir einen sogenannten Capelli-Operator
Cst € Endz(Z[X],), la| = |B] = d. Dann fiihren wir eine reflexive und antisymmetrische Relation

auf den standard Tableaux ein. Capelli—Operatoren, standard Bideterminanten und die Relation « stehen
wie folgt in Verbindung ((s, T, (UV)e SBT (e, B).):

Csr(S|IT) # o (4)

Csr(UIV) # 0 = 57U ung 7ty (5)

Aus diesen Eigenschaften ergibt sich die lineare Unabhangigkeit der standard Bideterminanten: Ist

0 = > a,, (UV) (6)

(U,V)ESBT(a,B)

eine nicht-triviale lineare Relation, so hat die endliche, nichtleere Menge {(U,V) , ay, # 0} ein

J-maximales Element, etwa (S,T). Wenden wir den Capelli-Operator Csr auf (6) an, so liefern obige
Eigenschaften von Cgpr zusammen mit der «—T-Maximalitit von (S, T) folgenden Widerspruch:

0 =agCsr(SIT) + Y ayy, Cst(U|V)
(UV)#(S,T)

= GSTCST(SIT) # 0.
Ende der Beweisskizze.

Wir fiihren nun eine Klasse von Operatoren ein, aus der sich beweistechnisch die zweite fundamentale Meth-
ode ergibt. Zu dieser Klasse gehoren insbesondere alle Capelli-Operatoren. Jeder Matrix D = (di;) iiber Ng
mit }:‘-J- di; = dordnen wir einen linken Substitutionsoperator Lp und einen rechten Substitutionsoperator

Rp aus Endg (Z[X]q) wie folgt zu.
Definition. Seien Uy V: A N, AcNxN d-elementig.
Subp(U) := {S:4-N | Vi,5 dij = ISy n U= {53}

ist die Menge der D — Substitute von U.

Lo{UV} .= 3~ (s|v}

S€Subp (V)

{UV}Rp .= 3~ (Ui}

TGSubD (V)
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definiert die linke (rechte) D-Substitution Lp (Rp). Ist Subp(U) =0, so sei Lp{U|V}={V|U}Rp :=0.

Grob gesprochen besteht Subp (U) aus allen A-Tableaux, die man aus U dadurch erhalt, indem man simultan
und disjunkt fir alle s und j genau d;; Eintrage 7 in U durch 1 ersetzt. Lp ist wohldefiniert, denn sind W, Z
B-Tableaux mit {U|V} = {W|Z}, so existiert eine Bijektion 8: B — Amit W =Uof und Z =V op. Eine
triviale Rechnung zeigt dann, da Subp (U o) = Subp (U) o B. Analog zeigt man die Wohldefiniertheit von
Rp. Wir beschreiben jetzt die Wirkung von D-Substitutionen auf Bideterminanten.

Lemma. Lp(UlV) = > (S|V) und (U|V)Rp = > (UlD).
SeSubp (U) TESubp (V)

Beweis. Seien U,V A-Tableaux. Dann gilt:

Lp(UV) = Lp{U|V)
= Lp( D sgn(r){U|V or})
TEV(A)
= Z sgn(r) Z {S|V o1}
reV(A) S€Subp (V)
= Y. (s
S€Subp (V)

Analog zeigt man die zweite Aussage. O

Korollar. Lp (U[V) = Y (S|V), wobei nur iiber die spalteninjektiven Elemente von Subp (U) zu summieren
ist. Enthalt Subp(U) insbesondere keine spalteninjektiven Tableaux, so ist Lp(U|V) = 0. Analoges gilt
fur Rp. O

Zu den meisten der hier vorkommenden Paare (D, U) gibt es hochstens ein spalteninjektives D-Substitut von
U. Dadurch wird die im Korollar auftretende Summe sehr iiberschaubar. Wir geben jetzt die uns besonders

interessierenden D’s an.

Definition. Zu einem Tableau S bezeichne D(S) die Matrix, die an der Position (z,7) angibt, wie oft in der
i-ten Zeile von S die Zahl 7 vorkommt:

D(S)ij = | {&}xN n S5} | .

Beispiel.
1133 2020
Fir § = 234 ist D(S)= | 0111
4 0001

Definition. Ist (S,T) ein Bitableau, so heit Lp(s) der linke Capelli-Operator zu S, Rp(r) der rechte
Capelli-Operator zu T und Cst := Lp(s) o Rp(T) der Capelli-Operator zu (S,T).

Fiir spatere Zwecke beweisen wir gleich eine leicht verallgemeinerte Version von Csr(S|T) # 0. Diese
Verallgemeinerung hingt eng zusammen mit folgendem

Sortierlemma. Sei A ein Diagramm. U : A — N sei in jeder Spalte streng monoton wachsend. Ordnet man

die Eintrdge in jeder Zeile von U von links nach rechts schwach monoton ansteigend an, so geht dadurch die
strenge Spaltenmonotonie nicht verloren, d.h., es ensteht ein Tableau U®t : X — N, welches standard 1st.
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Definition. U*t heifit die Standardz'sierung von U.

Beispiel
12113 11123
34325 | b 23345
Zu U= t554 186 = 4455
5 5

Beweis des Sortierlemmas durch Induktion nach dem groBten Eintrag m in U.
m=1. DaU in den Spalten streng monoton wichst, ist notwendigerweise U = 11...1 — Ut

m > 1. Wegen der strengen Spaltenmonotonie von U befinden sich die m’s in I an den Spaltenendep. .
Indem wir nun zunichst die gleichlangen Spalten von U/ lexikographisch nach dem letzten Eintrag umordnen,

erhalten wir ein streng spaltenmonotones A-Tableau X mit Xt = pyot,
Beispiel
34323 _ sun 11213
Zu U = ist ein mogliches X = mit ”5-freiem” Anteil Y = 3243
4554 4455 44
5 5

Sei allgemein Y der ”m-freie” Anteil von X:

— Zeile (v

X= | [ < Zeile

Mit X ist auch ¥ streng spaltenmonoton, und aufgrund der Maximalitit von m bleiben beim f]bergang.
X — X*t die m’s an ihren Plitzen, d.h. X — Xt wird i.w. beschrieben durch ¥ s Yot Nach Induktion
ist Y'°* standard, also auch X°t (= 0. o

Satz. (Erste fundamentale Eigenschaft von Capelli—Operatoren) Sei A = (Ay,.. -»An) ein Diagramm, und
seien U,V streng spaltenmonotone A-Tablequz. Bezeichnet Ty : A — N die Projektion (¢,7) =1, so gilt:

Low)(UIV) = (Ta[V) # 0

(UIV)Rpwv) = (UIT)) # 0
Cuv (U|V) = (TL|T)) # 0.

Beweis. Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen. Wir halten an den Bezeichnungen des letzten
Beweises fest. Zunichst bemerken wir, da8 fiir alle Zeilenpermutationen o € H(}) gilt: D(U) = D(Uoo).
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Die Umordnung der Spalten von U, um X zu bekommen, kann durch eine geeignete Zeilenpermutation
o € H(A) simuliert werden: X = Uoo. Alsoist (U[V)=(X|Voos) und Lpw)(UV) = Lp(x)(X|V o0).
Ist Y von Diagrammgestalt x, so konnen wir per Induktion annehmen, daB T), einziges spalteninjektives
Tableau in Subp(y) (Y) ist. Also sind alle spalteninjektiven Tableaux in SubD(x)(X) notwendigerweise von

folgendem Typ

wo die @ + b + ... + ¢ *'s simultan und disjunkt durch a a’s, b B’s, ..., c Y's ersetzt werden miussen.
Offensichtlich ist Ty die einzige spalteninjektive Losung. Also gilt:

Lpw)(UIV) = Lpex) (X[V © o)
= (D|V oo)
= (Taoo™'|V)
= (Ta|V)
# 0. O

Wir wenden uns nun der Relation ~—T zu.

Definition. Tableaux S : A — N, U : B — N heifien zeilendhnlich (S ~ U) gdw fiir alle ¢ gilt: Inhalt
(i-ter Zeile von S) = Inhalt (s-ter Zeile von U). Analog definiert man Spaltendhnlichkeit (S | U). S heiit

zeilen-spalten-transformierbar in U (Sa—T U) gdw ein Z existiert mit S — Z [ U.

Beispiel.
112234
346 =
5
!
1124 112 4
S= 233 «— 3 23 =7 ;
45 54
6 6

also S ._T U. O

Die Relation a—T ist reflexiv, aber i.a. nicht antisymmetrisch, sie wird es aber, wenn man sich auf standard
Tableaux beschrankt:

Satz. Fir standard Tableauz S,T glt: S = T <« So—-TT/\To—IS.

Beweis.

»=7 . trivial.
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’<": FirU: A — N und P, q € N sei apg(U) := ' {(57)eAli< PAu; < q} , die Anzahl der Eintrage
< g in den ersten p Zeilen von U. Aus S < Z I T folgt fiir alle p, q: apg(S) = apq(2) < apq(T). Zusammen
mit 7« § ergibt sich fir alle p, ¢ : apq(S) = apg(T). Da S und T standard sind, folgt daraus S = T. m]

Korollar. Fir standard Tableauz S, T gleichen Inhalts gilt: S*—TT = Sir Hier bezeichnet < dje
bekannte Dominanzhalbordnung S 2T . Vp, q apg(S) < apg(T) von standard Tableaux.

Der folgende Satz mit seinen Folgerungen unterstreicht die Bedeutung der Relation «J :

Satz. Sind (S, T) und (U, V) zwei Bitableauz gleichen Inhalts (e, B) ,und sind alle az-,,B]- € {0,1}, so gilt:

Csr(UV)#0 & sdu A 7y

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB unter obigen Voraussetzungen gilt: Lps)(UV) #0 & S¢—TU. Da §
und U Bijektionen mit gleichem Bild sind, ist Lp(s)(U|V) # 0 gdw fir alle ¢ dje Eintrige der i-ten Zeile
von § in U in verschiedenen Spalten stehen, d.h.

liefert eine wohldefinierte Bijektion Z mit § « Z 1U,dh. S<—IU. ]

Satz. (Zweite fundamentale Eigenschaft von Capelli-Operatoren) Fir Bitableauz (S,T) und (U,V) gleichen
Inhalts gilt:

Lpis)(UlV) #0 = S‘—TU,
(UIV)Bpiry #£0 = Ty,
Csr(UV)#0 = sy und 7y

Beweis. S habe Gestalt A, U Gestalt B. Dann folgt aus Lp(s)(U|V) # 0 die Existenz einer Bijektion
9:A—>Bmit Uog=S und , g(i-ter Zeile von A) N y-ter Spalte von B ’ <1 (V2,y). Also ist

eine wohldefinierte Faktorisierung von g : g=9gsogz. Nunist S=Uog= (Uogs)ogz e Uo gs [ U,
d.h. SJU. Die anderen Aussagen beweist man analog. O
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Damit ist nicht nur das Theorem bewiesen, sondern es sind auch die beiden Beweismethoden in der Form
vorgestellt worden, wie sie in den Anwendungen immer wieder benotigt werden.

Sei (U,V) streng spaltenmonotones Bitableau vom Inhalt (a, ). Die zugehdrige Bideterminante ist nach
dem Theorem eindeutig darstellbar als Z-Linearkombination von standard Bideterminanten gleichen Inhalts:

) = S, ey BIT) (7)

(8,T)ESBT(a,B)

Das nichste Resultat macht u.a. a-priori-Aussagen {iber das Verschwinden gewisser Entwicklungskoeffizien-
ten:

Satz. Sei (U,V) streng spaltenmonotones u-Bitableau und (S, T) ein standard Bitableau gleichen Inhalts.
Dann gslt:

ft
°agryy 70 = (SxT)@ﬁ:(U,V)‘

oa =1.
U"V",UV

Definition. Ist S standard, U streng spaltenmonoton, so soll S J—T U bedeuten: es gibt standard(!) Tableaux
S .8 mit S = Sy8;...5,U. Analog bedeutet (5,T) L(U,V): es gibt standard Bitableaux
(S1,T1), > (Sr, Ty) mit § = 5,35, .5 0 wmd T=T ... TV

Bemerkung. Trivialerweise gilt: ((S,T) cnﬁ (U,v)) = (S J—T Uund T J—T V), aber die Umkehrung gilt i.a.
nicht, da bei der Relation Jg die (S;, Ti) gleiche Gestalt haben miissen!

Beweis des Satzes. Sei (S,T) ein ) -maximales Element, das im Triger {(W, Z)lay, ; v 7 0} von (U|V)

liegt. Wendet man den Capelli-Operator Cgsr auf Gleichung (7) an, so liefert die J -Maximalitit von (S, T):
Csr(UIV) = agppyCsr(SIT) # 0. Also gilt S JU wnd T JV. Ist (W, Z) ein nicht —-maximales
Element aus dem Triger von (U|V), so existiert ein I -maximales Element (S,T) aus dem Triger mit
(W, Z)¢ﬁg(5, T), also gilt auch (W, Z)cng(U,V). Das beweist die erste Aussage.

Die zweite Aussage ergibt sich aus Cyev(UlV) = Cuv(UlV) = (T,|T,) und der Bemerkung, da8 kein
standard Tableau W # U*® existiert mit U“JWJJU. ul

Als nachstes deuten wir einen Algorithmus zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten an. Seien
(8,,T,) < ... < (S, T,) simtliche standard Bitableaux vom Inhalt (a,8). (Si,T:) habe Gestalt X. C;

sei der zu (S;, T;) gehorige Capelli-Operator. Die Totalordnung < sei eine Linearisierung der Partialordnung
ft

J‘—‘:
(50T ff (S Ty) = <7

Wir wihlen im folgenden immer die in (0) definierte spaltenlexikographische Totalordnung. Dann gilt:
V2 Ci(Si|T) = (T |Txe)
Vi> 3 C,(SJITJ) 0.
Sei (W,T) € BT(a, B). Wenden wir auf

(8)

r

W|2) = (ST

=1



alle Capelli-Operatoren C; an, so erhalten wir (in Ma.trixschreibweise) folgendes Polynomgleichungssystem:

gy C1(w|2)
CsiT)) - | | = s
ar \c.(w|z)
Betrachten wir in der i-ten Zeile nur den Koeffizienten des Monoms {Txi|Ty:}, so erhalten wir mit (8) das
folgende lineare Gleichungssystem zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten N
1 f,'j al bl
0 1 ay b"

hier bezeichnet ¢;; (baw. b]-) den Koeffizienten von {T\i|T\+} in Ci(8;|T;) (bzw. in Ci(W|Z)). Wir be-
merken, daf die Matrix (&:5) nicht von (W, Z) abhingt. Hat man also, wie bei den folgenden Anwendungen
im nichsten Kapitel deutlich wird, viele verschiedene (W|Z) gleichen Inhalts zu entwickeln, so ist es rat-
sam, einmal die Inverse der Matrix (&5) zu berechnen. Die restliche Arbeit setzt sich dann zZusammen
aus der Berechnung der b; und anschlieender Multiplikation von oberer Dreiecksmatrix (&)™ mit dem
Spaltenvektor (b,).

Beispiel. a=(2,12) , 8 = (1,3,1).

113 122
113 122 112 122 1133 1223
(51,7y) = (32 g ) < (23,23) = (33,23) = (2 2 )

N (1133 1222) < (1123 1222

23 53 ) < (11233,12223) = (85, 7Ty)

zahlt simtliche standard Bitableaux vom Inhalt (e, B) auf.

" 110100111
1012011
100111
10001
(fﬁ']') = 1000
101
11

L 1]

] 121212 . 112 122
Fir (W, 2) = <33 s )m (Wet, Zot) — (33 pre ) = (S,,T,).

Die Anordnung der standard Bitableaux hat zur Folge, da8 fiir die Entwicklungskoeﬂizienten @i,...,ar zu
einem streng spaltenmonotonen Bitableau (W, Z) vom Inhalt (a,B) im Falle (Wet,z9t) = (Sh,Th) gilt:
% =1, 8,., =...= ap = 0.Indem Falljst also nur die hxh-Hauptuntermatrix von (&i;) zu invertieren,

um die restlichen Koeffizienten @y5---5@,  zu erhalten.

In unserem konkreten Beispiel ist wegen by =b,=-1, by =1

110] [aq, -1
10 a| = | -1 ,
1 a, 1
also ay =1, a, = -1, a;, =0, d.h.

121 | 212\ 113 | 122 L (112122 o
33 |32 ) ~ 23 | 23 33 (23 )
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Weitere Vereinfachungen ergeben sich aufgrund folgender

Ubung. Ist (U, V) ein A-Bitableau, V standard, so gilt fiir jedes standard A-Bitableau (S,T), das im Trager
von (U|V) liegt, T = V.

Die in diesem Kapitel gemachten Aussagen bleiben richtig, wenn man iberall Z durch einen beliebigen
kommutativen Ring R mit Einselement 1g # 0 ersetzt. Anders ist es bel folgendem Resultat, das wir ohne
Beweis angeben (vgl. [ ]).

Satz. Sei R ein kommautativer Ring mit Einselement 1r # 0. Dann gilt: Die L-symmetrisierten Bideter-
minanten (bzw. R-symmetrisierten Bideterminanten, bzw. L-Bipermanenten (=R-Bipermanenten)) zu den
standard Bitableauz bilden eine R-Basis von R[X] gdw Q ein Unterring von R ist (incl. 1q = 1r).

3. ANWENDUNGEN IN DER DARSTELLUNGSTHEORIE

Wir wollen in diesem Kapitel mit Hilfe der gerade besprochenen Methoden die Darstellungstheorie zweier
Serien von Gruppen entwickeln. Zunachst erinnern wir an grundlegende Definitionen, Fakten und Problem-
stellungen.

Sei G eine Gruppe, k ein Korper. Eine k-Darstellung von G ist ein Gruppenmorphismus D:G—
GL(V), V =~ k"; V heifit Darstellungsraum zur Darstellung D, r heift Grad der Darstellung. Will man
konkret rechnen, wahlt man in V eine Basisfolge aus, beschreibt die k-linearen Abbildungen D(g), g € G,
durch Matrizen bzgl. dieser Basisfolge und erhilt so eine k-Matrizdarstellung von G, das ist ein Gruppenmor-
phismus D : G — GL(r, k). Verschiedene Basisfolgen liefern zu D i.a. verschiedene (aber als aquivalent ange-
sehene) Matrixdarstellungen von G. Dementsprechend heifien k-Darstellungen D; : G — GL(\V:) (+ = 1,2)
dquivalent gdw ein k-Isomorphismus T : V; — V; existiert, so da8 fiir alle g € G gilt: Dy(g) = ToD; (g)oT~ .
Mit diesen Begriffen kénnen wir nun eine zentrale Aufgabenstellung der k-Darstellungstheorie einer Gruppe
G formulieren:

o Klassifiziere bis auf Aquivalenz alle k-Darstellungen von G.

Es hat sich gezeigt, da8 die Natur der k-Darstellungstheorie einer endlichen Gruppe G wesentlich abhangt

vom Verhiltnis char k und |G|. Zwei Falle sind zu unterscheiden: gewdhnliche Darstellungstheorie (charkt”
|G|) und modulare Darstellungstheorie (chark | |G|). Wir beschrinken uns hier auf Hinweise zur gewohn-

lichen Darstellungstheorie, obwohl auch mit den Methoden des letzten Kapitels Resultate in der modularen

Darstellungstheorie erzielt wurden [ ]. Im Fall der gewohnlichen Darstellungstheorie sind aufgrund der

Voraussetzung Mittelungsprozesse |G|~* Egec"' erlaubt. Mit einem solchen Mittelungsproze8 beweist

man den

Satz von MASCHKE. Teilt die Charakteristik des Korpers k die Ordnung der endlichen Gruppe G nicht,
so ist jede k-Darstellung D : G — GL(V) direkte Summe von irreduziblen k-Darstellungen.

Das bedeutet, V =V, @ ... @V, ist direkte Summe von k-Unterraumen V;(# 0), die V; sind G-invariant
(d.h. D(g)Vi CVi,Vg € @), und zudem gibt es in V; aufer 0 und V; keine weiteren G-invarianten Teilraume.
Die Einschrinkung von D auf V; liefert eine srreduzible Darstellung D; : G — GL(V;). Wir schreiben:
D=D,®..®D, st D=d1®...9® d, eine weitere Zerlegung von D in irreduzible Bestandteile, so folgt
aus einem Satz von KRULL-REMAK-SCHMIDT s = t sowie (nach etwaiger Umordnung) die Aquivalenz
von D; und d; (¢ =1,...,s). Fiir eine irreduzible k-Darstellung F von G ist also die Anzahl der 1, fir die D;
iquivalent zu F ist, unabhingig von der speziellen Zerlegung von D in irreduzible Bestandteile; diese Anzahl
heift die Vielfachheitvon F in D. Das Klassifikationsproblem zerfallt damit im Fall der gewohnlichen Darstel-
lungstheorie so: (i) Bestimme ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen irreduzibler k-Darstellungen
von G. (ii) Bestimme den I[somorphietyp einer beliebigen k-Darstellung von G, z.B. durch Beschreibung
der oben genannten Vielfachheiten. Zwei Fragen dringen sich sofort zu (1) auf: Wieviele Aquivalenzklassen
irreduzibler k-Darstellungen von G gibt es? Wo soll man nach Reprisentanten suchen? Zumindest theo-
retisch sind die Antworten schnell gegeben: Der k-Vektorraum kG mit k-Basis G ist Darstellungsraum von
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G vermége R(g)z := gz (9, z € G). Jede irreduzible k-Darstellung von G ist aquivalent zu einem irreduziblen
Bestandteil dieser sog. reguliren k-Darstellung R von G. Indem man jetzt noch beachtet, da8 kG nicht nur
k-Vektorraum ist, sondern via Gruppenmultiplikation auch Algebrenstruktur besitzt (kG heiBt deswegen
bezeichnenderweise die Gruppenalgebra von G iiber k), kann man die WEDDERBURNsche Theorie halbein-

Satz. (i) Die Mazimalzahl paarweise indquivalenter irreduzibler k-Darstellungen von G ist kleiner oder
glesch der Klassenzahl von G (das st die Anzahl der Konjugationsklassen von G). (%) Fir die Vielfachheit
(FyR), mit der eine irreduzible k-Darstellung F von G in der reguldren k-Darstellung R vorkommt, gilt
1 < (F,R) <Grad(F). (¥ii) Besitzt z.B. k eine primitive |G|-te Einheitswurzel, so gilt Gleichheit in (i), und
in (1) gilt stets (F, R) =Grad(F).

Danach befassen wir uns mit dem Problem, den Isomorphietyp gewisser nicht irreduzibler k-Darstellungen
D:G— GL(V) zu bestimmen. Dazu genigt es, eine Kompositionsreihe von V anzugeben, das ist eine Kette
0=U0CcU...cU, =V von G-invarianten k-Unterriumen U; von V, mit der Eigenschaft, daB zwischen
Ui und U;y; keine weiteren G-invarianten k-Unterriume von V liegen.

Wir bevorzugen im folgenden die modultheoretische Sprechweise: Ist eine k-Darstellung D : G — GL(V)
gegeben, so schreiben wir gv statt D(g)(v). Dann erfiillt diese iuBere Multiplikation G x V — V eine Reihe
naheliegender Gesetze. V heifit dann ein kG-Linksmodul. Die G-invarianten k-Unterriume von V sind die
kG-Untermoduln von V. Besitzt ein kG-Linksmodul V auBer 0 und V keine weiteren kG-Untermoduln, so
heiBt V' einfach. Einfache Moduln und irreduzible Darstellungen entsprechen einander. Ein Morphismus
zwischen kG-Linksmoduln V1, V3 ist eine k-lineare Abbildung f:V; — V2, die mit den Operationen von G
vertauscht: f(gv) = gf(v) (g€ G,v e V).

3.1 Einfache QS,-Moduln

Sp operiert als Gruppe von Algebra-Automorphismen auf Z[X] vermége 0Xij 1= Xoij (04:=1firi > n)
und o — [T, X, ; liefert eine Isomorphie 25, =~ Z(1n),(1n) von 23 -Linksmoduln.

Ubung. Fir ein A-Bitableau (U, V), € Sy, und rechter Substitution Rp mit 2255 dij = |A] gilt: o{U|V} =
{oo UV}, o(UV) = (00 U|V) sowie (c{U|V})Rp = o({U[V}Rp). Insbesondere sind dje rechten Capelli-
Operatoren Sp-Morphismen. 0O

Geeignete Anordnung der Z-Basis SBD(1™, 1) von Z(1n),(1n) deutet auf einen Zusammenhang hin mit dem
Satz von Wedderburn uber die Struktur halbeinfacher Gruppenalgebren: Seien Ty < ... < T, samtliche
standard Tableaux vom Inhalt (1*). Die Totalordnung < sei eine Linearisierung der Partialordnung IT:

T,fT, = T; X T;. (Wir wihlen im folgenden immer die analog zu (0) definierte spaltenlexikographische
Totalordnung.) Mittels < bilden wir eine nur partiell besetzte  x r Matrix (bij), die SBD(1", 1*) aufzihlt:

b .= J(TTy) ; falls Gestalt(T;) = Gestalt(Ty)
* undefiniert | sonst.
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Beispiel. (n=4)

111
2|2
3|3
4|4

&) G 61

FE) € EF

Fh) @) &) -
G G

(32120 Gilsd

GH13%) G*1™) G
G132 G™15™) ™)

(=13° (1) @)

(1234|1234)

(m]

Ist U,(Z) die Z-lineare Hille der standard Bideterminanten, die in den ersten g Spalten von (b;;) stehen, so
gilt mit obigen Bezeichnungen folgender

Satz.
(i) 0 = Up(Z) c Uy(Z) C ..

.cU.(Z ZS, 1st eine Kette von ZS -Linksmoduln.
(i) Der Sy -Morphismus Rp(r,) (1<

) =
0 < r) bildet Uy(Z) ab auf den sog. Spechtmodul
A n
§:(2) = ZS, - (S|Th) = < (T|T») lTeST (1°) >z .

(T, habe die Gestalt A; S : A — {1,...,n} sei eine beliebige Bijektion; ST)‘ () bezeichne die Menge
aller standard \-Tableauz vom Inhalt c.)
(i) Fir 1 < ¢ < r st Upa(Z) = Kern(Rp(1,)|U,(Z)); also 1st Uo(Z) c Uy(Z) C ... C U,(Z) eine
Spechtreihe von ZS, d.h. samtliche Faktoren sind isomorph zu Spechtmoduln.
(+v) In den Aussagen (1) bis (+i1) darf man Z durch einen beliebigen kommutativen Ring R mit Einselement
1R # O ersetzen. (Dabes fassen wir die b jetzt auf als Elemente von R[X].)
(v) Ist k ein Korper, dessen Charakteristik n! nicht teilt, so 1st 0 = Up(k) C Ui(k) € ... C U, (k) = kS
. eine Kompositionsreihe von kS;, und {Sx(k)|A Partition von n} ist eine Isomorphieliste (d.h. Re-
.. prdsentantensystem der Isomorphieklassen) einfacher kS, - Linksmoduln.

Beweis. (i). Seien b;; € Uy(Z), 0 € S;. Dann ist j < o und oby; = o(Ti|Ty) = (o o Ti|Ty) ist Z-
Linearkombination von standard Bideterminanten (Tp|T,) mit T,,fTﬁ also gilt T, < T}, daherist ¢ <7 < 0.
U, ist demnach ZSn-Linksmodul.

(ii),(iii). Nach der ersten fundamentalen Eigenschaft von Capelli-Operatoren ist fiir alle definierten by, :
(Tp|T,)Rp(r,) = (Tp|Tx), falls T, Gestalt A hat. Also liegt Sx(Z) im Bild von Rp(r,)|U,(Z). Nun sei
bi; € Uy(Z), 5 < @. Dann kann aufgrund der gewahlten Anordnung der standard Tableaux sicherlich nicht

Tafn' gelten. Aus der zweiten fundamentalen Eigenschaft von Capelli-Operatoren folgt bi;Rp(t,) = 0.
Zusammen mit der linearen Unabhingigkeit von {(T|T3) | T € ST*(1™)} folgt insgesamt

Sx(Z) = Bild(Rp(t,)|U.(Z))
Kern(Rp(1,)|U,(Z))-

=
|

=

=
I
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((iii) liefert auch einen zweiten Beweis von (i): U,(Z) = ZS, ist ZS_ -Modul; Ur—1(Z) als Kern des Zs,-
Morphismus Rp(1,)|U,(Z) ebenfalls, usw.)

(iv) ist trivial.

(v). Die Aussagen unter (v) ergeben sich aus folgenden Fakten: Der Spechtmodul §, (k) kommt in Us(k) c
Ui(k) C ... C U,.(k) mindestens (Sx(k) : k)-mal als Faktor vor. Unter den gemachuen Voraussetzungen ist
kS, eine halbeinfache k-Algebra (Satz von Maschke). Ist A halbeinfache k-Algebra und M ein einfacher A-
Linksmodul, so kommt M (bis auf Isomorphie) in einer Kompositionsreihe vom A-Linksmodul 4 mindestens
einmal und héchstens (M : k)-mal als Faktor vor (Satz von Wedderburn). o

Beispiel.
Sw(Q) =< (1234]1234) > q,
Sen(Q) = <G™[31), ()1, gy 5
Sea(Q = <G5 ) (25D >4,
Seaas@) = <) | (15 Gl) o,
11
Sn(Q) = <<<§ %) >qQ

ist eine Isomorphieliste einfacher QS,-Linksmoduln. a

3.2 Einfache Q[S,S,,)-Moduln

Ist n = I-m, so kann man {1,--,n}inm gleichlange Blocke B,,--- By, partitionieren: By ={1,---1}, B, =
{i+1,---,23,..., B, = {n—1+1, . n}.
Das sogenannte Kranzprodukt (engl. wreath product)

SeiSm = {aeSu[{aBl,...,aBm} = {Bl,...,Bm}}

ist ein semidirektes Produkt von Sgx...x S, (m-mal) mit Sm, hat also dije Ordnung (€)™ - m). Die hier
gewahlte Definition realisiert S¢Sy (im Fall £ > 1,m > 1) als maximal imprimitive Untergruppe von S
(wobei die By,..., B, die Imprimitivit:'itsgebiete darstellen). Jedes o S¢S 148t sich eindeutig zerlegen
in einen Sy x . .. x S¢-Anteil o, und einen S,,-Anteil 03 0=0,00,. Dabei permutieri:_zf1 nur die Elemente
innerhalb eines jeden Blocks, und 0, permutiert die Blocke als Ganzes. So ist z.B.

(123 456789101112
;=

S,
13215641789 121110) €% 15,

eine typische Permutation innerhalb der Blscke und

1231456 7 8 9 10 11 12
= |

S,:S
789112311011121 4 5 6) € 35 15

eine typische Permutation der Blocke.
Ziel dieses Abschnitts ist die Angabe einer Isomorphieliste einfacher Q[SeZSm]-Linksmoduln. Unser Vorgehen
ahnelt dem des letzten Abschnitts. Wir beschreiben zunichst ein Z-Erzeugendensystem von Z[S, 2 Sy

und zeigen dann dessen lineare Unabhingigkeit. Diese Z-Basis von Z[S. Sm] fiithrt schlieBlich zur gesuchten
Isomorphieliste.
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Sei o € S¢1Sm. Wir teilen das zu o gehérige Monom in Blockfaktoren auf: [Ie, Xeis = [, n:‘eB,— X
Dann stellen wir jeden einzelnen Blockfaktor dar als Z-Linearkombination von standard Bideterminanten:
[Les, Xois = > ou,v, (U;|V;); dabei wird rechts summiert iiber alle injektiven standard Bitableaux (Uj, V;)
mit Bild U; = 0B; =: B;; und Bild V; = B;. (Beachte, daB zu o € S; 1S, genau ein § € Sy, existiert
mit 0B; = Bgsj (V7).) Als nachstes multiplizieren wir aus und sortieren innerhalb der so entstehenden
Potenzprodukte von standard Bideterminanten nach den auftretenden Gestalten:

T X = T1(Z ovm @145

e

= Z OULWVy oo " OUpVin © H H (U;1v7)-

((U1,V1)sees(UmsVim)) A 7:Gestalt(Uj)=A

3

(8)

Grob gesprochen haben wir damit innerhalb der Blocke begradigt und zudem gestaltmafBig sortiert.

Jetzt begradigen wir blockweise, und zwar seperat jeden Ausdruck o = HJ-:Gestm(Uj):\(Ule,-). Wir kénnen

« ansehen als Bild des Monoms a = Hj:Ge“ah(Uj):,\(&J’lj) unter der Substitution
o T { (U;|Vi) falls Uj, V. von gleicher Gestalt
R Serk 1 sonst.

Wir schreiben a als Z-Linearkombination von standard Bideterminanten: a = (s 1) standard ¢sT (S|T). Da
¢ einen Z-Algebrenmorphismus definiert, gilt: & = o(a) = E(S‘T) standard @57 ©(S|T). Indem wir dies oben
einsetzen und ausmultiplizieren, erhalten wir [ Xo:; ausgedriickt als Z-Linearkombination von Produkten
gewisser (S|T). Diese Produkte der ¢(S|T) bilden die gesuchte Z-Basis von Z[S¢1Sm]. (Genaueres unten.)

Beispiel. Die oben allgemein beschriebene Vorgehensweise sieht im Spezialfall

1231456789
= S3S
7 (789‘132 654) e
so aus:
0
S Xoiq = (789]123) - (132[456) - (654|789)
=1
= (789]123)-
1)4
1245 3|45 6 3
(azspaso) - (214 + (P19 + G719 - G190+ (2[)]
ale
[(456]789) - (5°]'5)]
7890]123|4566]|||[t23[456[7809
- (9.1)
789|123]||[123[456 45 7&
- | le 0 (9.2)
789]|[[T23 12 |45 45 [78
+ o 6 6 °
+ —... (insgesamt 12 Potenzprodukte)
Hier haben wir (in Verallgemeinerung von (i1 .. ia|gr e ga) = Xiyg oo - Xiyg,) fiir Bitableaux [ it Jiw « e

(I, Ja) folgende Schreibweise benutzt:

( AR H AL ):=(11|J1)~...-(Id|Jd).
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(Sind die hier auftretenden Gestalten der I’s und J’s l-elementige Diagramme, so schreiben wir Jjedes I, und
jedes J;, jeweils links- und topbiindig in ein Quadrat der Kantenlinge 1.) Beachte, da8 in der obigen Formel
fir [T Xo; in jedem Kasten wiederholungsfrei simtliche Elemente genau eines der Blocke By, . .. y By stehen
und in jedem Potenzprodukt stets links und rechts simtliche Bldcke vorkommen. Ersetzen wir als nichstes

z.B. in
(789 123[4586

Jedes vorkommende Tableau durch den zugehorigen Blockindex, so entsteht das Monom (312]123), das wir
als Z-Linearkombination von standard Bideterminanten schreiben kénnen:
)
2.
3|3

(F120129) = (123129 - (7[3) + (713 - (20 +

123456 789)

Sei Ul = V1 =123 ) U2 = V2 := 456 y U3 = V3 = T789.
Die Substitution X;; s (Ui|V;) fihrt obige Identitit iiber in

( 123[4586 789) ( ”123 456 789)
123|450 123 456’}

789|123|456 123|456[7809

l:za 7809 [3 45?/
+ 456 789 )
1;23 78?{ ’123 789(
ke 456 456 )

123 123

456 456

Wir haben die gerade benutzte Schreibweise zu prazisieren. Sind (I, Jy),..., (1a, Ja) A-Bitableaux, so heifit

h /i (I|Jh) ... (11]74)
1 )||[7 o\l ()

eine Blockminore zur Gestalt A. Im Fall [A| = 1 ist eine Blockminore eine gewohnliche Minore. Potenzpro-
dukte von Blockminoren (zu moglicherweise verschiedenen Gestalten) deuten wir (wie im Fall |A| = 1) durch
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»blockspaltenweises” Hintereinanderschreiben an und nennen solche Gebilde Blockbideterminanten:

12 613 43 422

8 1 12143\ (125 12]16

31 [6232 TIEEL = det Egll‘:% §21|‘5222; Egl‘lf% o e ((613|422) (613[123))
21 J 16 (;11413) (:1l522) (;11186) (622]422) (622123) ‘

Wir geben jetzt noch die Entwicklung des unter (9.2) stehenden Potenzproduktes an: Hier treten (im Gegen-
satz zu (9.1)) verschiedene Gestalten auf, die wir separat blockweise begradigen:

789|123 123|456 45 78
. 6 9 =
(123 789 123|456 (45 H78 )
. 6 —

©

123]456 12378
6 9
45 123[789 78 123|456
- 7809 456

Damit haben wir auch die kombinatorischen Strukturen angedeutet, die mit der gesuchten Z-Basis von
Z[S¢2Sm| verbunden sind. |

[=]
©

Weitere Sprechweisen erlautern wir am Blocktableau

31 622

In S gibt es 3 Blockzeilen und 2 Blockspalten. S hat die Blockgestalt (2,2,1) und den Inhalt
(4,4,3,1,0,2,0,1). Der Blockeintrag Sz = il hat Gestalt (2,1). S hat 9 Zeilen und 6 Spalten. Die 3.,
6. und 9. Zeile sowie die 3. Spalte von S sind leer. DefinitionsgemaB sollen in einem Blocktableau S
die Blockeintrige in einer Blockspalte gleiche Gestalt haben. Ein A-Blockbitableau ist ein Paar (S,T) von
Blocktableaux gleicher Blockgestalt A, wo zudem fiir alle (3,7) € A gilt: Gestalt(Si;) = Gestalt(T;;). Einem
A-Bitableau (S, T) kann man (wie oben geschehen) eine A-Blockbideterminante zuordnen, die wir von jetzt
an zur Vermeidung von MiBverstindnissen mit (S||T) bezeichnen wollen. Sei wieder n = £-m. Wir denken
uns die Partitionen von £ (etwa lexikographisch) angeordnet: (1,1,1) < (2,1) < (8).

Definition. Ein Blocktableau S heifit (£, m)-standard gdw gilt:
° die Blockgestalt von S ist eine Partition y von m,

o S hat den Inhalt (17),

o alle S;; sind standard Tableaux ({2, 7) € B,
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e in S;; stehen genau die Elemente eines Blocks B, -
° sind (a,b), (¢,7) € 4 mit a <t und b < 7, haben weiter Sab, Sij gleiche Gestalt, so gilt p,, < pi; (grob

eliminiert),
o sind die j-te und die (7 + 1)-te Spalte von # gleichlang, so ist Gestalt(SIJ.) < Gesl:a.lt;(S1 j+1)'

Ein Blockbitableau (S, T) ist (¢, m)-standard gdw S und T (¢, m)-standard sind.

Beispiel.

10 45 |16 79 [2526]123
11 6 17 8 27
12 18
28 13 14 |31 19 20 |34 35

S = |29 15 32 21 36
30 33
37 22 24
38 23

39

° S ist Blocktableau der Blockgestalt p = (6,5,2),
° S hat den Inhalt (139),
° alle S;; sind standard,

4]2]6|3]o]1]
stellt die Abbildung
° 1015 (11| 7 |12 ’ (7)) eprs Big dar;

13| 8
deren A-Anteile p(A, S), A Partition von £(= 3), sind samtlich standard Tableaux:

TT 213]09
ALLD.S) = Twluls e =57 2] w9 =[1]

13 8

o bzgl. gleichlanger Spalten gilt: Gestalt(s, ) <Gestalt(S,,) und Gestalt(S, ) <Gestalt(S,,)

<Gestalt(S ). Also ist S ein (3,13)-standard Blocktableau. a

Identifizieren wir die Permutation o mit dem Monom I1Xo:: , so gilt:
Satz. Die Blockbideterminanten zu den (¢, m)-standard Blockbitableaus bilden eine Z-Basis von Z[S¢?Sy).

Beweis. Die (¢, m)-standard Blockbideterminanten bilden ejn Z-Erzeugendensystem von Z[Sp2Sm]: Sei
(S,7T) ein (¢,m)-standard Blockbitableau der Blockgestalt 4. Dann gilt fir die zugehdrige Blockbidetermi-

nante:
(SIT) = > sgn(o) II (Sore)IT:s).

o€V (u) (3.7)En
Wegen {BildSa(,-']-) | (%,7) € u} = {By,. -y Bm} = {BildT;; | (4,7) € u} liegt (SIIT) in Z[S.2S,,]. Zusammen
mit dem bereits Gezeigten ergibt sich die zu Beweisbeginn gemachte Aussage.
Die (¢, m)-standard Blockbideterminanten sind Z-linear unabhingig: Angenommen, 0 = 2agv (U||V) ist

eine nicht-triviale lineare Relation zwischen (¢, m)-standard Blockbideterminanten. Wir sondern mittels
ein (5, T) unter den (U, V) mit ayv 3 0 aus und erhalten einen Widerspruch, indem wir fiir den zu (S, 7)
gehdrigen Capelli-Operator zeigen:

(i) Csr(S|IT) # 0

(i) avv #£0, (U,V) #(5,T) = Cor(U|V) =o.
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Beweis von (i). Wir beschreiben zunichst schrittweise ein (S, T). Fir 1 << < mund apy #£ 0 sei U; (bzw.
V;) der Blockeintrag von U (bzw. V) mit B; als Bild. Sei Wy J-maximal unter allen Uy, ayy # 0. Sind
Wy,...,Wi_1 schon ausgewahlt, so sei W; «—T-maximal unter allen U mit ayy #0und Uy =Wy,...,Ui—1 =

W;_1. Sei S J -maximales Blocktableau unter allen U mit ayy # 0 und Uy =Wy,...,Up = W,. Wir
halten S fest und betrachten nur noch (S,Z) mit asz # 0. Unter diesen Z wahlen wir analog zur obigen
Wahl von S ein T, haben also schlieflich ein (S,T) mit asT #0 und gewissen Zusatzeigenschaften gefunden.
(S,T) habe Gestalt (nicht Blockgestalt!) A. Sei T4 die Projektion A > (,7) — 4. Behauptung (i) folgt nun
aus der Tatsache, daB der Koeffizient des natiirlichen Monoms {Ta|T4a} in Cs7(S||T) gleich 1 ist.

Beweis von (ii). Sei ayvy # 0 und (U, V) # (S,T); etwa U # S. Fall 1. Es existiert ein kleinstes 1
mit U; # S;. Dann gibt es zwei verschiedene Zahlen, die in S; in einer Zeile, in U; aber in einer Spalte
stehen. Also ist Csr(U||V) = 0. Fall 2. Uy = S1,...;Un = Spm. U und S haben also bis auf die
Plazierung gleiche Blockeintrage. Nach Konstruktion gibt es zwei verschiedene Blockeintrage, die in S in
einer Blockzeile, in U aber in einer Blockspalte stehen. Also ist auch hier Csr(U||V) = 0, da mindestens
eine Blockminore verschwindet, denn zu ihr gehort eine Matrix mit zwei gleichen Zeilen. Im Fall U = S und

V # T argumentiert man analog. Damit ist der Satz bewiesen. O
Unter den ”gewdhnlichen” p-Tableaux nimmt die Projektion T, := (p O (i,7) — 1) eine Sonderstellung
ein. Wir definieren jetzt ein Sy S,,-Analogon. Ist u g-spaltige Partition von m, sind AL, ..., A\ Partitionen

von £, so sei Tj.a1, . ae das Blocktableau der Blockgestalt u, deren (%, j)-ter Blockeintrag das A-Tableau
(A 3 (a,b) — (1 — 1) - £+ a) ist.
Definition. Eine Folge (u; AL, ..., A?) heiit (£, m)-zuldssig gdw gilt:
- u ist eine Partition von m,
- uist g-spaltig, d.h. py =g,
- Al,..., 7 sind Partitionen von £,
-Vi<qpj=pi > NS AT,
Definition. Sei (u;A!,...,A%) (£ m)-zuldssig; R ein beliebiger kommutativer Ring mit Einselement. Sei

S ein beliebiges (£, m)-standard Blocktableau der Blockgestalt u mit Gestalt(S;;) = M (Y(3,7) € u). Der
zyklische R[S; 2 Sy, ]-Linksmodul

a(R) := R[S¢2Sm] - (Sl Tusaz,...0x0)

.....

heifit ein verallgemeinerter Spechtmodul iber R.

Ubung. Sei (p;AY,...,A?) (£ m)-zulassig. Wenn S alle (£, m)-standard Blocktableaux der Blockgestalt
4 mit Gestalt(S;;) = A’ durchlduft, so bilden die gugehorigen Blockbideterminanten (S||Tya1,...,a¢) eine
R-Basis des verallgemeinerten Spechtmoduls Sy.a1,.. as (R). a

Mit einer zu Abschnitt 3.1 analogen Argumentation erhalt man folgenden

Satz. Sei k ein Korper, dessen Charakteristik die Ordnung von S¢S, nicht teit. Dann bilden die zu den
(£, m)-zuldssigen Folgen gehorigen verallgemeinerten Spechtmoduln tuber k eine Isomorphieliste einfacher
K[S¢ 2 Sy |- Linksmoduln. O

Beispiel. Im Fall £=m =2 ist

$(2):(2),(2)(Q)s S2);(11),2(Q); S23(1.0).(1.1)(Q)y S(1,1):2)(Q)s S(11):1.1)(Q)

eine Isomorphieliste einfacher Q[Se ¢ Sm]-Linksmoduln. (Wir bemerken noch, daB S; S5 als 2-Sylowgruppe
von S4 isomorph zur Diedergruppe der Ordnung 8 ist.) a
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