SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE FRACTION CONTINUE
LIEE A LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE ET SON INTERPRETATION
EN TERMES DE RECORDS ET ANTI-RECORDS DANS LES PERMUTATIONS

Dominique Dumont
Université Louis-Pasteur, Strasbourg
&
Germain Kreweras
Université Pierre et Marie Curie, Paris

Euler a étudié la célébre fraction continue

(1) 1/1=-x/1-x/1=2%x/1-2X/ « o . « = ¥ nlx

et a introduit également [3] 1'extension suivante :

(2) 171 -ax/1-x/1-(a+1)x/1-2%/ ... =1 ¥ax-+a(a+1)x2+ ...+a(a+1)...(a+n-1)xn+...

Notre objectif est d'étudier les polyndmes Fn(a,b) définis par 1'intro-
duction naturelle d'une variable supplémentaire b :

(3)  1/1-ax/1-bx/1-(a+1)x/1-(b+1)x/..../1-(a+n)x/1-(b+n)x/ ... = I Fn(a,b)xn
n>0

Ces polyndmes sont 1iés a la série hypergéométrique de la facon suivante :
on considére [6] la série formelle
x2 X"
(4) Q(a,b;x)=1+ab x +a(a+1)b(b+1)2—+ ... +a(a+1)...(a+n-1)b(b+1)..(b+n-1)—+ ...

2! n!

qui n'est autre que 1im F(a,b,c;cx) et porte de ce fait le nom de série

C >

hypergéométrique confluente. Mais cette série a un rayon de convergence nul.
L'identité évidente

(5) a(a,b; x)=0(a,b-13x) +ax0 (a+1,b ;x)
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réécrite sous la forme

(6) _Mab;x) _ 1
Q(a,b-1 ;X) 1 - ax Q(a+1:bsx)
Q(a,b ; x)

conduit par itération a 1a fraction continye considérée plus haut -

(3|) Q(a,b 5 X)

= 1/1-ax/1-bx/1-(a+1 - eed/1- - = .
2a,5o 3 2] /1-ax/1-bx/1-(a+1)x/1 (b+1)x/.../1-(a+n)x/1 (b+n)x/... = = F(a,b)x

n>0
=F(a,b; x)
Nous introduisons de méme les polynémes Cn(a,b) donnés par :
(7)  ax Hartyb; x) = ax/1-bx/1-(a+1)x/1-(b+1)x/... = s C,(a,b)x = C(a,b; x)

Q(a,b;X) nx>1
Notons encore sur 1la série Q les identités
(8) ax[Q(a+1,b ;3 X)-Q(a,b ; x)] = bx[Q(a,b+1 3 x) -Q(a,b; x)]

2

=abx™ Q(a+1,b+1 ; x) ,

qui s'écrivent

(8') c(a,b ; X) -ax = bx F(a,b+1; x) - bx = abx2 a+1,b+1 ; x)
Q(a,b ; x)

de méme que (5) s'écrit encore

(5') F(a,b;x) = 1+F(a,b;x) C(a,b; x)

ces identités conduisent, sur les polyndmes Fn et Cn » a la récurrence
Suivante :

() c(a.b) = b F_(a,be)

n
(10) Fylasb) = T (@b £ (a,b)
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Les coefficients de ces polyndmes sont des entiers non-négatifs dont
nous allons maintenant donner une signification énumérative.

Cette signification sera liée aux notions de records et d'anti-records
d'une permutation et & la notion de connexité. Dans une permnutation de
{1,2,...,n} = [nl, considéréecomme un mot de n lettres, nous appelons record
tout terme qui n'a aucun terme plus grand a sa gauche et anti-record tout
terme qui n'a aucun terme plus petit a sa droite ; et nous appelons anti-
record exclusif tout anti-record qui n'est pas en méme temps un record.

Nous établirons que le coefficient de a” b dans Fn(a,b) est le nombre
de permutations de [n] qui ont r records et s anti-records exclusifs, et que
le coefficient de a" b° dans Cn(a,b) a la méme signification pour les permu-
tations connexes de [n], c'est-a-dire pour celles dans lesquelles 1'ensemble
des i premiers termes ne coincide avec [i] pour aucun i inférieur a n ;
1'énumération des permutations connexes a été faite par Comtet (11 (2], qui
les appelle "indécomposables".

Notre principal outil sera une transformation particuliere p qui fait
correspondre a toute permutation Xx de [n] une permutation y=p(x) de [n-1].

Soit X=X, X, ... X OU x(1) x(2) ... x(n) une permutation quelconque
de [n] et soit S = {11, 12, cees is} 1'ensemble des positions des anti-records
de x , avec 11 < 12 L e R 15 (=n) . On définit y; ou v(i) comme suit :

si i¢sS y(i) = x(i) -1

si i€S y(11)= x(12) -1

y(_y= x(n) -1
Exemple : n=9 , anti-records soulignés
x=281937546 5 = {3, 5, 8} v {9}
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La définition de p entraine que si X; est un anti-record de x autre
que x_ , s est aussi un anti-record de Y . L'ensemble T des positions d'anti-
records de y inclut donc 1'ensemble S-{n}, comme 1'illustre 1'exemple ci-dessus.

Si 1'on veut déterminer toutes Tes antécédentes d'une permutation donnée
y de [n-1], c'est-a-dire tous les x tels que p(x) = Y » il suffit de se donner
une partie S' arbitraire de T'ensemble T des anti-records de y. La permutation

x dont les anti-records autres que X occupent Tes positions S' est alors
entierement déterminée :

si S' = {11, oy veus 15_1} » 11 suffira de définir x comme suit :
pour igs' x(1) = y(i) + 1
pour ies' | x(i1) =

x(i,) = y(ig)+ 1

I
<
T

enfin pour i=n , x(n)

Par exemple la permutation Yy qui résultait de 1'exemple considéré plus
haut, et pour laquelle T = {1, 3, 5, 7, 8}, si 1'on voulait en chercher
1'antécédente correspondant 3 S' = {5,7} {=T), et non plus a {3, 5, 8},
donnerait un autre x , a savoir 2 8 391746 5.

I1 suit de 13 que si y est une permutation de [n-1] donnée ayant t
anti-records, le nombre d'antécédentes de Y qui ont s anti-records est le
binomial <sE1) .

Notons €galement une propriété de 1a transformation o qui nous sera utile :
quel que soit i, 1'ensemble des i premiers termes de y = p(x) est majoré globa-
lement par 1'ensemble des i premiers termes de x . I] s'agit non pas d'une
majoration terme a terme, mais d'une majoration globale, laquelle est si 1'on
veut une majoration terme a terme apres récriture des deux ensembles dans
1'ordre croissant.
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Appelons \jr(n,r, s) 1'ensemble des permutations de [n] qui ont r records
et s anti-records exclusifs, et f(n,r,s) son cardinal ; on doit évidemment

avoir 1<r<netr+s<n,dot0<s<n-1. Appelons de méme C (n,r,s)
la partie de J‘(n, r,s) constituée par les permutations connexes, et el 1y §)

son cardinal.

Remargquons d'abord que si dans une permutation x le k-ieéne terme Xk est

3 la fois record et anti-record, x n'est certainement pas connexe. C'est évi-
dent si k=1 ; si k2 cela implique que tous les termes a gauche de Xy sont
inférieurs a Xy et que tous les termes a droite de Xk sont supérieurs a Xy o

donc que =, =k et {x, x, ... x4} = [k-11.

I1 en résulte notamment, pour n>2, la propriété de symétrie (qui se
constate aussi sur (8') c(n,r,s)=c(n,s,r) . En effet pour les permutations
connexes, nous savons maintenant que tous les anti-records sont exclusifs.
Mais les permutations connexes x sont en involution avec les permutations x'
qui s'en déduisent par "retournement et complémentation", opération qui échan-
ge records et anti-records.

Exemple :

x=%21%635 x' =2%1%653

(records surlignés, anti-records soulignés).

(Bien entendu cette propriété de symétrie est propre a c et n'existe
pas pour f).

11 résulte aussi de la méme remarque que si une permutation x est connexe,
1'ensemble R des positions des records de p(x) est le méme que celui des
records de x .

Donnons -nous maintenant une permutation quelconque y de [n-1] et cherchons
les antécédents connexes x de y .
Appelons R 1'ensemble des positions des records de y , T* 1'ensemble des posi-
tions de Egg§_1es anti-records de y , et T(=T*) 1'ensemble des positions des
anti-records exclusifs de y . Nous avons vu que tout antécédent x de y s'obtient
a partir d'une partie S' arbitraire de T* et que S' U {n} est alors 1'ensemble
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des positions des anti-records de x . Sj 1'on veut que x soit connexe, il faut
donc choisir S' de facon qu'il soit inclus non seulement dans T* mais dans T ;
Ce qui, pour un cardinal t de T connu et pour un cardinal s-1 de §' imposé, est

Reste a montrer qu'un tel choix de S suffit pour que x soit connexe. Qr
supposons que x ne soit Pas connexe. I1 existe alors un entier k plus petit
que n et tel que {x1, Xos veus xk} = [k]. X, est certainement un anti-record
de x puisque tous les termes situés 3 sa droite sont plus grands que k , donc
plus grands que X 3 donc k € S' . Le plus petit, et par conseéquent le plus
a gauche, des anti-records de x sityés au-dela de la position k, a pour valeur
k+1, d'odu 11 résulte que Yi =k ; comme, en vertu de 1a rémarque de "majoration
globale" faite plus haut, on a aussi {y1, Yos «ou, yk} = [k], Yy est un record
de y , donc certainement pas un anti-record exclusif, On en conclut que k ¢ T .
Le fait que kesS' et k £ T est incompatible avec le choix d'un S inclus dans T,
1"hypothese que X n'est pas connexe conduit donc & une contradiction.

IT résulte de tout ce qui précede que 1'on a

n-1
(9") cln,ns) = =
t=s5-1

( t

5_1) f(n'1 s Iy t)

On a défini f(n,r,s) comme le nombre de permutations de [n] qui ont r
records et s anti-records exclusifs, et c(n,r,s) le nombre de celles d'entre-
elles qui sont connexes. IT est facile de donner plus généralement une expression

du nombre fk(n, r,s) de celles dont 1a "premiere composante connexe" est de
Tongueur k , ce qui signifie que k est le Plus petit entier te] que

{x1 Xo oe. xk} = [k] ; de ce fait c(n,rs) n'est rien d'autre que fn(n, r,s).
En effet, si parmi les r records d'une permutation, il y en a A qui appartien-
nent a sa premiére composante connexe et sj parmi Tles s anti-records exclusifs
il y enay qui appartiennent a cette méme COmposante connexe, on a 1la formule

(10") fln,r,s) = » c(k,Asu) Fn-k,r-x,s-p)
(A,u)

On a évidemment d'autre part

' n
(10") f(n,r,s) = T

f (n,r,s)
k=1 K
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Or les formules (1') et (2") sont exactement celles qui résultent de
1'identification des coefficients de a” b® dans les formules (1) et (2) .
Ces coefficients ont donc bien la signification énumérative annoncée ; leurs
valeurs numériques pour n < 6 sont données par les tableaux ci-dessous. On

remarque

(1°) que dans les tableaux Fn les sommes de lignes sont les nombres de
Stirling de 1ere espece, ce qui confirme le fait bien connu que ces nombres
répartissent les permutations suivant leurs nombres de records.

(2°) que dans les tableaux F_ et G les termes eux-mémes des lignes r =1
sont eux aussi des nombres de Stirling de 1ére espece ; cela résulte du fait
que les permutations de [n] a un seul record sont celles qui commencent par n
donc qui sont automatiquement connexes, et du fait que la répartition par nam-
bre d'anti-records est la méme que la répartition par nombre de records.

(3°) que les termes des tableaux F et Cri correspondant a r+s=n sont
les nombres de Narayana % (:) (rT1) [5], ce qui confirme un résultat établi
dans [4].

F1 ‘ S = U C2 S = 1
r=1 l : r=1 1
r=1 0 1 r=1 1 1
2 1 2 1
F3 s =0 1 2 C4 s =1 2 3
r=1 0 1 1 r=1 2 3 1
2 0 3 2 3 'g_
3 1 3 1
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F4 s =0 1 2 3 C5 Ss= 1 2 3 4
r=1 0 2 3 1 r=1 6 11 6 1
2 0 .ii 6 11 17 6
3 0 &6 6 6
4 1 1
F5 s =20 1 2 3 4 C6 S= 1 2 3 4 5
—
r= 1 0 6 1 6 1 r=1 24 50 35 10 1
2 0 15 25 1p 2 50 95 55 1p
3 0 15 20 3 35 55 2¢
4 0 10 4 10 10
5 1 5 1

Voici a titre d'exemple,
(surlignés)

la Tiste des{é_permutations de [4] & 2 records
et 1 anti-record exclusif (souligne)

1_?:3 L Trois d'entre elles
cudl (la 22, 1a 42 et 1a 5¢)
3214
= sont connexes.
3273 1
372 1
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