
NOTE SUR UN ALGORITHME DE ZEILBERGER

PAR

LAURENT HABSIEGER

RESUME. - Un algorithme sur les partitions, du a D. ZEILBERGER ([3]), a une
interpretation evidente lorsqu'il est traduit en termes de mots.

ABSTRACT. - An algorithm on partitions, due to D. ZEILBERGER ([3]), has a
natural interpretation in terms of words.

1. Introduction comblnatoire

Rappelons tout d'abord quelques definitions usuelles. Un mot est une
suite finie d'entiers strictement positifs, appeles lettres. L'ensemble des
mots contenant a; fois la lettre i sera note M(ai ,..., On). SiTV == wi .. . w;,
Ie nombre d'in versions de W, note InvVF, sera, par definition, Ie nombre
de couples (?, j) avec l<, i <j ^l et w, > Wj.

Vne partition est une suite finie decroissante d'entiers naturels, appel^s
parts. L'ensemble des partitions ayant a parts, chacune etant majoree par
b sera note P(a, &). Le polds d'une partition A, note |A|, est egal, par
definition, a la somme de ses parts.

Un poids uj sur un ensemble A est une application de A dans 1'en-
semble des entlers naturels. Sl ui,... , a;p sont des polds sur Ai,.. . , Ap
respectlvement, on prendra pour poids deAi x ... xAp Ie polds ̂  defini
par u(xi,..., xp) = Ef=i^(-E')- si A est muni du Poids^' la fonction
generatrice de (A, c<;)~est EaeA9"(a)- Dire que deux ensembles ont meme
fonction generatrice equivaut a dire qu'il existe une bijection entre eux,
qul conserve les poids. Si de plus cette bijectlon est expllclte, on notera
A ^ B, en sous-entendant les polds. Par exemple, 1'inverslon est un polds
sur M(ai,... , an). En fait on a meme Ie theoreme suivant.

* Ce texte a ete compose au laboratoire de typographie de 1'Universitfi Louis-Pasteur
de'Strasbourg au moyen du preprocesseur STRATEC et traite a 1'aide du formateur
TEX/SM 90
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THfiOR^ME. - Pour les poids usuels, on a :

M(a, 6) <-. P(a, &).

Demonstration. - On utilise Ie diagramme de Ferrers d'une partition
(cf. figure ci-dessous). On peut considerer ce diagramme comme un chemin
a coordonnees entieres (a-i, yi)o<»<a+ft, jolgnant les points (0, a) et (6, 0),
tels que (a-,, y, )   {(a;. -i, y, -i - l), (a-, -i +l, yz-i)}, pour 1 ^? < a+6.
On lui associe un mot W de M(a, fc), en convenant que la i-ieme lettre de
W est 1 si (a-., y. ) = (a:, -i, y, -i - 1) et 2si(.c,, yi) = (a;;_i+1, y;-i). II e'st
clair que 1'on definit ainsi une bijection explicite, qui conserve les poids.
Le lecteur qui desirerait de plus amples details pourra consulter Ie llvre
d'ANDREWS ([!]). |

a=6 2 2

9. 9.

222

b=9

Figure 1

Sur 1'exemple ci-dessus, la partition (8, 7, 7, 4, 2, 2) s'envoie sur Ie mot
221122122211212.
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2. L'algorlthme Z pour les partitions

Get algorithme est en fait une bijection, decouverte par D. ZEILBERGER
([3]) et portant sur ce qu'il appelait des partitions colorees. ANDREWS et
BRESSOUD ([2]) 1'utiliserent pour donner une preuve constructive du q-
analogue du theoreme de PfafF-Saalschutz. Ils la baptiserent "algorithme
Z" et nous aliens maintenant reproduire et completer leur preuve.

TH^OR^ME. - On a la. correspondance :

P(a, 6) x P(a + 6, c) ̂ -^ P(&, c) x P(a, 5 + c) .

Demonstration. - Soit (A, ,2) £ P(a, &)xP(a+&, c). Notons 0 ^ A(l) <
... < A(a) ^ 6 les parts deA et 0 < /^(l) ^ . .. < ^(a + &) < c les parts
de ̂ . Pour 1 <i <: a, additionnons A(Q et ̂ (A(Q + z) pour former une
partition p, ' G P(a, 6+c). Les parts restant dans ̂  donneront une partition
A' G P(6, c). De plus, il est evident que |A| + |/^| = |A'| + |^'|.

Par exemple, prenons a = 5, &=4, c = 10, A = (0, 1, 1, 3, 4) et
li = (0, 2, 3, 6, 6, 8, 8, 8, 9). On a la disposition suivante:

A'
A

p-
^

2

0 1
023
0 4

6 8
1

668
7

8

3 4
889
11 13

On a done X' = (2, 6, 8, 8) et ^ = (0, 4, 7, 11, 13).
Reciproquement, soit(A', ^')   P(&, c) x P(a, &+c). Notons 0 ^ A'(l) ^

... < A'(&) < c les parts de A' et 0 ^ ^'(1) ̂  . .. ̂  ^'(a) ^ & + c les parts
de ̂ . Pour 1 <j ̂  a, onpose A(j) = #{?   {1,..., &} : A'(z)+z < ^'0')}
et i/(j) = ^'(;) - A(j). On forme ensuite la suite (^O'))i<, <^6 : on prend
les A(l) premieres valeurs de A', puis z^(l), puis les A(2) - A(l) valeurs
suivantes de A' etc... puis v(a) puis les b - A(a) dernieres valeurs de A'.

Reprenons 1'exemple donne ci-dessus :

^

(^'(0 + 0
\'
A

^

2

3

6 8
8 11

0 47
0 1 1
02366 8

8

12 -
11 13
3 4
889

La disposition est dictee par la crolssance de la suite 03478 11 11 1213 .
Les parts de \ comptent Ie nombre de "blancs" sltues avant elles.

II reste toutefois a prouver que nous avons blen construit deux parti-
tions, appartenant a P(a, &) et P(a + &, c), respectivement. En effet on
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aurait alors ^(AQ") + 7) = ^(7), pour 1 <^j <:a, ce qui nous asure de la
reciprocite des deux algorithmes, et

|A| + |^| = (^ A(j)) + (^ YO) + ̂  ̂0-))
J=l 'J=l }=l

=EA'O')+E^')=IVI+I^I-
j=l j=l

Du fait que A(i) est Ie cardinal d'une partie de {1,... , 5}, on a forcement
A(l) >: 0 et A(a) ^ &. De plus, pour 1 ^j ^ a-1, comme ^'(j+1) ^ ^'(j),
on a :

{t   {!,..., 6} :V(z)+^^0-)}C 0-6 {!,..., 6} :V(Q+z^^O-+l)}.

Ceci nous assure que A'(j) <: A'(j+l), done que A   P(a, &). On notera que,
pour; 6 {1,... , a}, on a Q' 6 {!,... , 6} : \'(z)+i ^ ^\j)} ={!,..., A(j)},
car la fonction i i-> A (z) + i est strictement croissante.

Montrons que i/ definit une partition. On a A'(A(1)) + A(l) ^ /^'(l),
done i/(l) = ^'(1) - A(l) ^ 0. De plus :

i/(a) = ^/(a) - #{z G {!,..., &}: A'(Q + <. < /. '(a)}
^ ^'(a) -^{, e {1,..., 6} : z +c $ ^'(a)} car Y £ P(6, c)
= c car ^ (a) - c ^ &.

En outre, pour j G {l,..., a - 1}, ^Q- + 1) - i/(j) = (^'Q- + 1) - p'{j)} -
(Aa+i)-Ao-)) = (^o-+i)-^a))-#o-  {i,..., &}: ̂ 'a) < \'w+z <
p, '{j +1)} ^ 0, en utilisant la croissance stricte de la fonction i ^-^ \'{i) +i.

Enfin, pour 7 £ {1,..., &}, on a :

z < W ̂  Y(0 + AO) ̂  V(AO-)) + AO-) < ^'O') ̂  A'(z) ^ i/O).

Et de meme, on trouve :

i > \(j) ^ \\z) + A(j) + 1 ^ A'(A(j) + 1) + AO-) +-1 > ^'0-)
^ \'(i\ > ^(j) - A'O-) - 1=^ A'(0 > z.O).

La suite (^0))i<, <-a4. i definit done bien une partition p. G P(a + b, c).
Examinons maintenant ce qui se passe lorsqu on remplace les partitions

par des mots a deux lettres.
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3. L'algorithme Z pour les mots

Quand on a un mot de trois lettres, 11 y a deux manieres de Ie
decomposer en mots de deux lettres, en conservant son polds.

Premierement, on elimine Ie 3 pour former Ie premier mot et on
remplace la lettre 1 (resp. 2, resp. 3) par la lettre 1 (resp. 1, resp 2)
pour obtenir Ie deuxieme mot. On voit ainsi que M(a, b, c) <-> M(a, 6) x
M(a + &, c).

Deuxiemement, on elimine la lettre 1 et on remplace les lettres 2 et 3
par les lettres 1 et 2, pour former Ie premier mot. Pour obtenir Ie deuxi^me,
on remplace la lettre 1 (resp. 2, resp. 3) par la lettre 1 (resp. 2, resp. 2).
On a alors M(a, 6, c) <-> M(&, c) x M(a, 6 + c).

Comme on a vu dans les preliminaires combinatoires que M(a, 6)
P(a, &), on peut se demander quel est Ie lien entre ces deux d^compositions
et 1'algorithme Z. La reponse est donnee par Ie theoreme suivant :

THfiOREME. - Le diagramme suivant est commutatif:

M(a, 6, c)

/ \
M(a, b) x A4-(a + &, c) A4-(&, c) x AJ(a, 6 + c)

I
P(a, 6) xP(a+6, c) P(&, c) xP(a, 6+c)

Exempie. - Prenons Ie couple (A, ̂ ) deja utilise lors de 1'lllustration
de 1'algorithme Z, avec les parametres a=5, b=4 et c= 10.

'A =(0, 1, 1, 3, 4) ^_;1 21 12 212 1
^= (0, 2, 3, 6, 6, 8, 8, 8, 9) '\ 122 12 1222 1122 111 212

I
1 3323 1 333 12 33 213 311

^'=(2, 6, 8, 8)
^'=(0, 4, 7, 11, 13) {, 22 12 222 1 221 12 2

22 22 1 222 1 2 222 1 22 1 2

Demonstration. - Considerons Ie sens direct de 1'algorithme Z. On se
donne \ et fJ, :

\ : A(l) ^... < ^(a) ^b
^ : ^(1)^---< ^(A(l)+l) ^... ^ ^+b) <c
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Les a + b parts de p, correspondent aux lettres 1 et 2 confondues. Or la
place du i-iem. e 1 dans Ie mot correspondant a A (qui est justement forme
des lettres 1 et 2) est \{i) + i. La partition X' correspond done au mot
obtenu en ne gardant que les lettres 2 et 3, modulo une translation de
-1 sur les lettres. La partition ^' s'obtient en ajoutant au nombre de 2
situes avant Ie j-ieme 1 (A(j')) Ie nombre de 3 situes avant Ie 7-ieme 1
(^(A(j') + j)). Ainsi A' correspond bien au mot obtenu en changeant la
lettre 3 en la lettre 2, ce qui acheve la preuve du theoreme.
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