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In diesem Artikel uird ei. ne Ubersi-oht iibev e-inige neuere Resultate
zur Gtezahverte-i-lung von Folgen iibev endliohen Atphabeten gegeben.
Es uerden souoht bekannte Ergebnisse uberbtzoksmaBig zusammengefaQt,
aZs auoh einige bisZang unveroffentliohte Resultate dargestettt.

1. Einleitung

Der klassische Gleichverteilungsbegriff nach Hermann Weyl (vgl. die
1916 erschienene Arbeit [^. l) lautet:

Definition: Eine Folge ^ = (x^);, ^ x^   [0, 1[, heiBt gleichverteilt
wenn fur die "Diskrepanz" der Anfangsabschnitte ^^ = X1X2 . " XN der
Folge u:

|lV~^[a, b[(xi)-(b-a)l

XN der

D(n(.
N)

SU]

[a, btEtO, l[
N

I^T

(Xr- ^r die charakteristische Funktion van [a, b[ ) gilt:
3i i

lim D(1) (u ) = 0.
N-^ co

Es gilt dann etwa das folgende wichtige Kriterium:
Satz: (x_)°°_, ist auf [0, t[ gleichverteilt genau dann, wenn fur jede
stetige Funktion f gilt

N 1
lim ^ ^> f(x, ) = | f(x)dx.
^^ ' f^T ' 6

Wesentliche Beitrage zur Theorie der Gleichverteilung wurden u. a.
van Erdos, Turan, Koksma, Hlawka und W. Schmidt geliefert. Fur einen
Oberblick sei auf die Monographien [ ^ 1 und [^ 1 verwiesen, die u. a.
auch Hinweise auf zahlreiche Verallgemeinerungen des klassischen Be-
griffes enthalten.

Im weiteren wollen wir das folgende diskrete Analogon des obigen
Begriffes betrachten:
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Sei A = {a,,..., a_} eine endliche Menge (Alphabet) und u ein nicht-

triviales Wahrscheinlichkeitsmafi auf A, d. h. y(a^) > 0 fur 1 ^ j ^ a.

Fur jedes "Wort" w= x^x., ... ^, x^.   A, setzen wir
N N- 1

D<1)(W) =
,^^z s.^ u(a^)

und nennen eine Folge u = (xn)n=i' xn   A/ glsichverteilt zum MaS ^
wenn

lim D(1) (u,, ) = lim D(1) (x, x^ ... x,, ) = 0.
N-^"- '.'' N->">

Anwendungen des Gleichverteilungsbegriffes, wie etwa beim Studium

von "Preudozufallsfolgen" (vgl. [^0]) oder bei Untersuchungen der

Buchstabenverteilung in Wortern naturlicher Sprachen (vgl. [r( ], [ ^'])

legen es nahe/ kompliziertere Diskrepanzbegriffe einzufuhren, die die

"Durchmischung" der Elemente einer Folge starker berucksichtigen.

Im folgenden bezeichne fur (endliche) Worter w und u uber A

(w;u) die Anzahl, wie oft u in w als (nicht notwendig geschlossenes)

Teilwort vorkonunt,

[w;u] die Anzahl, wie oft u in w als geschlossener Teilblock auftritt

Beispiel:

(PQv1.Ql;01) = 5, [00101;01] = 2

1' 2345

Weiters sei fur u = u^u-> ... u^, u.  A,
1

s

y(u) = || u(u. ) .

J=1

Dann setzen wir:

Definition:

D (w) = max

and

D[s](w) =

u A~

max

u£A£

(w;u)

(lwl)

w;u

- p(u)

|w(-s+1 V. (^

fur s <^ I w

fur s ^ |w

wobei [w] die Lange des Wortes w angibt.
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Beide Diskrepanzbegriffe definieren in naturlicher Weise Gleichver-
teilungsbegriffe fur Folgen w= (xn)n=T wenn man verlan9t» daB

lim D(s) ̂ ^) = lim D(s) (x^... x^) = 0
N->-°° " N^-co

bzw.

limD[s](^ ) = lim D[s] (x^... x^) =0
N-»-°° " N-»<o

gilt.

Im

D(s), in Abschnitt 3 die "Teilblockdiskrepanz" D
Im folgenden Abschnitt 2 studieren wir die "Teilwortdiskrepanz"

"m/^^ ^l-<^^/-<L-^-i c-LrvA^an'y"

2. Zur "Teilwortdiskrepanz" D

Wir beginnen mit einem wesentlichen Unterschied zwischen den Diskre-
panzen D(s) fur s ^ 2 und D(1):
1st ii (a, ) £ Q fur alle 1 iJ ±a, so gibt es trivialerweise Worter w

uber A = {a^,..., a^} mit D(1) (w) =0. Fur s ^2 ist dies grundlegend
anders:

Satz 2. 1. (vgl. [ '} ] ) : Sei s ^ 2. Dann gilt fur alle Worter w mit

w > s:

D(s) (w) > 0.

Beweisskizze:
(s)

Angenommen, es gabe ein Wort w mit |w| ^ s ^ 2 und D'"' (w) =0. Dann
ist

(*) (w;u) = u(u) .(
w fur alle u   A".

1st w = as, so ergibt sich sofort ein Widerspruch. Enthalt w mindestens

zwei verschiedene Buchstaben a^ 7^ a^, so sei w das Wort, das aus w ent-
steht, indem a^..., a^_^, a^^^,..., a^ gleich a^ gesetzt werden.
Dann gilt wegen (*)

^.,_^} = f(w^i)^ = (w, as) =
s / \ s - / ' /-r :l)"^)s

sowie

(<"^)). (-^ -^ <";"> -(':');u) =('^)(1-p(ai))s
u A-:

(u. a^)=0

Nun ist |w| = jw| = (w.̂ a^) + (w;aj), d. h.
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(^.~f^^) Vs ̂  (^;aj)) 1/s = ((w;a^)+(w a^) ̂ i/s

Fur s ^ 2, x, y^ iN mit x + y ^s gilt aber stets

/sfx v/s
*^y

4. (y_V/s < (^Y/^
>s/ ' \ s }

Ordnet man die Buchstaben eines vorgegebenen Wortes w um, so erhalt

man die maximale Diskrepanz D'"' jedenfalls, wenn die gleichen Buch-

staben zu Blacken zusammengezogen werden:

Satz__2. 2. (vgl. L"}J ) : Es gilt D(s)(w) <_ D(s) (w), wobei

w= a^(w'a1)a2(w^2) ... a^(w^a"\
Fur spezielle Klassen van Worter kann D'"1' explizit berechnet

werden. Man macht sich dabei kombinatorische Abzahlargumente wie

das folgende zunutze:

Lenuna 2. 3: ((a, a^ ... a. )n;u) = (n+d(u)) ,
Ct

wobei d(u) die Anzahl alller geschlossenen Blocke der Form a^a. ,,.,

1 <_ i ^ a, 1 <_ k <_ a-i> im Wort u 1st.

Beweis: Fur jedes Vorkommen van u als Teilwort in

a1a2
a1a2

ao.. a1a2 a
a a1a2 a_ werden die "Nummern" der

.. a^ -Blocke notiert, aus denen die Buchstaben u^,..., u von
u entnommen warden.

Beispiel: a = 2, A = {0, 1}, (01)'*, u = 00101 :

4
(01)

1 2 3 4
0 1 0 '1 0 1 0 1

0

0

0

0

0

0101 . .

010. . 1

01 . . 01

0 . . 101

. . 0101

^122

^122

-> 1 2 2

-> 1 2 3

^133

0 0101 -^233

3 3

3 4

4 4

4 4

4 4

4 4.

Im allgemeinen erhalten wir (w^u) schwach monoton steigende Folgen

1 <- ii <- i^ ^... ^ i- ^. u .

Dabei kann i^ = i^^_^ nur gelten, wenn fur die Buchstaben u^u^^i in u

gilt:

UjU^^ = a^a^^^ mit 1 ± i ^ a., 1 £k^ot-i,

da u^ und u^^. -^ demselben a^ ... a -Block entnommen wurden.
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Im Bsp. ;i, = i^+i in den rechts stehenden Folgen i^..., ig kann
nur von einem 01-Block in u herruhren.

Wir addieren nun fur jeden Block u^u^^ = a^a^^ der oben angegebenen
Form in u die Zahl 1 zu alien i^mitk^ j + 1 and erhalten eine Folge
i.],..., ig mit

(**)

Im Bsp.:

1±i^ < i^< ... < is^u+ d(u) .

0 1u = 0 0_1
+ 111
+ 1

1223

12234

12233

12344

13344

23344

3 ^ 12345

12346

12356

2456

13456

23456

1

aa)n;u)
Umgekehrt entspricht jedem s-tupel i^,..., ig, das (** ) erfullt,
genau ein Vorkommen van u in (a^ ... a ) . Daher ist ( (a^
^n+d(u)^
{ s' } . 5
Im Spezialfall a = 2 (in dem die Form des obigen Beweises auf G. Baron
zuruckgeht) erhalt man als Folgerung aus dem Lemma etwa:

Satz 2. 4. (vgl. E I- ])

Fur a = 2, A= {0, 1} and y(0) = y(1) = -^ gilt;

^n+Ls/Zj-^
D(s)((01)n) =

-^
fur 1 <_ s i. 2n.

Beweisskizze: Aus Lemma 2. 3 ergibt sich durch Wahl geeigneter Worter
u'   As, fur die d(u') extrem wird:

(n) ^ ((01)n;u) ^ fn+LS/2n 
fur alle u  

\ s }
A~

Daher ist '"s'^n+[s/2J^ ^ ^
D'3'U01)n) » .axj ̂ ->- -^S- ̂  - -^-

Zum Beweis des Satzes genugt es zu zeigen, daB

(n +^LS /2J)+ (^) ^ 21-s(^n).
Dies folgt etwa daraus, dafi die Funktion

(x)g = x(x-1) ... (x-g+1) fur x^g- 1
Fg(x) = 0 fur x ^. g - 1

mit g £ IN monoton und konvex ist. I
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Zur Bestimmung der Diskrepanz aller Anfangsabschnitte der Folge

w = (010101 ... ) bleibt noch der Fall ungerader Blocklange zu be-

trachten. Hier zeigt man mit ahnlichen Uberlegungen wie oben:

Satz 2. 5. (vgl. C 8 ] ) Mit den Voraussetzungen von Satz 2. 4. gilt

I^LT.
D(s)((01)n0) = max

/2n+1

^ s

1 1
I

JlL
2n+1

wobei fur ungerades s stets der 1. Ausdruck das Maximum liefert. g

Die Vermutung, daB die Anfangsabschnitte der Folge 0101 ... fur

y(0) = P(1) = 1/2 kleinstmogliche Diskrepanz D"" unter alien Wortern

fester Lange hatten, wird leicht durch Gegenbeispiele widerlegt, z. B.:

oder

D(2)(0110) < D(2)(0101)

D(2)(01100110) < D(2)(01010101).

1st jedoch s nicht allzu groB im Vergleich zur betrachteten Wortlange,

so kann eine entsprechende Aussage bewiesen werden:

Satz 2. 6. (vgl. [8]) Sei A = ^0, 1}, p(0) = ud) = 1/2.
Fur s mit S(3S71) ^|w]gilt

s-1

,
(s)

D (W) ^ D(s)((01
w

fur alle Worter w uber A, wobei (01)
w

der Anfangsabschnitt von

0101 der Lange w] ist.

Heweisskizze: Wir betrachten etwa den Fall w = 2M gerade. Dann

kann man durch Induktion nach s zeigen:

w^s^s^-±
s-1

existiert ein Wort z_   A"'' mit (w. z_) > ^M+[s/2J)

Fur den Induktionsschnitt nehmen wir zunachst an, daB (*) richtig sei,
s+1

fur ein s   IN, daB jedoch fur alle u   A"' ' gelte

(w;u) <

Dann ware aber

w^)

U I =3+1, (U;Zg) > 0
-2M"^--s-

»+LS^J'
s+1

2M-s

;s+2)
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da

E s+2

U |=S+1 ; |U. Z [ >0

(1st z = y^y^ ... Yg, y^ £ A, so gilt

u=0z vu = 1Zg v u = y^y^y2... Ys v ^ >\^^7r--ys ^ ... /

wobei 0= 1, 1 = 0).

Wegen S(3S71) <_ 2M ist aber der rechte Term der Ungleichung< (M+^s/2^
S- 1== ==\S/y

d. h. (w. z^) < { ^ ), ein Widerspruch zur Induktionsannahme.
' s \ s

Die Diskrepanz D (w) kann durch die Diskrepanzen D (w^) der Anfangs-
abschnitte w^ van w wie folgt abgeschatzt werden:

Satz 2. 7. (vgl. [ ? ]) Fur alle w  {a^,..., a^} , N ^ 2, und alle nicht-
trivialen WahrscheinlichkeitsmaBe \i gilt:

N-1

D(s)(w) ±s. D(1)(w) + 2^|^1
-N(N-I) i. D(1) (w^) ,

i=1

wobei w^ der Anfangsabschnitt der Lange i van w ist,

Beweisskizze:

Sei w= w^ = x^ ... x^,, x,   A und u   A5.

Dann ist
n

(wn;uai) =
J=1

(WJ-1;U) 5a,, x^
(s)

Weiters gilt wegen der Definition van D""' (w^ ^) :

(w ;ua^) ^ +

2'

mit
N

= y(u) > (j;1) ^^ ^ , T~ =V P-^ n<s^
-i ""'j^- ' s ' ua^] ; ^-^Z. [\^^'c^) .

l--s+-<

Abelsche Umformujig von und die Ungleichung

(1
(wk;ai) - k u(ai^ I £k. D"/(w^)

ergeben
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I
(^) N

(-)
N-1

u(uai) (g^) + y (u)s (^)D'1)(W,)
u=T

(+)
- y(u). N. (Ng1)D(1)(W^).

Mit /^(u) ^ 1 ergibt sich

°(s+1>(", > -<^, )-'. (N(N;1)D<1'(W,> .
N-1

.s ^)°(1)(", ) ,
N-1

^). D(S)(W^)}
k=s

und die gewunschte Ungleichung folgt durch Induktion nach s.

Einige Folgerungen aus Satz 2. 7 sind:

1) Fur <J = (x^)__^ and s £ IN gilt

lim D
N-^-°°

(D
(^) = 0 ^ lim D(s) (u,J = 0.

N-+°°

(s)
Durch D'"' wird also keine neue Klasse van gleichverteilten Folgen

definiert, wohl aber ein anderes MaB fur die "Gute" der Gleichver-

teiltheit einer gleichverteilfcen Folge festgelegt.

2) Fur s = 1, A = {a^,..., a } konnten Meijer, Niederreiter und
Tijdeman in einer Serie van Arbeiten [/(l], [^ ] , [ It ] , [^] zeigen,

daB

sup inf sup N.D
y o N^1

(D (^ NJ
1 -

1

2-[a---lT

(Dabei wird sup uber alle WahrscheinlichkeitsmaBe y auf A and inf

uber alle Folgen u aus A erstreckt).

Aus Satz 2. 7. ergibt sich nun:

sup inf sup N. D(S) (u. ^) ^ s(2s-1) (1 - ^^_^ ) .
y a> N^S

Ftir a = 2 konnte das folgende feinere Resultat gezeigt werden:

Satz 2. 8. (vgl. [ ^ ]) Fur A = {0, 1} gilt

sup inf limsup N. D(S) (4.̂ ) = ^
y CJ N -^- °°

Beweisskizze:

Sei u(1) = X, y(0) =1 - X und die Folge (^ = (x ) definiert durch

x^ = 1 falls n = f2ty-l-1 mit k £ IN
"iy~

x_ = 0 sonst,
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wobei fx1 die kleinste ganze Zahl ^ x bedeutet.

Man bestiinmt nun (^''u^ durch "Auszahlen", wobei mehrere Falle hin-
sichtlich u unterschieden werden.

Sei etwa u = 01110 21 ... 0 r10

i^, .. . , i^ ^ 0.

Dann ergibt sich

Lr+1
mit r ^ 1 , i^, i ^ > 0,

(^N'u) °Z . . ,,... 1,
-M<^<k^<.. . <k^L^N+-^.

r^t - -,
i1

(
2k^-1 r2ki-1

^T 2\ k2 + k1\
x

N
r2kr-1l .. ".!

- r-f-1 -LXN4J +kr
-r+1

Im nachsten Schritt bestimmt man die ersten beiden Terme der asymptoti-

schen Entwicklung dieses Ausdrucks fur N ^ <:°. Dabei wird benutzt:

i) Fur irrationales X ist die Folge (^2^1)>) ̂ -, (wobei <x> = fx1 - x
gilt) gleichverteilt im klassischen Sinn, sodafi

N

(<illi>-I) = &(N) £ur N

1<=T

ii) Fur rationales \ = R mit ggT(p, q) = 1 gilt

N

(<2k-1> - cj =0(1) fur N
2 X / ^.

k=T

f£_L fur 2 teilt 1
2p

wenn c^ = ^ fur 2 teilt nicht q

gesetzt wird.

Durch Beweis entsprechender Abschatzungen fur den 2. Term der
asymptotischen Entwicklung von (o)^;u) d. h. fur den 1. Term der
Entwicklung van

(UN;U) 1
fur N ^ " ,

~^T 2s
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ergibt sich

limsup N. D(S)(w^) ^ 5 .
N^-°°

Fur die untere Abschatzung gibt es zunacnst im Fall s = 1 die

folgende klassische tjberlegung:

Sei e > 0. Angenommen es gabe zu jedem MaB y eine Folge ^> , sodafi

fur fast alle N gilt:

(c^^;1) - v(1) . N| < -^ - e.

Sei nun p(1) = \ irrational. Dann folgt mit {x} = x - [xj:

{AN} - -^+ e < (u^;1) - L^Nj < i^. N^ +^ - e,

wobei {AN} im klassischen Sinn gleichverteilt und daher dicht in [0, 1]

ist.

Insbesondere gilt fur unendlich viele N:

{XN} 6 (j- e, j+ e)
und damit

0 < (w^;1) - [ANJ < 1 ,

ein Widerspruch.

Fur s 2. 2 benutzt man, daB^wegen u = 1s   As gilt
(WN'-1') ' ,s

D'sl(w, ) i <^>
X'

wobei (u^; 1s) = ( ^'
Aus dieser Abschatzung folgt aber

°(s)l"(, ) -
(^;1)

N
x

J=o
+<9. (1) , fur N ^ ". ,

(^;1)J
^

XS~'I~j(1+fi-(1))

und damit

inf limsup N. D(S)(^J >_ ̂ . \s~^
fcj N -^ co

fur jedes irrationale X   (0, 1).

D. h. aber

g) S
sup inf limsup N. D1 "' 

(u^) ^ .^
y GJ N^-°°
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Man kann nun die Frage stellen, fur fest vorgegebenes MaG 4 den

Ausdruck

inf limsup N.D
u N->-<»

(s) (UN)

zu bestimmen. Einige wenige diesbezugliche Resultate tinden sich

in [ 9 ]y ein sehr allgemeines Resultat wurde von B. Voigt l^]anqe-

kundigt.

Motiviert durch entsprechende Uberlegungen bei der Frage nach der

Definition van "zufalligen Folgen" in [ -(o ] » wollen wir im weiteren

fur das GleichwahrscheinlichkeitsmaB u auf A, d. h. u(a^) = -

fur alle 1 ^. i 5_a , einen Diskrepanzbegriff einfuhren, bei dem

die "Testwortlange" s nicht konstant bleiben muB, sondern in Abhangig-

keit van der Lange N des betrachteten Anfangsabschnitts einer Folge

u steht.

Definition.
1

Sei A = {a^,..., a }, u(a^) = - fur alle 1 ^ i ^ a, und s(N) eine Folge
naturlicher Zahlen. Eine Folge ai uber A heiflt (s(N))-gleichverteilt,

falls

(UN;U) , \ \ _ ., 1
6-

, s(N) l ( :;,, J a-
D(S(N))(^) = max

u£A
(1.

?(N)
s(N)

. ) fur N-»-:o

(Man beachte, daB verlangt werden mu6, dafi [)^S^N^; (^
0 geht, als die MaSe a

-s(N) ).
N' schneller gegen

Die Frage, ob es Folgen (s(N)) mit lim s(N) = °°, gibt, fur die
N-^°°

(s(N))-gleichverteilte Folgen u existieren, wird zunachst durch folgen-

den Satz beantwortet:

Satz, 2. 9 (vgl C ? ]) :

Sei die Folge t> (1)-gleichverteilt, d. h. D

Weiters bezeichne

(D (u N; 6^1) .

N

AN(a)) = i. D^(U^)
i=1

Gibt es dann ein o < 1y sodaB

1
s(N) = &-((log

D

-)

.. 2 D^I/(&3N)
and s(N) = ^((log ?-)°) fur N -

'N
°°, so 1st &; auch (s(N))-gleichverteilt,

Beweisidee: Man benutze die Abschatzung aus Satz 2. 7.
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Nach Satz 2. 9 ist jede (1)-gleichverteilte Folge u also auch (s(N))~

gleichverteilt fur geniigend schwach gegen » wachsendes s(N).

Dafi s(N) prinzipiell nicht zu rasch wachsen darf, zeigt das folgende

Resultat (der Spezialfall a = 2 wurde in [ S> ]bewiesen):

Satz 2. 10: Sei ai (s(N))-gleichverteilt uber A = {a,,..., a }.

Dann gilt i) s(N) = e(V?T)
1 , fur N ^- °°

und ii) s(N) = &(

0(1T<^>
)

Beweis:

Ad i): Fur alle s, N   N mit s. ^ N^gilt.
Li/ar

(*} us. D(s)(^ ) ^ 1 - e N
Sei namlich N= ak + B mit 0 ^ (3 ^ a - 1. Sei weiters a. einer

J.

unter den seltensten Buchstaben van co,,, d. h.

(u ;a^) ^ (cj^;a^) fur alle 1 ^ j ^ a.

Dann ist

(^'. ais) ^ (^)
und somit

asD(s)(u/J ^ 1 - as(k)/(ctk:G)(,, 0).'N/ =

Fur s > k folgt

,

s^(s)ot"D

sodafi (*) erfullt ist.

<^N) ^ 1

Sei nun s < k = I ^l. Dann haben wir
a-

s/k^
a-(:)

. cik+B,

s-1

°TT A^i
k -^?

1=1 ~ a a

wobei die Faktoren positiv und monoton abnehmend in i sind. Somit

ist

s /k,
u 's' ^ ^| s/a|-1^ k - [s/aj
^i1L~'~J-^-3[ijT

Der rechte Term ist nun

< n - I. S/"J^ 1-s/aJ
£ u ~ ^FiT

woraus (*) unmittelbar folgt.
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Ad ii) Sei a^ so gewahlt, da0
N,. , ^(1)

(a)N;ai) = ?(1 A a'D"/ ((1)N)) .

Dann gilt

wobei

D(S)<"N) - IIN-is

^(UN;ai)^/N,
TN ='^ "s ^ ^/(s) .

Die asymptotische Entwicklung lautet, unter Berucksichtigung von

s(N) = &C/N) :

(D (co,I^=i^ (1 + asD(1)(^) + O(J-) + 0(^-Dlu(^)z) +0(g-D-/(^)
a . (s = s(N)),

d. h.

s(N)^(s(N)) (1)
^S[^)^(s^i ) ^ ^ = n(as(N) D'" (^)) , fur N ^ °°

woraus das behauptete Resultat folgt. j}

Tatsachlich ist die Schranke s(N) = O-(^N) bestmoglich. Es gilt
namlich:

Satz 2. 11: a, = (^,.... a^)OT) ist genau dann (s(N))-gleichverteilt,
wenn s(N) = e(^N) fur N ^ °° .
Beweis: Sei N = ak+ B mit 0 ^B < a ,

= max (a)^;u) ,

mN

und bezeichne

u6AS(N)
= min (u^;u)

u As(N)

TN = V(^) sowie^N = mN/(s)-
Dann ist

-s(N) ,. -s(N) _
0^s^» (u ) = max(I^ - a-""/ , a -""' - J^)

und es gilt

.

S(N)^(S(N)) /" ^ ^
lim a"'"" D'-'"'' (u^J =
N->o0

genau dann, wenn
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lim (log 1^ + s(N)log a) = lim (log J^ + s (N) log a) = 0 .
N^co 1" N^~

Aus Lemma 2. 3 folgt aber

H,, (^^<"», und^, <, ^> -
woraus sich die obigen Beziehungen durch asymptotische Entwicklung

ergeben. j

Aus dem Gesetz des iter^J-erten Logarithmus fur D''" vgl. [ -(1 ] )

und aus Satz 2. 7 ergibt sich umnittelbar die folgende metrische

Aussage:

Safcz 2. 12: Sei s(N) eine Folge naturlicher Zahlen mit s(N) ^ c. log N

c < -^ , fur alle genugend groBen N. Dann sind fast alle Folgen u uber
A (im Sinn des "-dimensionalen ProduktmaBes) (s(N))-gleichverteilt.

Ehe wir uns der "Teilblockdiskrepanz" zuwenden, betrachten wir noch

kurz die folgende Moglichkeit den Begriff der "Teilwortdiskrepanz" auf

Doppelfolgen (Felder) zu verallgemeinern.

Definition: Sei W eine mxn-Matrix uber A = {a,,..., a }und s, t £ IN mit

1 <- s .<. m, 1 .it ^. n.

Weiters bezeichne (W;U) die Anzahl, wie oft die Matrix U als Minor

(Submatrix) der Matrix W auftritt. Fur U = (u,, ), u,,   A,

sei p (U) = n y(u;_). Dann ist
i, J ' lr

D(s't)(W) = max
U A

sxt

_(WJ,U)_

I:' <?>
P(U)

Eine Doppelfolge u = (x,. ^)^ ^_, uber A heifit (s, t)-gleichverteilt
1f 3 113=

zum MaB y, wenn fur die MxN-Anfangsabschnitte ai,, ^ von u gilt:

lim D(s't)(^^) = 0
M, N-»-°°

fur unabhangig gegen °° strebendes M und N.

Offensichtlich ist die (s, t)-Gleichverteiltheit fur beliebiges

s, t   JN nun nicht aus der (1, 1)-Gleichverteiltheit zu folgern.

Beispiel: Das "Schachbrett"

010101 ...

101010 ...

010101 ...
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ist (1, 1)-gleichverteilt zu y(0) = y(1) =1/2 uber A = {0, 1} aber

sicher nicht (2, 2)-gleichverteilt, da etwa U = ^) uberhaupt nie
als Minor auftritt. Es gilt jedoch der folgende Satz:

Satz 2. 13: (vgl. [ 5 ])
1st u) (2, 2)-gleichverteilt, so 1st co (s, t)-gleichverteilt fur alle
s, t   JN.

Konkrete Beispiele (2, 2)-gleichverteilter Doppelfolgen zu konstru-
ieren ist nicht trivial, wie das folgende Ergebnis zeigt:

Satz 2. 14: (vgl. [S'])

Sei |. AJ = a ^2 und u (2, 2)-gleichverteilt zum (nichttrivialen) MaB p.
Dann kann u weder zeilen- noch spaltenperiodisch sein.

Ein "diskreter" Erzeugungsprozefi etwa einer (2, 2)-gleichver-
teilten 0, 1-Doppelfolge zum MaB y(0) = p(1) = 1/2 erscheint damit
nicht leicht zuganglich (da etwa eine polynomiale Folge p(i, j)

uber^^ nach satz 2-14 nicht in Frage kommt). Ein Auswe9 bietet sich,
indem man einen zum diskreten (s, t)-Gleichverteilungsbegriff analogen
Begriff fur Doppelfolgen co =(x^ )^^^ mit x^^  [0, 1[ in nahe-
liegender Weise einfuhrt. Man kann'dann etwa die folgenden Resultate
beweisen.

Satz 2. 15: (vgl. [ 5' ] )

i) Sei 13 irrational mit beschrankten Teilnennern der Kettenbruch-
entwicklung.

00

Dann 1st die Doppelfolge der Bruchteile ({B. i. j }) ̂ ^^-i ,
(2, 2)-gleichverteilt auf [0, 1L.

ii) Fur O, T£ iR mit 0 < a, t^ ^

u. n d

.y . ^ ^ °°

a + T < 1 ist die Doppelfolge der Bruchteile

({iy-r^})T . -i (2, 2)-gleichverteilt auf [0, 1[.
11 3=

Beweisidee: Man schatzt D(2'2){^ J mit Hilfe der Ungleichung van
'

Erdos-Turan-Koksma in R'*(vgl. [ 3 ]) nach oben ab. g

Aus den uber [0, 1[ (2, 2)-gleichverteilten Doppelfolgen u = (x^j)
erhalt man solche uber A = {a^,..., a^}, die zum Mafl y(2, 2)-gleichver-
teilt sind, indem man [0, 1[ in die Intervalle

k-1 k

Ik=t v (a^) , v(a^)[ )
1 < k ^ a

i=T I=T

zerlegt und u die Doppelfolge oj = (y^j) mit

^ij = ak " xij 6 Tk
zuordnet. 103



3. Zur "Teilblockdiskrepanz" D ^-SJ

Offensichtlich folgt aus der [1]- (=(1)-)Gleichverteiltheit einer

Folge u = (x ) nicht mehr, dafi die Folge auch [s]-gleichverteilt 1st,

d. h. daB lim D ^sl(ai^) = 0 gilt.
N^-co

Beispiel: u = 010101...
1

ist [1]-gleichverteilt uber A = {0, 1}zum MaB y(0) = p(1) = p
aber nicht [s]-gleichverteilt fur s >_ 2, da keine Blocke 0s auftrete

Speziell ist daher die Frage interessant, ob sich Verallgemeinerungen

des Resuitats von Meijer, Niederreiter und Tijdeman fur D1SJbeweisen
lassen. Es konnte bisher gezeigt werden.

Satz^L. 1 (vgl. E 6 ])

Sei A = {0, 1}. Dann gilt

sup inf sup (N-1) . DL"(u^) = j .
y u N

Beweisskizze:

Sei <x> = [x + -^-Jund o. B. d. A. a = y (0) > p (1 ) = T.
.]

(u(0) = u(1) = ^- ist ein trivialer Sonderfall)
Dann definiert man

^ ^ Q <1/2T>^<1/a>Q<3/2T)-<1/2T>^<'2/CT>-<1/o>Q<5/2T>-(3/2^^3/q) -<2/o>

Nach Unterscheidung der Falle u = 00, 01, 10^11 und jeweiligeni "Aus-

zahlen" der Vorkommnisse als Subblock, gewinnt man die ersten beiden

Terme der asymptotischen Entwicklung van [u^;u] fur N ^ °° und damit

die obere Abschatzung

3
sup inf sup (N-1) . D'-"fco^) ^ ^- .

y a)

Fur die untere Abschatzung zeigt man fur beliebiges s

sup inf sup (N - s + DD*-"^^) ^
u N

2s-1

In einer [sj-gleichverteilten Folge muB der Block 1" unendlich oft

auftreten. Sei u^1 ein derartiges Auftreten. Dann gilt aber

[UN+2S-1;OS] =^N'-03^
Mit dieser Uberlegung ergibt sich nach kurzer Rechnung das Resultat,

wenn man y(0) gegen 1 streben lafit.

Wie im Fall der Teilwortdiskrepanz kann man auch hier fur

A = [a^ , . . . , a^} , \i{a^) = - fur alle 1 ^ i ^ a, die "Testblocklange"
s von der Lange N des betrachteten Anfangsabschnitts einer Folge u

abhangig machen:
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Definition: Sei s(N) eine Folge naturlicher Zahlen. Dann heiBt die

Folge u) uber A = {a^,... /a^}[s(N)]-gleichverteilt, falls fur N -^ c°
gilt

Dts'N^(.
N; max

u A's(N)

CUN;U]
N-s(NT+1

,

s(N)
JL_

- ^^TNT'

Aus der Definition folgt unmittelbar, daQ eine [s(N)J-gleichverteilte
Folge nur existieren kann, wenn s(N) ^ log^ N fiir fast alle N gilt.

Urn ein erstes metrisches Resultat uber [s(N)]-gleichverteilte Folgen

zu erzielen, kann etwa die folgende Abschatzung benutzt werden.

Lemma 3. 2. Fur jedes u  {a^,..., a }s und jedes e > 0 gilt:
»

card {w £{a^.. . , a }
N i^i - 

i-i 
> e} = of3^

^^~^\ ^£' = 

u\72 ~^^
wobei die 0-Konstante unabhangig von u, s, N und e gewahlt werden kann.

Beweisskizze: Seien fur w= x^x^,..., x mit x^ £ A, die zufalligen
Veranderlichen X^ definiert durch

xi = 6X. xi+s-TU
Dann sind fur |j - i| >. s X^ und X^ unabhangig und man kann den

Beweis analog wie bei der klassischen Bernoulli-Tschebyscheff-Un-

gleichung weiterfuhren. |

Als Folgerung aus dem Lemma ergibt sich:

Satz 3. 3. Sei (s(N)) eine Folge naturlicher Zahlen mit s(N) ^ c. log N,
c < -5-, fur alle genugend groBen N. Dann sind fast alle Folgen u uber

A (im Sinn des ProduktmaBes auf A" ) [s(N)]-gleichverteilt.

Beweis: Nach lemma 3. 1 haben wir

card {w £ AN:D[s(N)](w) ^ c} 0
s(N)a

N+s(N)

^^

und daher

Prob (as(N)Dts(N^(^) ^ e 0
s(N)a 3s(N;

72.N

Fur s(N) .1 c. log, N mit c < -y ist aber
Ot

S(N) .a 3s(N)

N
^ c. log, N.N ,

sodaB mit e = e(N) = N
-0

0 <
1 - 3c

, folgt:

Fur fast alle Folgen cu gilt

s(N)^[s(N) ]
("N) ' N

-0 fur alle N > N.
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Neben metrischen Aussagen ist, speziell fur die Anwendungen, die

Beschreibung konkreter Folgen u von Interesse, die [s(N)]-gleichverteil
sind zu Folgen (s(N)) mit lim s(N) = ". Wir wollen hier eine

N-»-°°

-Konstruktion fur a = 2, d. h. 0, 1-Folgen, beschreiben, die sich aber

auch auf allgemeines a ubertragen lafit (vgl. [ ./| ]) :

Zur Konstruktion einer endlichen Folge, die jedes u £ {0, 1} genau

einmal als Subblock enthalt, kann man sich der "De Brutjn. -Graphen"
bedienen: Fur s ^ 2 sei X der gerichtete Graph mit Knotenmenge
{0, 1} und Kno. tenmenge {0, 1} , wobei die gerichtete Kante u, u-, ... u.und Kno. tenmenge {0, 1}", wobei die gerichtete Kante u^u^

. . u^, _^ als Anfangspunkt und den Knoten u.

als Endpunkt hat.

Beispiel:

den Knoten u^u. u.

000

01

on

111

X2 X3

Jeder Graph Xg 1st Eulersch, und jede Eulersche Linie van X definiert
durch die Bezeichnungen ihrer Kanten in inmittelbar einsichtiger

Weise ein Wort, das jedes u e A genau einmal als Teilblock enthalt.

Beispiel: Die Eulersche Linie <000, 001 , 010, 101, 011, 111, 110, 100 > ^o". ̂ 3
definiert das Wort 0001011100.

Wir erzeugen nun aus jedem X^, genau ein derartiges Wort, welches
3 , . , " ,-,° ^S-1

mit 0" beginnt, lassen den Endabschnitt 0" ' weg und hangen die

so fur s = 2, 3,... entstehenden Worter aneinander. Sei u die dabei

entstehende Folge. Dann gilt

Satz 3. 4. (vgl. [ ^ ])

1st s(N) = ©. (log log N) fur N^- °° , so ist aj [ s (N) J-gleichverteilt.

Beweisidee:

"Volle" Unterabschnitte der Folge 01, die van einer Eulerschen Linie

in xc. /^T^' xr. tM\^. -\' . . ' herruhren, ergeben genau die richtige Haufigkeit

[u^;u] fur alle a   A""/ .
Der mogliche Fehler fur den auf X^,. . . , Xg^^ _^ zuruckgehenden
Anfangsabschnitt kann leicht abgeschatzt werden.
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Es bleibt der Fehler abzuschatzen, der sich daraus ergeben kann,

daB u^ vor dem Ende des auf X^ zuruckgehenden Teils van u endigt.
Sei ^ der Endteil van u, der in die Eulersche Linie van X^ fall

^
und seien v^, v^,...  {0, 1}'
die Kanten der gewahlten Eulerschen Linie des X^. Dann ist L^''u]
ungefahr gleich dem Ausdruck

N-2k

^ Cv^;u]
i=T

mit einer unschwer abschatzbaren Differenz.

Da alle v, verschieden sind, gilt aber:
. [v-i ''ul 1 . ( -k

card {i:|-^- - -^| > e} ^ cardjw &A":
Cw;u.]
'k- > £}

und fur diese Anzahlen ist durch Lemma 3. 2 eine aureichend gute

Abschatzung bekannt. |

In[ 1 ] wird ein entsprechendes Resultat fur allgemeines a gezeigt,
wobei van den De Br^p-GraPhen xs mit Knotenmenge A- . ausgegangen
wird.

Indem man die auf ^ zuruckgehende £ulersche Linie nicht nur einmal
sondern cts-mal durchlauft, durfte man die Bedingung fur s(N) auf
s(N) 5, c. log^ n mit c < 4 abschwachen konnen ([ ^ ] ) .

Die auf das Studium spezieller normaler Zahlen zuruckgehenden
Konstruktionen in [ 1^ ] und [^] ergeben dagegen ebenfalls die
Einschrankung s(N) = <?-(log log N) .
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