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Etant donnee une fonction f : S:-(C , "interpoler" f en 1'ensem-

ble de "points" B = {b, c,..., d} consiste a trouver une autre fonc-

tion g , par exemple un polynome, telle que f et g coincident en B

et telle que f-g soit un "reste" negligeable. Newton et Lagrange in-

terpolent f par Ie meme polynome (de degre ^ n-1 , avec n = cardi-

nal de B). trouvant fort heureusement Ie meme reste, mais presen-

tent differemment leur calcul. Newton ordonne totalement

B= {b<c< ... <d} , ecrivant

(1) f(x) - f(b) - (fa)'(x-b) - (f86). (x-b)(x-c)

... = NReste,

les coefficients (faa... ) etant ses fameuses differences divisees

que nous expliciterons plus loin.

Lagrange, quant a lui, conserve la symetrie des elements de B ,

et meme, divisant par Ie produit (x-b)(x-c)... (x-d) , trouve une

expression symetrique en {x, b, c,..., d} :

(2) f(x)/(x-b)(x-c)... (c-d) + f(b)/(b-x)(b-c)... (b-d)

+ ... + f(d)/(d-x)(d-b)(d-c)... = LReste.

C'est en fait sur Ie reste qu'il est interessant de porter son

effort. On pose

1 b b2 ... bn-1 f(b)

(3) 1 d d2 ... dn-1 f(d)

1 X X2 .... Xn-1 f(x)

109



Le calcul de Lagrange consiste simplement a remarquer que Ie

membre de gauche de (2) est Ie developpement du determinant

suivant sa derniere colonne (en posant A = Vandermonde = produit

des differences):

(2') LReste = d/A (x, b, c, . . . , d)

Newton conserve Ie facteur (x-b) ... (x-d) :

(1') NReste = D/A(b, c, . . . , d) = LReste. (x-b).. . (x-d) .

Euclide echange droite et gauche, et prend comme reste de sa fa-

meuse division de f par (x-b) ... (x-d) Ie polynome interpolant f:

(4) f - (D/A (x, b, c, .. ., d) ) (x-b) ... (x-d)
= EReste = ?x° + ??x +... + ???xn-1 ,

les coefficients ?? pouvant se calculer a 1'aide des differences di

visees ainsi qu'il est explique en (10) .

Revenons au membre de gauche de la formule de Lagrange (2), qui

peut s'ecrire comme suit, en posant A = {x, b,..., d} pour respecter

la symetrie, et en notant R(a, A-a) Ie produit des differences de

a e A avec tous les autres elements de A:

f(a)/R(a, A-a) = LReste .(5
faeA-

Comme une fonction symetrique des elements de A-a est une fonc-

tion de a a coefficients des fonctions symetriques en A , on peut

sans plus de generalite introduire une fonction symetrique g de

card(A)-1 variables et considerer la somme

(6
, g(A-a) f(a)/R(a, A-a) .'aeA'

On est ainsi conduit, a la suite de Sylvester, aux sommes
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(7: 'BCA g(A-B)f(B)/R(B, A-B) = (g, f, A, p, q) ,

p et q etant deux entiers positifs, A un ensemble de cardinal p+q ,

f une fonction symetrique de p variables, g de q variables, la

sommation s'effectuant sur tous Ie sous-ensembles B de cardinal p

de A et R(B, A-B) designant enfin Ie produit des differences des

elements de B avec ceux de 1'ensemble complementaire A-B:

R(B, A-B) =11^^ ^^ (b-c) .
La fonction (g, f, A, p, Q) est symetrique en A ; la somme (7) peut

s'interpreter comme un operateur bilineaire:

FSym(q) x FSym(p) -^FSym(p+q

sur 1'espace des fonctions symetriques. Nous allons 1'exprimer

comme un produit d'operateurs differences divisees. Pour cela, il

nous faut ordonner totalement A = {a^, a^,..., a^, ^} .
0

On note o^ la transposition de a, et a^ , ^ ; par h " , on designe

1'image par o^ d'une fonction h des variables a^,..., a^^^ . La

i-ieme difference divisee 8, est 1'operateur

h -h6^ = (h-h l)/(a^-a^^^

Les operateurs sont notes a droite, pour que 1'on puisse les com-

poser facilement.

On peut maintenant expliciter (g, f, A, p, q):

Proposition. Avec les notations de (7), on a

(8) , g(A-B)f(B)/R(B, A-B)

-9f(3p---I>p+q-1)(t>P-r--''P+q-2)---<ar--8q)

On a ecrit 1'operateur comme un produit de p produits de q

differences divisees. Cela permet de reduire la demonstration de

la proposition au cas de Lagrange (i. e. p=1 ):
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Proposition.

(9) ^, ^, g(A-a)f(a)/R(a, A-a) =gf9, 6^... a^
c^

II suffit par lin^arite de considerer Ie cas g=1 , f(a) =

, n v
a

Alors

n >. o , ou de maniere equivalente, g=1 , f = 1/(1-az

f6^ = z/d-a-z) (1-a^z) ,

f9^9^ = z2/(1-a z)(1-a z)(1-a z) ,

f9^... a^ = zq/(1-a^z) ... (1-a z) .
La fonction f6 ... 6 est done la fonction generatrice de tous

[1 ' .

egal au quotient

les monomes en a,,..., a^, ^ . On a vu que Ie membre de gauche est

1

1/(1-a z

aq+1 aq+1--- 1/(1-aq+1 z)

A(a1'--"aq+1)

qui lui aussi est la fonction generatrice de tous Ie monomes.

Q. E. D.

Le demonstration directe de (8) se ramene en fait a montrer

que 1'operateur 0^... 9^, ^ i) ... (6,... Q_) envoie les paires de

fonctions de Schur dans les fonctions de Schur, 1c membre de

gauche (8) s'interpretant alors comme Ie developpement d'une fone

tion de Schur en p+q variables, exprimee comme un determinant de

ordre p+q , selon ses q dernieres colonnes.

On peut maintenant terminer Ie calcul d'Euclide, a 1'aide des

fonctions symetriques elementaires A,^ definis par,

^zk A^(A) == IJ ( 1+za) .
"aeA
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Proposition. Soient f(x) une serie formelle, A un ensemble de

cardinal n+1 . Alors, module Ie polynome ll^^^(x-a) ,

10) f(x) = (-1)nA f9^ ... 8^'x0 + ... - A^f8^... B^x
n-1

+ f9r--9nxl

Les differences divisees permettent de calculer des sommes du

type de (8) . On peut ainsi interpoler par des fonctions ratio-

nelles, probleme resolu par Cauchy et Jacobi par des methodes

differentes.

Soient A un ensemble de cardinal p+q , f une fonction d'une

able. On cherche deux polynomes ll^^^(x-c) = R(x, C) etvan Lc£C'

(x-d) = R(x, D) de degres respectifs p et q-1 tels que les

fonctions f et R(x, C)/R(x, D) coincident sur A . Donnons par exem-

pie Ie numerateur.

Proposition. Le numerateur est a un facteur pres

11)
'BCA

f(B)R(x, A-B)/R(B, A-B;

la somme etant sur tous les sous-ensemble B de cardinal q , en

ecrivant f(B) pour Ie produit 11 gf(b) .

Pour 1'interpolation rationnelle, if faut ajouter une hypo-

these de "genericite" pour assurer que Ie facteur parasite ne

soit pas nul .

On peut sommer sur plusiers ensembles. C'est ainsi que Sylvester

calcule Ie p. g. c. d. P^^^|(A, B) de deux polynomes R(x, A) et R(x, B) .
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Proposition. Soient p et q deux entiers > o tels que p+q est egal

au degre de P^^^|(A, B) . Alors,

pgcd(A'B) =
z

A'C:A, B'C:B
R(x, A*) -R(x, B*)'R(A' , B')'R(A-A*, B-B')

R(A', A-A')'. R(B -- ,-B-B')

somme sur tous les sous-ensembles A* de cardinal p , B' de cardinal q

Remarque: tous ces calculs peuvent s'interpreter geometriquement.

Dans Ie cas de Lagrange/Euclide, on a affaire a 1'espace projectif,

dont 1'anneau de cohomologie est ie quotient de 1'anneau des poly-

names en x par la relation (x-b)... (x-d) = o , 1'operateur

6^6^... etant Ie morphisme de projection sur la base. Le cas plus

general p, q ^ 1 correspond a la grassmannienne des sous espaces

vectoriels 0:'" dans (C1''"' et 1'operateur apparaissant dans la formule

(8) est celui reliant la cohomologie d'une grassmannienne a celle

de sa base.

Pour plus de details sur ces operateurs, voir

A. Lascoux, M. P. Schutzenberger (in Springer L. N. 996);

pour 1'interpolation de Newton a plusieurs variables

voir

A. Lascoux, M. P. Schutzenberger (in Springer L. N. 1146);

dans

I.G. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials,

(Oxford 1979),

on trouve les proprietes des fonctions symetriqes.
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