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Zusammenfassung

Die Verwendung von Homomorphismen erlaubt in vielen Fdllen,
effektive Algorithmen zu entwerfen. Beispiele finden sich sowohl in
der Algebra, insbesondere der Gruppentheorie, als auch in der
Informatik. Es wird gezeigt, daB unter geeigneten Voraussetzungen
Algorithmen mit logarithmischer Komplexitdt erhalten werden.

Zur Illustration des Entwurfsprinzips werden mehrere Algorithmen

skizziert.

115



§1 DAS HOMOMORPHIEPRINZIP

1.1 Homomorphieprinzip:

1. Vereinfache eine gegebene Struktur durch eine Kette von
Vergrdberungsschritten.

2. Ein Problem in der gegebenen Struktur 1l6se zuerst in der
grdbsten Struktur und verfolge diese L3sung schrittweise

zurilick, bis das Ausgangsproblem geldst ist.

Dies ist natiirlich eine informelle Beschreibung, die fir Komple-

xitétsabschétzungen prdzisiert werden mugB, siehe unten.

2undchst sollen einige einfache Beispiele die Idee illustrieren

und die Effektivitit der Algorithmen Zeigen.,



1.2 Lésen von Kongruenzen.

Sei X2 = -1 mod pn zu lOsen, wobei p eine Primzahl und n € NN
ist. Ein naiver Algorithmus wiirde aus jeder Restklasse modulo pn
einen Reprdsentanten daraufhin testen, ob er die Kongruenz 1d8st.

Der Aufwand wiirde im schlechtesten Fall etwa pn Tests bedeuten.

Nach dem Homomorphieprinzip losen wir die Aufgabe zuerst fir
n = 1, wobel p Tests erforderlich sein kdnnen. Ist -1 kein

quadratischer Rest modulo p, so kann keine LOsung existieren.

Sei xi = -1 mod p geldst. Dann durchlaufen wir die p verschiedenen
Restklassen mod p2, deren Reprdsentanten modulo p zu Xq kongruent
sind, und priifen, ob sie x% = -1 mod p2 l6sen. Maximal sind

wieder p Tests erforderlich. Allgemein wird X541 als Losung von

2 - i+l
i+l ~

Restklassen modulo p

X dadurch erhalten, daB Repridsentanten der p

i+l

-1 mod p
getestet werden, die modulo pl zZu X;

kongruent sind, fir i = 1,2,...,n-1.

Auf diese Weise wird eine Lésung in maximal n-p Tests gefunden.
Es sei vermerkt, daB das Vorgehen nur das Prinzip erldutern
soll und keinen Anspruch auf eine optimale L&sung dieses Pro-

blems erhebt.
1.3 2Zugriffwege in Datenbanken

Es seien in einer Datei viele Datensdtze mit Werte zu Attributen

A .,A_ zu speichern. Gesucht werden in der Datei solche Daten-
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Die Daten werden als Punkte in n-dimensionalen Raum WM c R" auf-
gefaBt. Da nicht alle Daten z2ugleich im Arbeitsspeicher Platz
finden, werden sie zu Bl&cken Zusammengefaft, die unter jeweils

einer Adresse auf eéXternen Speichern abgelegt werden.

Um Datenpunkte Zu solchen Bl&cken zusammenzufassen, zerlegt man

den Raum in Wirfel, so daB die in einem Wiirfel enthaltenen Daten-
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ren, bis die verbleibende Punktmenge im Arbeitsspeicher gehalten
werden kann. Beim zugriff wird schrittweise entschieden, in welchen
wiirfel jeweils Daten bzw. Adressen von Daten liegen, die der An-

frage entsprechen.

1.4 Alle Untergruppen einer p-Gruppe.

Eine Gruppe von einer Primzahlpotenzordnung pn, kurz p-Gruppe,
besitzt eine Kette G = GO > G1 > G2 > ssw > Gn = 1 von Normaltei-
lern, so daB |Gi_l/Gi| = p ist, fir i = 1,2,...,n. Um alle Unter-
gruppen von G zu berechnen, bestimmen wir aus den Untergruppen,
die Gi-l enthalten, alle Untergruppen, die Gi enthalten, fir

i=1,2,...,n. Dieses 1dBt sich besonders einfach durchfiihren,

wenn wir minimale Erzeugendensysteme verwenden.

Sei V = < Gi—l’vl""’vd >, wobei die v, € G sind und 4 die mini-
male Erzeugendenzahl von V/Gi-l ist. Ist Gi—l = < Gi X > mit

14

X £ G, so ist jedenfalls V = < Gi,x,vl,...,vd >,

Ist sogar V = < G, ,Vy,..esVyq >y
so liegt XG; in ¢(V/G;), siehe
(8] Seite 273. Dann enthdlt jede maxi-

male Untergruppe von V mit Gi auch

Gi—l.
Modulo Gi gibt es dann keine weiteren Untergruppen, deren homomor-

phes Bild modulo G, 4 gerade V/G; _; ist.



Ist U = < Gi,vl,...,vd > #V, so ist erstens {x,vl,...,vd}-ein
minimales Erzeugendensystem von V modulo Gi und zweitens U eine
der Untergruppen, die Gi enthalten und deren homomorphes Bild
modulo Gi-l gerade V/Gi-l ist. Alle solchen Untergruppen sind
genau die Untergruppen < Gi,leal,vzxaz,...,vdxad > mit Osg a; < p.

§ 2 KOMPLEXITATEN

Um die Komplexititen von Algorithmen abschdtzen zy kénnen, die auf
dem Homomorphieprinzip beruhen, bendtigen wir einige Prézisierungen

unserer Beschreibung dieses Prinzips.

2.1 Definition.

Seien S1 und 52 Strukturen, d.h. Mengen mit darauf vereinbarten

Familien von Relationen.

a) Eine Abbildung f:sl . 82 vererbt ein Problem Pl in Sl auf
ein Problem P2 in 52' wenn das Bild jeder Losung von P1 unter

f in einer Lésung von P2 enthalten ist.
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b) Eine Folge (fl,...,fn) von Abbildungen fi:Si > Sy 16st

i+1

ein Problem P1 in s1 auf, wenn gilt:

Vi fi vererbt Pi auf Pi+l‘

E
PZ""'Pn+l

Damit kénnen wir folgendes Ergebnis formulieren.

2.2 Satz.

(f .,fn) lése P, in Sl auf, und zu T ¢ Si finde ein Algorith-

17" 1
mus A; alle in T enthaltenen LOsungen von P, in ai(|T|) Schritten,

wobeli a; monoton ist. Dann ist Pl in

a. (1l lf;l[)°m

1 it Ti+l i+l

N~s

i

Schritten l1dsbar, wobei li die maximale Mdchtigkeit der L&sungs-

mengen in S; und |f£1| die maximale Mdchtigkeit einer Urbildklasse

von fi ist.

Zum Beweis ist nur zu bemerken, daB in einem einzelnen Schritt zu

jeder der m Ldsungen von Pi+1 das vollstdndige Urbild bei fi

i+l
als Eingabe fiir Ai dient. Da a; monoton ist, ist der Aufwand je-

. e -1
weils hdchstens ai(|fi [*1541)-

Seine Effizienz bezieht dieses Vorgehen daraus, daB8 mit jeder als
Lésung ausgeschlossenen Teilmenge von Si+1 groBe Teilmengen von
Si nicht mehr betrachtet zu werden brauchen. Dies wird etwa bei

dem Beispiel 1.1 sofort deutlich. Allerdings haben wir dort und
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herleiten.

2.3 Satz.

(fl,...,fn) 16se

Pl in S1 auf, wobei jedes fi surjektiv sei, sei

'sn+1' =1. Jede Urbildklasse fi(y)-1 fir jedes y und jedes i sei

gleichméchtig, et
bendtigt a((T|) s
T c Si Zu finden.
und es sei m eine

jedes i. Dann ist

Schritten ldsbar.

Beweis.

Wir zeigen zuerst
— -1
Sl = fl (SZ) und

Sei nun n > 1. Au

wa von der Mdchtigkeit k. Ein Algorithmus A
chritte, a monoton, um die Losungen von Pi in
Zudem habe jede Loésung héchstens Mdchtigkeit i
obere Schranke flir die zahl der Losungen fiir
Pl in

a(k~l)-logk(lsl[)~m

,» daB n = logk(lsll) ist. Flir n = 1 ist
|s =1, also |s =kund 1 = 1log (k).
2 . 1 k

s [s,] = k*|S,| folgt mit n-1 Logy ([s,])

dann logk(lsll) = l+logk(lszl) = I4h=1 = g,

Nun sehen wir, da
Pi+l mittels Ai j

berechnet werden.

B im i-ten Schritt aus den mi+1 Losungen von
eweils mit Aufwand a(k-1l) die Lésungen von Pi‘

Der Aufwand ist also mit n = logk(lsll)
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n
$ m. ca(k-1)
S| i+l
n
< a(kel)'m- ¢ 1
i=1

= a(kl)'m~logk(|sll)

Da a(k-l) eine Konstante ist, ist unter den Voraussetzungen von
2.3 die Effizienz von A fiir das asyptotische Verhalten nicht
wesentlich. Allerdings sind in der Praxis eher kleine Strukturen
interessant, so daB a(k-1l) groB ist gegeniber logk(|Sll). von

daher ist natiirlich ein besonders effizientes A anzustreben.

In vielen Fidllen bedeutet eine Aufldsung, die sich nicht mehr
verfeinern 1iB8t, daB die zu betrachtenden Unterstrukturen sehr
spezielle Gestalt haben. Dann kann Aweit effektiver gewdhlt wer-
den, als in der allgemeinen Situation. Als Beispiel sei auf 1.4

verwiesen sowie auf den folgenden skizzierten Algorithmus.

2.4 Konjugiertenklassen in p-Gruppen

Wir betrachten sowohl die Konjugiertenklassen von Elementen als
auch die von Untergruppen. Jeweils kdnnen wir Reprdsentanten-
systeme dadurch erhalten, daB wir eine p-Gruppe auf einer Menge
von p Elementen operieren lassen. Da jede Bahn als Linge eine p-
Potenz haben muB, sind dann entweder alle Elemente in einer Bahn

oder es liegen keine zwei in einer Bahn.
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Im Falle der Elemente steigt der Algorithmus von Felsch und
Neubilser [5] wie in 1.4 eine Kette von Normalteilern Gi ab.

2u jedem Reprisentanten xGi+1 wird stets auch sein Satbilisator
NG(XGi+1) berechnet. Die Bahnen von NG(XGi+1) auf xGi+l mod Gi
entsprechen dann den Bahnen von G auf G/Gi, die modulo Gi+l das

Element x enthalten.

Im Falle der Untergruppen wird das Homomorphieprinzip auch zum
Entwurf des Algorithmus A flr den Einzelschritt erneut angewendet.
Wir berechnen zu jedem Reprisentanten Vv wiederum seinen Stabilisa-
tor N;(V) mit. Um die Notation zu vereinfachen, schildern wir das
Vorgehen, wenn Reprisentanten U # V gesucht werden, die modulo

einem minimalen Normalteiler N auf einen gegebenen Repridsentanten

V abgebildet werden.

Dazu verwenden wir eine Kette
von Normalteilern von NG(V),
der Form

cb(V)=vn+2 <N¢(V)=Vn+l<. . .<v1=v,

V . = . e . .
¢v) wobei [Vi/Vi+1| p ist fiir jedes 1i.
Die Aufldsung durch Homomorphismen erhalten wir, wenn wir

Uu=uU, » U2 =U ﬂV2 N Vn+1ﬂU = ¢(V)

verwenden.
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Zuerst werden die Bahnen von NG(V) auf der Menge der Komplemente
von Vn+l/¢(V) in Vn/¢(V) bestimmt. Da es genau p solcher Komple-
mente gibt, haben wir einen der beiden obigen Fdlle. Wir be-

stimmen Représentanten Un und deren Stabilisatoren NG(Un).

Im nichsten Schritt werden die Bahnen von NG(Un) auf der Menge
der Komplemente von Vn/Un in Vn_l/Un in der gleichen Weise be-

handelt.

Dies wird iteriert, bis schlieBlich alle gesuchten Bahnen von
Komplementen von N in vy reprdsentiert sind. Eine etwas andere

Version dieses Algorithmus ist in [10] ausfiihrlich beschrieben.

§ 3 ALGORITHMEN F{UR ABBILDUNGEN

Wwurde das Homomorphieprinzip bisher angewandt, um mittels Abbil-
dungen Algorithmen fir unterschiedliche Probleme zu erldutern,
so spezialisieren wir uns nun. auf Algorithmen fiir Abbildungen.
Wir betrachten dabei eine Situation, die von der Pélya und

de Bruijn-schen Abz&dhltheorie her wohlbekannt ist.

Eine Gruppe A operiere auf einer Struktur Sl' und eine Gruppe B
auf einer Struktur Sz. Gesucht wird ein Repridsentantensystem fur
die Bahnen von AxB auf der Menge Hom(sl,sz), wobei f(a’b)(s) =

-1
= f(sa )b flir s ¢ S1 die Operation beschreibt. Homomorphismen
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kann man bei Strukturen unterschiedlich definieren. Wir verlangen,

daB eine Abbildung f:Sl - 52 die Grundmengen und die Relationen

vertrdglich abbilden muB. Ist S, = (q, a?l), S, = (QZ,WZ) mit

Mengen 91,92 und Familien von Relationen &3’&% soist £ = (u,v) und

u:Ql - 92, v:ai -> &E so daB

v
l

(1) vRe &, R ={(m1f,...,wl‘_ll)I(wl,...,wn)eR}

H(Q,)
. v _ R .

(ii) (R lu(Ql)R £ &’l} = {R‘U(Ql)'R" @2} gilt.

Wahrend bei der Abzdhltheorie iiblicherweise nur Mengen Sl und 82

betrachtet werden, wollen wir komplexere Strukturen zulassen. Dann
lassen sich Isomorphieprobleme bei Objekten l&sen, die mittels

Homomorphismen aus h&heren Strukturen konstruiert werden. Als

Beispiel seien semidirekte Produkte von Gruppen erwihnt (9].

Um das Problem einer algorithmischen Behandlung zuginglich zu machen,
transformieren wir es in ein gruppentheoretisches Problem. Das hat
den zusdtzlichen Vorteil, daB dieselben Algorithmen fiir verschie-

dene Typen von Strukturen verwendet werden k&nnen.

Eine solche Transformation wollen wir kurz demonstrieren:

Die Menge Iso(Sl,Sz) aller Isomorphismen einer Struktur sl auf
eine Struktur 52 erhalten wir, indem wir nach einem festen Iso-

morphismus ¥ alle Automorphismen y von 52 ausfiihren:

Iso(Sl,Sz) = {¥|y e Aut S,}
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Ist (a,B8) € AxB S Aut S,xAut S,, so ist g L v,8 =Py, fiir

1
-1 -1 _ .

Y1:Yy E Aut 52 genau dann, wenn ¢ “a ¥ YlB =Y, ist, d.h.

Y, € A?YIB, wobeil AYYIB eine Doppelnebenklasse von AY und B

in Aut 52 ist.

Die Menge AY\Aut SZ/B aller Doppelnebenklassen von A und B in

Aut S2 entspricht daher den Bahnen von AxB auf Iso(Sl,SZ).

Diese Transformation ist ein Schritt bei einer groben Aufldsung

des Problems, Repridsentanten der Bahnen auf Hom(Sl,Sz) zu finden.

Wir betrachten dabei die Schritte
f » (Kern f, Bild f) - (char. Klasse (Kern f), char. Klasse (Bild £f))

wobei die charakteristische Klasse jeweils die Bahn unter der

vollen Automorphismengruppe bezeichnet.

Bei der schrittweisen LOsung bestimmen wir zuerst die Bahnen von
Aut 52 auf der Menge der mdglichen Bildstrukturen durch Angabe
jeweils eines Reprdsentanten U und seines Stabilisators

N (U), sowie die Bahnen von Aut S, auf der Menge der mog-
Aut S2 1

lichen Kernrelationen durch Angabe jeweils eines Reprdsentanten

K und seines Stabilisators NAut sl(K).

Die Bahnen von B auf der Menge der mdglichen Bildstrukturen in

einer charakteristischen Klasse mit Reprdsentanten U entsprechen

den Doppelnebenklassen
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NAut sz(U)\Aut SZ/B'

da B durch Rechtsmultiplikation auf NAut s, (U)\Aut S, dhnlich
operiert wie auf der charakteristischen Klasse von U. Entspre-

chend beschreiben die Doppelnebenklassen
NAut sl(K)\Aut Sl/A

die Bahnen von A auf der charakteristischen Klasse eines Repra-

sentanten K.

Es sind jeweils Reprdsentanten und ihre Stabilisatoren N (U)

bzw. N (K) zu bestimmen.

Zu Paaren von Repridsentanten (U,K) mit U = sl/K ist jeweils ein
Isomorphismus P:Sl/K > U zu bestimmen und die von NA(K) auf
Sl/K induzierte Automorphismengruppe NA(K) sowie die von NB(U)

auf B induzierte Automorphismengruppe NB(U). Dann entsprechen

die Bahnen von NA(K)XNB(U) auf Iso(Sl/K,U) nach der Voriiberlegung

den Doppelnebenklassen
—_'P —
NA(K) \Aut U/NB(U)
in Aut U.

Durch Verkettung des natiirlichen Homomorphismus \):S1 - Sl/K mit

den Reprdsentanten ¢y der obigen Doppelnebenklassen erhalten wir
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dann alle Reprdsentanten von Bahnen von AxB auf Hom(Sl,sz) bei
denen die Kerne und Bilder der Homomorphismen in der gleichen

Bahn wie K bzw. U liegen.

In jedem Schritt ist dabei das Problem zu ldsen, Doppelnebenklassen-
repriasentanten zu finden. Die Allgemeinheit der von uns gemachten
Voraussetzungen ldBt vermuten, daB dieses gruppentheoretische
Problem nicht immer ganz leicht zu ldsen ist. In der Tat sind
bisher keine besonders effektiven Algorithmen bekannt, flur ver-
schiedene Ansitze siehe (4], (6], [2]. In (9] haben wir das Homo-
morphieprinzip benutzt, um dieses Problem zu ldsen. Damit wird

die obige grobe Aufldsung des Problems, Reprdsentanten in
Hom(sl,sz) zu finden, in jedem der 3 Schritte durch eine Auflosung
des jeweiligen Problems, Doppelnebenklassenreprdsentanten zu

finden, verfeinert.

Wir gehen bei dem Problem, ein Reprasentantensystem Rep(A\G/B)

der Doppelnebenklassen zweier Untergruppen A und B einer Gruppe G
zu finden, von einer Kette von Untergruppen G = AO > Al >0 An=A
aus. (Diese ist‘in vielen praktischen Anwendungen leicht zu finden,
jedoch kénnten im allgemeinen sowohl A als auch B maximale Unter-

gruppen von G sein!)

Die Aufldsung wird dann durch die Abbildungen

fi:Ai gB - Ai-l gB fir i = n, n-1,...,1 gegeben.
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Wir verwenden also, daB Doppelnebenklassen von A1 und B in G
in Doppelnebenklassen von Ai und B in G zerfallen.Um im Einzel-
schritt aus Rep(Ai_l\G/B)vdurch einen Algorithmus Rep(Ai\G/B)
zu erhalten, benutzen wir, daB wir die Doppelnebenklassen
A;_1\G/B als Bahnen von B auf der Menge der Rechtsrestklassen
A;_1\G von A; ; in G bei Rechtsmultiplikation auffassen k&nnen.
(An dieser Stelle konnte auch ein anderer Algorithmus verwendet
werden!) Wir berechnen daher jeweils zu jedem Reprdsentanten g

den Stabilisator S = StabB(Ai_lg) in B. Ist A, _ U...UAja .,

1=y
so entsprechen die Bahnen von S auf {Aialg,...,Aiang} den
Doppelnebenklassen Ai-le' die bei fi auf Ai_lg B abgebildet
werden. Wir berechnen also Reprdsentanten und deren Stabilisatoren

durch diesen Einzelschrittalgorithmus.

In (9] haben wir dazu ein Programm in der Sprache Cayley (3] an-
gegeben und ein Beispiel demonstriert. Im ersten Schritt wurden

dabei aus 8 Nebenklassen 3 Doppelnebenklassen gefunden. Im nadch-

sten Schritt muBten Bahnen auf jeweils 6 Nebenklassen filir jeden
der 3 Repridsentanten bestimmt werden. Hier ergaben sich insgesamt
11 Repridsentanten. Im letzten Schritt wurden dann Bahnen auf
jeweils 7 Nebenklassen zu jedem der 11 Reprdsentanten berechnet.
Damit wurden als Ergebnis Reprdsentanten der 59 Doppelnebenklassen

gefunden.
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s 4 SchluBbemerkung.

In den vorstehenden Paragraphen wurde das Homomorphieprinzip for-
muliert und zum Entwurf effektiver Algorithmen verwendet. Das
Anliegen dieses Artikels ist es vorzuschlagen, dieses Prinzip
gezielt zu nutzen, wenn Probleme algorithmisch geldst werden sollen.
Die skizzierten gruppentheoretischen Algorithmen sind bis auf eine
Ausnahme [5], die als Ausldser anzusehen ist, auf diese Weise
entstanden. Als Ubung mdge der Leser ihm bekannte effektive
Algorithmen (z.B. die GauB-Elimination) daraufhin untersuchen,

in wieweit implizit das Homomorphieprinzip verwendet wurde.
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