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Problem 5 in the book [2,p.266] of CVETKOVIC,DOOB,SACHS says:
"Find the relation between the theory of Markov chains and
the theory of graph spectra.”
We show that both theories are ruled by the PERRON-FROBENIUS
projection and three matrix representations of it, which
yteld a common generalization of the HOFFMAN theorems for
graphs [4], directed graphs [5] and point stable designs [9]
as well as the ergodic theorem [3] for stochastic matrices
and the ranking procedure of WEI [8)] and KENDALL |6]

for tournaments.

Die PERRON-FROBENIUS-Projektion

In den HOFFMAN-Theoremen, dem Ergodensatz und der Ranking-
Methode von WEI und KENDALL kommt jeweils eine nichtnegative
nxn-Matrix M vor, ihr PERRON-FROBENIUS-Eigenwert o, SOwie
eine Projektionsmatrix P mit MP = aP = PM

Zur allgemeineren Beschreibung dieser Situation bendtigen
wir folgende Bezeichnungen:

(K)n sei die Menge der nxn-Matrizen {ber einem Kdrper XK.

E sei die Einheitsmatrix in (K)n. Fir M € (K)n sei specM

die Menge der Eigenwerte von M. Flir a € specM sei a(a) die

algebraische , g(a) die geometrische Vielfachheit.
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Definition:

Sei M € (K)n r@ € K. M heiBt a-quasi-orthogonal (G—gaaJ ;
falls Kern(M - aE) N Bild(M - aE) = { 3 }

(also K@ = Kern(M - oE) ® Bild(M - aE) ).

Lemma 1:

Sei K ein Kérper, M € (K)n r @ € specM , M a-qo.
Dann gilt:

Eine Matrix P € (K)n ist die Matrix der Projektion
auf Kern(M - oE) l&ngs Bild (M - @E) genau dann, wenn

(1) P2 =P, MP = qP = pPM , RangP 2 g(a).

Wenn (1) gilt, sagen wir:

P ist die ( Matrix der ) (M,a)= Projektion

Istr O £ ME€e (R)n und o der PERRON-FROBENI1US -Figenwert von M,
M a-go., so nennen wir die (M,a)-Projektion die

PEHRON—FROBENIUS—PrOjektion.

Lemma 2:

Sei K ein K&rper, M € (K)n + 0 € specM.

Dann sind &dquivalent:

a) M ist a-quasi-orthogonal

b) a(a) = g(a)

c) Kern(M - @E) = Kern(M - ocE)2

d) Es existiert ein Polynom S(X) € K[X] , so dag

(X - a) S(X) das Minimalpolynom von M ist und  S(a) + ©

Das durch d) eindeutig bestimmte Polynom S(X) nennen wir

das (M,a)- Polynom
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Die Polynomdarstellung der (M,a)-Projektion

Satz 1:

Sei K ein Korper, M € (K)n , 0. € specM , M o-go. ,

S(X) das (M,a)-Polynom. Dann ist

_ S (M)
S (o)

die (M,o0)-Projektion .

Wichtigster Spezialfall:

S
Ist S(X) = l+l x - A 2 (z.B. fir K = €), so ist
AEspecM
)
_ M - AE
(2) P = Ao =)
AEspecM

Beweis von Satz 1:

Sei P = S(M)/S(a) . Dann ergibt sich aus (M = aE)S(M) = O

die Bedingung MP = oP = PM (s.(1)). Offenbar gilt

(3) Px = % fiir alle X € Kern(M - aE) ,

also Kern(M - oE) £ BildP .

Andererseits gilt wegen (M - aE)S(M) =0

BildP = BildS (M) < KernkM - aE) , also gilt

(4) BildP = Kern(M - oE) .

Aus (4) und (3) ergibt sich P2 = P und daher (1) wegen (4).

Also ergibt sich aus Lemma 1 die Behauptung.
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Die dyadische Darstellung der (M,a)-Projektion

Sei K ein Kbrper, M € (K)n r O € specM,

R(a) :={ x € Knl Mx = ax } der Rechtseigenraum von a ,
L(a) := { x € K7 MT% = aX }  der Linkseigenraum von «
Satz 2:

Sei K ein Kbrper, M € (K)n r & € specM und af(a) = 1
Dann existieren r = (r1,...,rn)T, i = (11,...,2n)T € Kn,
so daB R(a) =< ¥ >, L(a) =< % > und

zf: -1 r1£1 .is r1£n - ET
S Itk | : T 3T
=i r % r % o
n’1 *°° "n”n
ist die (M,a)-Projektion.
Beweis:
Wegen a(a) =1 1ist g(a) = a(a), also ist M a-go.

Sei P die Matrix der (M,a)-Projektion. Wegen (1) ist also

MP = oP , d.h. die Spalten von P sind Elemente von R(a) = <r>,
also existiert ein ¢& e K" mit P = (ricj) = ¥ ET 5

Wegen PM = oP sind die Zeilen von P Elemente von <>

und wegen P2 = p + 0 (nach (1) ) ist & & T = Tp ,

also existiert ein j mit 0 # Zj = Echf , also ist

1T £ 0 und daher ¢, = 2,/ (A'F)  fur alle k e {1,...,n}

k
T/2%s).

und deshalb P = r }
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Die HOFFMAN-Gleichung einer zusammenhdngenden Inzidenzstruktur

Sei J eine zusammenhd&ngende Inzidenzstruktur mit

vxb - Inzidenzmatrix A und Verbindungsmatrix N := AAT € (R)V

o der PERRON-FROBENIUS-Eigenwert von N . Dann ist der

Rechtseigenraum R (a) eindimensional (denn N ist unzerlegbar,
da J 2zusammenhdngend ist). Wegen N = NT ist L(a) = R(a),
etwa R(a) = <¥> fiir ein * € R’

Dann gilt nach Satz 1 und Satz 2 die folgende
HOFFMAN-Gleichung fir zusammenhdngende Inzidenzstrukturen
|| N - AE r T
(6) — = '
a A T~
A< r r
AEspecN

denn beide Seiten der Gleichung stellen die PERRON-FROBENIUS-

Projektion von N dar, da N diagonald&hnlich ist.

Folgerungen aus (6):

Ist J punkt-stabil (s.[9,10]), d.h. NJ = «aJ fir ein o € N,

wobei J = (Jik) € (R) und ik = 1 fir 1 < i,k v ,

v
dann ist o der PERRON-FROBENIUS-Eigenwert von N und

i € R(a), also fo = v und daher liefert (6)

r :=(1,...,1)
die HOFFMAN-Gleichung fiir zusammenhdngende punkt-stabile
Inzidenzstrukturen (s.[9]):
N-AE _ 1

| T S= =38

A<o

AEspecN
Daraus erhdlt man (s.[9]) die urspriingliche HOFFMAN-Gleichung

aus [4] flr zusammenhdngende reguldre Graphen.
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Die HOFFMAN-McANDREW-Gleichung fiir stark zusammenhingende

reguldre gerichtete Graphen

Sei G ein gerichteter Graph mit Adjazenzmatrix A € (JR)n
Bekanntlich ist G stark zusammenhingend genau dann, wenn
A unzerlegbar ist. G ist d-regulé&r genau dann, wenn

< € R(d)NL(d) . Also besitzt in einem stark

E= (Tyauagl]
zusammenhdngenden d-reguldren gerichteten Graphen G

der PERRON-FROBENIUS-Eigenwert d von A die algebraische
Vielfachheit 1 , daher ist R(d) = < ¢ > = L(d) , also

erhdlt man aus Sa;z 1 und Satz 2 die

HOFFMAN-McANDREW-Gleichung

0
e

sa) _ 1
s@ ~nYd -
S (X) g g ) e
n S(Q) heiBt in [5] das Polynom des gerichteten Graphen G.

Die Limes-Darstellung der (M,a)-Projektion

Der Ergodensatz (s.[3]) besagt u.a., das der Limes %i@ Sk
einer stochastischen Matrix S eine spezielle dyadische
Matrix der Form (5) ist mit r* = (1,...,1)".
Wir betrachten allgemeiner den Limes %}g Mk fir M € (C>n
und benutzen das

Lemma 3:

Sei M € (C)n . Dann existiert %}g Mk genau dann, wenn

x| < 1 fir alle A € specM\ {1} und M 1-quasi-orthogonal ist.
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Satz 3:

k

Sei M € (C)n . Wenn P := %}g M existiert, dann ist

P die (M,a)-Projektion (mit a« = 1) oder P =0 .

Beweis:

Sei P := lim Mk £ 0 . Dann ist 1 € specM wegen MP = P % O
und nach Lemma 3 ist M 1-quasi-orthogonal. Offenbar ist
P2 =P, MP =P =PM . Wie in (3,5.17,37] zeigt man

RangP = g(1). Also ist P die (M,1)-Projektion nach Lemma 1.

Aus Satz 2 und Satz 3 erhalten wir den
Satz 4:
Sei M € (C)n und es existiere %}g Mk + 0. Dann ist 1 € specM.

Wenn g (1) = 1 ist, dann gilt

[

(8) %im MT = r

wobei R(1) =< ¥ >, L(1) =< % >

Bemerkung:

Die Hauptaussage des Eréodensatzes fiir sehr qute (s.[2])
étochastische Matrizen erhdlt man aus den beiden Darstellungen
der PERRON-FROBENIUS-Projektion in (8) mit r = (1,...,1)T

Aus Satz 1 und Satz 3 ergibt sich eine weitere algebraische

Berechnungsmdglichkeit fir den Limes %ig Mk 2

Satz 5:
Sei M € (€) und es existiere lim MK + 0.

Dann gilt (mit den Bezeichnungen von (2)):

0]

S
A
ok s _ (M - xz)
(9) im M©T = =% = _—_—
gim FEh) I T =1

AEspecM
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Die PERRON-FROBENIUS-Projektion in der WEI-KENDALL-Methode

Zur Bestimmung einer "sinnvollen" Rangfolge der Teilnehmer
eines Turniers ermittelt man zuerst (s.[1,6,8]) die

lineare Ordnung der starken Zusammenhangskomponenten des
gerichteten Turniergraphen T und ordnet dann in jeder
starken Zusammenhangskomponente mit m > 3 Teilnehmern

(bei genau 3 Teilnehmern werden alle drei auf denselben
Rang gesetzt, wdhrend m = 2 wegen der Antisymmetrie von T
nicht vorkommt) diese Teilnehmer folgendermaBen an:

Die primitive (s.[1]) Adjazenzmatrix A der gegebenen
starken Zusammenhangskomponente 2 wird "konvergenz-
erzwingend" durch ihren PERRON-FROBENIUS-Eigenwert a
geteilt und man erh&lt die Matrix A, :=A/0

Es existiert der Limes P:= %ig A1k + O , da nach dem
PERRON-FROBENIUS-Theorem (s.[7]) 1 der einzige betrags-
maximale Eigenwert von A1 ist und a(1) =1 = g(1)
(s.Lemma 2, Lemma 3). Also ist nach Satz 3

P die PERRON-FROBENIUS-Projektion auf den eindimensionalen
Kern(A1 - E) = Kern(A - oE). Daher existiert genau ein

positiver Vektor r mit

r. = 1
7 1

M

< T > = Kern(A - aE) und
l:

Dieser Vektor r wird als "Ranking-vVektor" genommen, d.h.
man gibt dem Teilnehmer i genau dann einen h&8heren Rang

als dem Teilnehmer j , wenn r, > rj ist,

Zur kombinatorischen Deutung dieser WEI-KENDALL-Methode sei

k

Spq = die 1i-te Koordinate des Vektors A Jm wobei

o1

J = (1,...1)" € Rm , also ist
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Ski die Anzahl der im Punkt i beginnenden Pfade der Lé&nge

(in der starken Zusammenhangskomponente Z), weshalb wir

Ski als "Spielstdrke der Stufe k des Teilnehmers i "
interpretieren.
Dann gilt:
. Ski 1 .
(10) pim o= = (i,3 =1,...,m).
kjJ J

Bewels

Ski
%ﬁg — = (%;m A1 Jm,1)1 (PJm,1)i .

o .
Nach Satz 2 ist P = r ET/(ET r) , also ist

—_ > . . — "T —>T 5 .

PJm,1 =cr mit c := % Jm,1/(2 r) > O. Also ist

Ski
%&Q _;E = (PJm,1)i =cr und daher gilt (10).
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Herrn A. DRESS mdchte ich fiir einige wertvolle Hinweise,

u.a.

auf Lemma 3 wund den Begriff der quasi-orthogonalen

Matrizen herzlich danken.
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