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EIN PROBLEM VOM ERDBS-TYPUS

Gerd Baron, Wien

|
ERDOS hat in [1] Quotienten der Bauart Hg.' betrachtet und unter-
k .

sucht, wie gro8 Zak (mit akZm) werden kann, wenn der Quotient eine

ganze Zahl sein soll. Fiir m=2 erhielt er als kleinste obere Schranke

% n und flir m>2 stellte er das entsprechende Problem.

In [2] wurde das Problem auf ein lineares Programm zuriickgefiihrt und
damit im Prinzip geldst. In [3] wurde es auf Quotienten der Bauart
L%.n!
a
1L k.ak!

verallgemeinert und auch das g-Analogon behandelt (und dieses

sogar allgemein geldst). Da der von ERDOS betrachtete Quotient der
Multinomialkoeffizient ist und fir Zapsn stets ganzzahlig ist, kann

man das Problem in eine Klasse von Problemen vom ERDOS-Typus einordnen.

ET Problem: Sei F(n;<ak>) eine Funktion, die fiir alle Folgen <oy mit
f(<ayp>)<g(n) ganzzahlige Werte annimmt. Sei weiters E eine Menge
von Folgen <ay>. Gesucht ist
e(n)=sup{f(<ak>):<ak> € E,F(n;<a;>) € W}.

Besonders interessant sind fir Kombinatoriker natlirlich solche Funk-
tionen F, die eine kombinatorische Bedeutung haben, wie z.B. der von

ERDOS betrachtete Multinomialkoeffizient. Sein Problem erhilt man also
. ! )
mit F(n;<ak>) = ﬁg;T’ f(<ak>) = Zak und E = E, die Menge aller (end-

lichen) Folgen <ap> mit apzm. Das Ergebnis aus [2] lautet dann

em(n)<cm.n, wobei sogar

e_ (n) e (n)
q m _ m .
En = 1im O = sup o gilt.
In [3] wurde Cy = 1 + 6(19%—2), also die Existenz von Konstanten
_ 3 _ 1 ;
® T Tog 720 Und b = 155 mit

1+ai01;ﬂ§c 31+bl—og—m
fir geniigend groBe Werte von m nachgewiesen.
Eine Ubertragung auf g-Funktionen liefert das
qgET Problem: Sei F([n];<[ak]>) eine Funktion, die fiir alle Folgen

<ap> mit f(<ap>)sg(n) Werte im Polynomring Qlql (resp.zlql) an-
nimmt. Sei weiters E eine Menge von Folgen <ap>. Gesucht ist



_6_
e(q)(n)=sup{f(<ak>):<ak> € E,F([n]l;<[ayl>) € 0lgl (resp.zlqgl)}.

Fiir das g-Analogon des urspriinglichen ERDOS-Problem mit dem Multi-

nomialkoeffizienten und den Folgemengen E_ (ajzm) wurde in [3]

(q) (q)

e (n) e (n)
eéq)(n)§c£q).n (wobei sogar céq)=lim —E—H——— =sup —E—ﬁ——_)
mit cé%) = cé%ll =1 + E%II nachgewiesen.

Wir wollen uns hier mit jener Funktion F beschdftigen, die die Permu-

8k abzihlt.

tationen vom Zyklentypus ka

1
F(n;<a,>) = -——:ifl——— f(<ay>) = Ikay.
(k" Kay 1)

Fir f(<ap>)sn gilt F(n;<ay>) €N resp. F([n];<[ak]>) € 0lgl.
Wir wollen zundchst folgenden Satz beweisen.
- . o(q) =
SATZ 1. e (n) = 8(n2); emq (n) = 6(n2).
Beweis. Die folgenden Uberlegungen gelten flir das gET Problem ganz

analog. Sei wieder Ej = {<ap>:15ks<K,ap2m}.

Damit F(n;<ap>) € N diirfen K und die ay hdchstens gleich 2n sein,da sonst
nach Bertrands Postulat (siehe [4]p.189) im Nenner eine Primzahl auf-
tritt, die im Zdhler nicht auftritt. Also gilt Zkak§2n.2n = 4n2 und
O(n3) .

somit em(n)

| 1
Da Ha = L fiir mK+Km = 2mK<n als Multinomialkoeffizient

m(k™.m!) g™ mK

ganzzahlig ist, gilt

= f B 2T =
eq(n) 2Zkm = 3 '[2mJ"L2mJ+1) = Q(n2).
Insgesamt also
1 en (n)
s (1-o(l)) £ —po— < 4.

Der Satz 1 sagt aus, daB hier sogar die Ordnung von g(n) durch e(n)

tibertroffen wird.

Die im Beweis des Satzes 1 als obere Abschdtzung auftretende Konstante

4 kann noch verbessert werden.
2
eq(n) 2 el (n) : cn(lq)
SATZ 2. I — (140(1)); S (1+o0(1)) .
n 6m n2 6m

IA




| |
Beweis. Aus e € N apzm folgt ——%F——-E N also

a
T(k Xay 1) K! ay !

mK+Zak = 2mK+Z(ak—m)§cmn

Tkay=rkm+ ok (ay-m) sm KAL) K (ag-m) s BEIEHL) o p — omge =

3
= (% + cpn)K - —I; K2 = ¢(K),
(% +cmn)2 m+2cmn
wobei ¢(K) seinen maximalen Wert em flir K = T annimmt.
ep (n) ci m 1 m? 1
Daher gilt S — {1+ — ° — 4 v el O R
n2 6m Cn n 4cm n

Flir das g-Analogon liuft die Rechnung ganz gleich mit céq) statt c.
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