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EIN PROBLEM VOM ERDOS-TYPUS

Gerd Baron, Wien

n!
ERDOS hat in [1] Quotienten der Bauart

na^
betrachtet und unter-

sucht, wie groB Za^ (mit a^^m) werden kann, wenn der Quotient eine
ganze Zahl sein soil. Fur m=2 erhielt er als kleinste obere Schranke

n und fur m>2 stellte er das entsprechende Problem.

In [2] wurde das Problem auf ein lineares Programm zuruckgefiihrt und

damit im Prinzip gelost. In [3] wurde es auf Quotienten der Bauart
Ln. nl

verallgemeinert und auch das q-Analogon behandelt (und dieses
HL°k. a^!

sogar allgemein gelost). Da der von ERDOS betrachtete Quotient der

Multinomialkoeffizient ist und fur Xa^Sn stets ganzzahlig ist, kann
man das Problem in eine Klasse von Problemen vom ERDOS-Typus einordnen,

ET Problem: Sei F(n;<aj^>) eine Funktion, die fur alle Folgen <a^> mit

f(<a^>)^g(n) ganzzahlige Werte annimmt. Sei weiters E eine Menge

von Folgen <a^>. Gesucht ist

e (n) =sup{f(<a^>) : <a^> 6 E, F(n;<a^>)   IN}.

Besonders interessant sind fur Kombinatoriker naturlich solche Funk-

tionen F, die eine kombinatorische Bedeutung haben, wie z. B. der van

ERDOS betrachtete Multinomialkoeffizient. Sein Problem erhalt man also

mit F(n;<a^>) = ^n"^, f(<a^>) = Za^ und E = E^ die Menge aller (end-

lichen) Folgen <a^> mit a^^m. Das Ergebnis aus [2] lautet dann
e^(n)<c^. n, wobei sogar

cm = lim
e^_(n}_

n
sup

em<n)
n

gilt.

In [3] wurde c^ = 1 + 6[ ^ ) , also die Existenz von Konstanten
a =

log 720
und b =

log 2

m

mit

1 +^l(^s cm ̂ 1 ̂ b10"
fur genugend groBe Werte von m nachgewiesen.

Eine Ubertragung auf q-Funktionen liefert das

qET Problem: Sei F([n];<[a^]>) eine Funktion, die fur alle Folgen
<a^> mit f(<a^>)^g(n) Werte im Polynomring Q[q](resp. Z[q]) an-

nimmt. Sei weiters E eine Menge von Folgen <a}. >. Gesucht ist
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e((2) (n)=sup{f(<a^>) :<a^> £ E, F( [n] ;< [a^]>) G ®[q] (resp. Z [q] ) } .

Fur das q-Analogon des ursprunglichen ERDOS-Problem mit dem Multi-

nomialkoeffizienten und den Folgemengen E (a^Sm) wurde in [3]

ej, q^ (n) ^cj, q^ . n (wobei sogar c^iq^ =lim
(q)

'm 'm m

em4' <n)
n

(q)
=sup

em4' <n)
TT

mit c^ = c^q^i == 1 + ^-pf nachgewiesen.

Wir wollen uns hier mit jener Funktion F beschaftigen, die die Permu-

tationen vom Zyklentypus Hx^ abzahlt.

F(n;<a^>) =
n!.

H(kaka^!)
f(<a^>) = Zka^.

Fur f(<a^>)^n gilt F(n;<a^>) GIN resp. F( [n] ;< [a^] >) £ <Q[q] .

Wir wollen zunachst folgenden Satz beweisen.

SATZ 1. e^(n) = 9(n2 ); e^) (n) = 9(n2).

Beweis. Die folgenden Oberlegungen gelten fur das qET Problem ganz

analog. Sei wieder E = {<a^>:l^k^K, a^^m}.

Damit F(n;<a^>) e IN durfen K und die a^ hochstens gleich 2n sein, da sonst
nach Bertrands Postulat (siehe [4]p. l89) im Nenner eine Primzahl auf-

tritt, die im Zahler nicht auftritt. Also gilt Zka^^2n. 2n = 4n2 und

somit e^(n) = 0(n2).

Da
n! n!

H(km. m!) Klm. m!K

ganzzahlig ist, gilt

fur mK+Km = 2mK^n als Multinomialkoeffizient

e^(n)S£km = ^ . ^J. ([^J+1) -^(n^).'m

Insgesamt also

^"-°"» <-e^L^.
Der Satz 1 sagt aus, daB hier sogar die Ordnung von g(n) durch e(n)

ubertroffen wird.

Die im Beweis des Satzes 1 als obere Abschatzung auftretende Konstante

4 kann noch verbessert werden.

e^(n) ^ c;
SATZ 2. -^- ^-^ (1+0(1));

n^ 6m

e^'<"> , ^q)2
n
T

6m
(1+0(1)) .



Beweis. Aus
n!

R(k ka^!)
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£ IN a^Sm folgt
n!

K, ma,l
6 [N also

mK+Ea^ = 2mK+Z(a^-m)^c^n

Zka^=Zkm+Zk(a^-m)$m K(k+l) + K£(a^-m)^ mK(K+l) + c^nK - 2mK2 =
= (j + c^n)K - ^ K2 = <p(K) ,

(^ +c^n)^ ^^ ^ m+2c^n
wobei (p(K) seinen maximalen Wert ^_. ' - fur K = -^-^- annimmt.

6m 6m

mc2
"m'll/ '"m

Daher gilt --^- ^ - [1 + - ' - +
en, (n) c;

n' 6m
'm

1 m
+

n 4c
m

^

Fur das q-Analogon lauft die Rechnung ganz gleich mit c^~1' statt c^.
(q)
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