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Untermonoide freier Monoide
und eine Verallgemeinerung des Euklidischen Algorithmus

R. Koénig, Erlangen

I. EINLEITUNG - Es sei A eine endliche Menge (von Buchstaben) und A* das
freie Monoid uber A. Spricht man von einem Untermonoid M von A*, so kann man
dies konkret nur, wenn man ein Erzeugendensystem X, besser noch ein minimales
Erzeugendensystem fiir M kennt. Da jedes Untermonoid von A* ein eindeutig be-
stimmtes minimales Erzeugendensystem besitzt, bezeichnet man dieses als seine

Basis B.

Im folgenden wird gezeigt, wie man fir eine rationale Teilmenge X
testen kann. ob sie eine Basis ist. Zu diesem Zweck definieren wir ein Produkt
von Automaten, das wir im welteren zu einem Test verwenden konnen, ob das gege-
bene X sogar ein Code ist. Als Nebenprodukt erhalten wir einen weiteren Beweis
fur TILSONs Theorem [2], dass der Durchschnitt Uber eine Familie freier Unter-
monoide von A* wieder ein freies Untermonoid von A* ergibt. Aus dem Test ent-
wickeln wir Verfahren zur Konstruktion der Basis bzw. der Basis der freien

Hille fir gegebenes rationales X.

* %
Sei also X eine Teilmenge von A und X das von X erzeugte Unter-

%k *
monoid. Mit X' bezeichnen wir die Menge X - 1 ( =X - {1} ), die von X
erzeugte Unterhalbgruppe. Die Klasse Rat(A) ist die von der leeren Menge und
den Buchstaben von A mit den folgenden Abschlussoperationen erzeugte Unterklasse

A*
von 2 :

Wenn X und Y zu Rat(A) gehoren, dann auch

+Y ( = Vereinigung )
Y

%

|
I
T
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Unter einem A - Automaten verstehen wir ein Tripel O = (S,SO.F),

wobei

i S eine Menge
-- soe S der Anfangszustand

-— F < S die Menge der Endzustande

und Ec(SxAxS) eine Menge von {ibergangen ist, die wir folgendermassen

schreiben:

von aneinanderpassenden Ubergdngen. Er heisst erfolgreich, wenn

s, = s _ und s e F,
1 o n+1

E 3
seine Beschriftung ist das Wort ab...ceA . Mit i<ty bezeichnen wir die Menge
ailer Beschriftungen erfolgreicher Pfade in OL. Diese Bezeichnungen orientie-
ren sich an EILENBERG [3], wo man auch Beispiele findet. Wir kennzeichnen

Zustande durch e ., Anfangszustdnde durch ---> e und Endzusténde durch O .

Rationale Mengen und endliche Automaten hangen eng zusammen durch das

THEOREM von KLEENE:
Rat(A) = { i L ist ein endlicher A - Automat }.

Daraus folgt, dass Rat(A) eine Boolesche Algebra ist.

*
1I. DER VERBAND ALLER BASEN - Die Abbildung X v----- > X ist ein Hull-
* *
operator auf 2A . dessen abgeschlossene Mengen gerade die Untermonoide von A

sind. Die Menge %-(A) der abgeschlossenen Teilmengen ist daher ein vollstan-

diger algebraischer Verband mit den Operationen

& * * *

X AY =X Y

* * *

X oY = (XJY) .

*
jedes Untermonoid M von A hat ein eindeutig bestimmtes minimales Erzeugenden-
+ + *

system B(M) = M - M.M , die Basis von M. Fiir X © A definieren wir B(X) als die

* *
Basis von X . Die Menge { B(X) | X6-2A } ist mit den Operationen

* %
XAY :=B(X A Y)
XovY = B(XouY)

* *

und X£Y <====> X &Y
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ein zu £ (A) isomorpher Verband. Da B(X) = x' - X.X , erhalt man fir rationales
X auch ein rationales B(X). Wir werden im weiteren Verlauf sehen, dass diese

Operationen fiur rationales X sogar effektiv sind.

Es sei X durch einen A - Automaten QL gegeben. Da keine Basis das neutra-
0 . . + n
le Element 1 enth#lt, nehmen wir an, 1 gehort nicht zu X, d. h. X< A" . Weiter

modifizieren wir den Automaten OCU so, dass gilt
(*) fiir alle w e A+ - et e e >t ===> t ¢ s

d.h. der Anfangszustand ist durch nichtleere Worter unerreichbar ( dies nennen
wir einen adjungierten Anfangszustand ). Wenn (*) in OUL noch nicht erfiillt ist,
dann nehmen wir zu S einen neuen Anfangszustand q hinzu und fihren fiir jeden

Ubergang s0 ___§___> t in Ol einen zusdtzlichen Ubergang q ---2--- >t ein.
Auf diese Weise entsteht ein A - Automat ClX mit adjungiertem Anfangszustand

und ICXXi = X.

Nun definieren wir das Produkt einer Familie (CXi)ie - von A - Automaten

G - (S..s .,F.), (ieI) durch
i i'70,i"" 1

X s § IT Iy
o Yy =g 517050, 1)ier yer By )
mit Ubergangen
a
(8)jeg == ()i e
genau dann, wenn
fir alle i€l gilt s. ---3-__ tl in Cli
oder es gibt eine echte Teilmenge J von I mit
fir alle jeJ gilt s, ---2--_> feF und t. = s
J J J 0,)
und filir alle iel - J gilt S, s DSy t; in Cli.
BEISPIEL: Sei X =a + ab, Y =a + ba
- b L -
Cj(.x: —+——o——ao OLY: o ey e o
v
a
CKx EB-C(Y,
a o




Wir bemerken, dass das Produkt von A - Automaten mit adjungierten
Anfangszustanden wieder einen adjungierten Anfangszustand hat. Ebenso sieht

man leicht, dass fur beliebige Xié N (iel) gilt:

(1) - I G Wy

iel Xi° iel "i °
Nun betrachten wir einen Pfad p in X = (. p heisst
-- reflexiv, falls jeder Punkt auf p von der Form (s,s) ist mit se S,
-- linksseitig, falls kein Punkt auf p von der Form (s,so)
und mindestens einer von der Form (so,s) ist,
-- rechtsseitig, wenn sein zugehoriger symmetrischer Pfad linksseitig ist,
-- einseitig, wenn p links- oder rechtsseitig ist,

-- zweliseitig, sonst.

Wir bezeichnen mit W(X) die Menge

{ w | w ist Beschriftung eines erfolgreichen einseitigen Pfades in CIX EQGX }

Dann gilt:
W(X) € X
B(X) = X - W(X)
Als Konsequenz ergibt sich: X e B(A) <===> W(X) = ¥.

Fur X € Rat(A) ergibt sich damit ein Entscheidungsverfahren fiir die Frage
"Ist X € & (A)?"

und ein Algorithmus zur Berechnung von B(X) aus X. Die Berechnung von X + Y

fur rationale Basen X und Y ist ebenfalls effektiv:

XVY=B(XUY)

*

BEISPIEL: Z = a + ab(ab)
dg_ — -——»o—b—>m®
b
Cl?_@ A,
{} A
)
o “ ;
[\,
n . [}
\
a “/ D
: : . Z
* —7"_’Q———'7q/‘\\’-
W(Z) = ab(ab) ab e - i
B(Z) = Z - W(Z) = a + ab.



THEOREM A:

e o e A\ =l Ol
e . ? . = !.— .
Es sei Xi «ﬁ(A) fur i€ 1. Dann ist {e1 Xl iel X‘!

\

Bewelisidee: Da jedes Xi eine Basis ist, gibt es in CIX = CXX' keinen erfolg-
L \
reichen einseitigen Pfad fir jedes i € 1. Aus einem erfolgreichen einseitigen
Pfad in .Ea & & }Eﬂ a lasst sich aber in wenigstens einer der
iel X iel X
Komponenten ein erfolgreicher einseitiger Pfad konstruieren. Zusammen mit (1)

folgt dann die Behauptung. ®

Als Speziaifall erhalten wir

X, Y € Rat(A) ===> X A Y € Rat(A)

Dies hat zur Folge:

Der Verband aller rationalen Basen ist ein Unterverband des Verbands

aller Basen.

BERECHNUNG wvon X A Y fur X =a +ab , Y =a + ba

Wir betrachten wieder die Automaten aus dem ersten Beispiel und erhalten
X
XA~ Y = (ab) a.

Dies zeigt ( einmal mehr ): Die Menge der endlichen Basen ist kein Unterverband
des Verbands aller Basen. Aber es gilt: Sind X und Y endliche Basen, dann ist

auch X v Y eine endliche Basis, denn X Y € X u Y.

IIT. DER VERBAND ALLER CODES - Eine Basis X heisst ein Code, wenn das von
X erzeugte Untermonoid frei ( iiber X ) ist, d. h. aus xl....,xn,yl,..

e = - £ = j . =y, u i = 1,...,n.
und x1 xn y1 ym olgt n m und xl yJ fur alle i 1 n

.,ym e X

+ *
THEOREM B: Es sei X€ A . X ist genau dann frei, wenn es keinen erfolgreichen

zweiseitigen Pfad in C(X O(X gibt.

Beweisidee: Zu jedem erfolgreichen zweiseitigen Pfad in Cl)(ﬁi CIX gibt es

eine Doppelfaktorisierung seiner Beschriftung w:

N




_

Nun definieren wir die Menge V(X) als die Menge aller Worter w , fur die es

einen erfolgreichen zweiseitigen Pfad wie im obigen Beweis gibt.

*
THEOREM C: Es seien Xi (i€ I) Codes in A . Dann ist 'i§§1 X X~| ein Code.

\

Beweisidee: Aus jedem erfolgreichen zweiseitigen Pfad in iggl CIX-@\ }%;1 Ci)v

C
lasst sich ein erfolgreicher zweiseitiger Pfad in einer der Komponenten

gewinnen. L

Korollar ( Theorem von TILSON ) : Beliebige Durchschnitte freier Untermonoide
X
von A sind wieder frei. -

%
Fir jede Teilmenge X von A existiert daher der Durchschnitt
*
Mf(X) = (ﬁ\ { M | M ist freies Untermonoid von A , das X enthdlt }.

Er heisst die freie Hiille von X. Seine Basis Bf(X) heisst der von X erzeugte
*
Code. Die Abbildung X +---> M_(X) ist ein algebraischer Hulloperator auf 2A :

i
inm entspricht auf & (X) der Hillioperator X +---> Bf(X) . Die Menge o (A)
aller Codes ist daher wieder ein vollstdndiger algebraischer Verband mit den

Operationen

XY =XAY

Xy Bf(X v Y).

Nun stellt sich natirlich die Frage: Wie berechnet man X o Y ?
*
Um diese beantworten zu konnen, definieren wir fur beliebige Teilmengen X von A

‘3 = X
(0]
Tn+1 - Tn ¥ V(Tn)
* %*
THEOREM D: (U Tty = T =M ®
nzo n nzo n b

Wenn X rational ist, konnen wir effektiv eine naturliche Zahl k angeben, so dass
Tk+j = Tk fir alle natﬁrlichen*Zahlen j. k ist dabei die Anzahl der Elemente
des syntaktischen Monoids von X . Dann gilt offenbar Bf(X) = B(Tk) und

Bf(X) ist rational. Also bilden die rationalen Codes einen Unterverband des
Verbands aller Codes, aber die endlichen Codes nicht. Damit kdnnen wir einen

Algorithmus zur Berechnung von Bf(X) angeben:



ALGORITHMUS E:

input X
begin
T :=X;, 8 :=0
while T =S do S := T;
T T + V(T);

od
Bf(X) =T - W(T)

end

Uber einem einelementigen Alphabet A ist Bf(X) = ggT(X),wenn man jedes
w € A* mit seiner Lénge identifiziert: daher reduziert sich in diesem Falle der
Algorithmus E zum ( langsamen ) Euklidischen Algorithmus ( auf den naturlichen
Zahlen ). Dann ist auch o£ (A) nichts anderes als der Teilierverband iiber den

naturiichen Zahlen.

Berechnung von XY fir X =a +ab . Y = a - ba
Z =X + Y ist kein Code ( aber eine Basis ), denn a.ba = ab.a

Setze T :=12
o]

a + b+ ab + ba und es folgt T =T
Bf(Tl) =a+b

V(Z) = a + b, also ist T1

Daraus ergibt sich X oY
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IV. SCHLUSSBEMERKUNGEN - In der Literatur findet man mehrere Tests, ob eine

gegebene Menge X ein Code ist:

(1) Sardinas - Patterson (1953)
(2) Spehner (1975)

(3) Blattner - Head (1977)

(4) Lallement (1979)

(5) Berstel - Perrin (1985)

(2) und (3) sind nur fir endliche X effektiv, (4) ist eine geringfigige

Modifikation von (2). (1) und (5) arbeiten zwar fir rationale X, aber befriedi-
£

gend nur dann, wenn X eine Basis ist; denn wenn X keine Basis, aber X frei ist,

konnen sie daruber keine Auskunft geben.

In (2) findet man auch eine Konstruktion flr Bf(X), die aber wieder
nur fur endliche X effektiv ist. Berstel - Perrin - Perrot - Restivo (1979)

geben eine Konstruktion fur Mf(X) mit Hilfe einer symmetrischen Version von (1).

‘ Durch die Betrachtung des Automaten CiX x (jlx kann man all diese
Nachteile gleichzeitig vermeiden. Ausserdem kann man ihn benutzen, um weitere
Klassen von Codes zu definieren (z. B. zirkuldre Codes, schwach zirkulare

Codes ... ) und die entsprechenden Hilloperationen zu realisieren.
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