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Addieren ohne ibertrag
von

Heinz Lineburg

Es sei D eine Menge, 0 ¢ D und s sei eine Abbildung von D in sich.
Das Tripel (D,0,s) heiBt Dedekindtripel, falls gilt:

1) 0 ¢ sD).
2) s ist injektiv.
3) D ist die einzige Teilalgebra der {0,s}-Algebra D.

Die Bedingung 3) ist nichts anderes als das Induktionsprinzip. Ist
namlich X ¢ D, gilt 0 € X und folgt aus y € D, daB auch s(y) € D gilt, so
ist X eine Teilalgebra und folglich X = D.

An dieser Stelle beweist man nun blicherweise den Rekursionssatz,
den wir jedoch nicht einmal formulieren werden, da er allgemein bekannt
ist. Mit Hilfe des Rekursionssatzes beweist man nun, dap die folgenden
Definitionen 1in der Tat eine Addition + und eine Multiplikation * auf D
definieren.

a+b:=1if b

0 then a else s(a) + p();

axb := if b

0 then 0 else axp(b) + a;

Dabei ist p(b) der Vorginger von b, dh., das eindeutig bestimmte
Element ¢ von D mit s(c) = b. Man beweist dann, daB + und * alle
gewlnschten Eigenschaften haben.

Alle Dedekindtripel sind isomorph. Also karn man versuchen, giinstige
Darstellungen von Dedekindtripeln zu finden, in denen es weniger primitive
Algorithmen fir die Addition und die Multiplikation gibt als die mit den
obigen Definitionen gegebenen. So lernt jeder Europier schen in frinhester
Kindheit die Darstellung eines Dedekindtripels im Dezimalsystem und die
damit gegebenen, senr viel schnelleren Additions= und Multiplikationsver=
fahren.

Es sei (D,0,s) ein Dedekindtripel. Wir definieren eine Abbildung f
des vierfachen cartesischen Produktes von D mit sich selbst in D durch
flk,a,b,r) := @xxk)*x(a + b) + r.
Dann hat f die folgenden Eigenschaften:
a) f0,s,b,0) = a + b,

b) f(k,0,b,r) = (2%xk)*xb + r.



c) fk,a,b,r)

d) f(k,a,b,r)
rade.

e) f(k,a,b,r)
und b gerade.

f) fk,a,b,r)
b ungerade.

f(k + 1,a/2,b/2,r), falls a und b gerade.

f(k +1,(@a - 1/2,0b +1)/2,r), falls a und b unge=

f(k + 1,(a - 1)/2,b/2,2%%k + r),

f(k + 1,a72,(b - 1) /2,2%xk + r), falls a gerade und

Die Addition Lapt sich also auf folgende Operationen zurlickfithren:
Bestimmung des Nachfolgers und Vorgangers, das Halbieren, die Bestimmung
der Paritat und das Addieren von 2xxk bzw. (2%xk)*b zu r: Man scheint vom
- Regen in die Traufe gekommen zu sein. Dem ist aber nicht so. Notieren wir

zunachst einen Algorithmus.

Algorithmus Addition.
Input: Elemente a und b eines Dedekindtripels D.
Output: r e D mit r = a + b.

var A, B: D;
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begin A := a; B :

{(2%xk) * (A
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a+b, 0<=r < 2%k}
while A <> 0 do
{(x*xK)*(A + B) +r=a+b, 0<&=rc< 2%%Kk}
case par(A) = par(B) of
true: k := k + 1;
if par(A) =1 thenB :=B + 1;

A := A div 2;
B := B div 2;

endtrue;
false: r := 2%xk + r;

k := k + 1;

A := A div 2;

B := B div 2;

endfalse;
endcase;

endwhile;



{@R*xK)*B + r = a + b, 0 <= r < 2%xk)

ro= %xk)*B + r;

{r a + b}

end;

Es geht nun darum, diesen Algorithmus mit Leben zu erfiil Len.

Satz 1. Es sei (D,0,s) ein Dedekindtripel. Wir definieren rekursiv eine
Abbildung G von D in die Menge FIN(D) der endlichen Teilmengen von D
durch: G(0) := {} und

G(X) := {NY U GR¥*(N+1) - 1 - X)

fir 2%%*n <= x < 2%*x(n+1). Dann ist G eine Bijektion von D auf FIN(D) und
es gilt: G(2*x) # G(2xx + 1) = {0} und G(2¥%x + 1) # G(2%x + 2) = {{b + 1}
fir alle x e D. Dabei ist b := min(G(2*x + 1)) und # bezeichne die sym=
metrische Differenz zweier Mengen.

Die in Satz 1 definierte Abbildung G ist nichts anderes als der bi=
nare gespiegelte Graycode. Interpretiert man ihn fir die charakteristi=
schen Funktionen der endlichen Teilmengen von D, so beginnt die Liste wie
folgt:

0: 0O

T 1

2: 1 9

3: 0 1

4: 0 1 1

5¢ 1 1 1

6: 1 0 1

7: 0 0 1

8 0 € 1 1

9: 1 0 1 1
0: 1 1 1 1
11: 0 1 1 1
12: 0 1 0 1
13: 2 1 -0 1
14: 1 0 0 1
15: 0 0 0 1

Satz 1 besagt nun, daB die Addition von 1 niemals einen Ubertrag er=
zeugt. Ferner folgt aus ihm unmittelbar das nachste

Korollar. I1G(N)I = n mod 2 fir alle n e D.



Satz 2. Ist 0 < n € D, so gilt:

a) Ist n ungerade, so ist G(2*n) = {x + 1 | x € G(N}.

b) Ist n gerade, so ist G(2¥n) = {0} u { x + 1 | x € G(N)}.

Dieser Satz zeigt, daB das Verdoppeln und dann auch das Halbieren
keine Probleme bereitet. Man sieht auch, daB es ginstig ist, sich die Pa=
ritat zu merken, sich Zahlen also durch

parleg...e,
darzustellen mit e; € (0,1} und.par e {0,1), wobei stets
par = Z;..0 to ¢t € Mod 2

gelte. Dann ist also

2x(parleg...e,) Olpar eg...ey,

bzw.

(Dleg...e,)/2 egleg...e.

SchlieBlich gilt

Satz 3. Sind k, m, n € D und ist m < 2%xk, so ist

G(m + (2%xk)*n) G(m) # G((2¥xxk)*n).

Hier zwei Beispiele: Es ist 5 = 11111. Es folgt

2%5 = 011111

4%5 = 0101111
8%5 = 01001111
16%5 = 010001111,

Die Addition von 10 und 16%5 ergibt also 011110111.

Es sei a =9 = 111011 und b = 14 = 011001. Die folgende Tabelle gibt
dann wieder, was bei der Ausfilhrung des Algorithmus®' Addition geschieht.

A B r k
111011 011001 0I0 0
01011 11001 111 1
0111 1101 1101 2
111 111 11001 3
010 111 11001 4



Also ist a + b = 11001 + (2%*4)*111 = 11001 + 0100011 = 1100111.

Man wird natirlich k nicht wirklich notieren, sondern an r eine 0
anhangen, wenn par(A) = par(B) ist. Im vorliegenden Falle sihe die letzte
Zeile also so aus:

0l0 111 110010

und die Lletzte Addition kdme dann zustande, indem man 111 und 110010 wie
folgt untereinanderschriebe

110010
11

und dann die sich Uberlappenden Komponenten modulo 2 addierte und den ver-
bleibenden Rest von (2%xxk)*B vorne anhangte.

Es zeigt sich insgesamt, daR das Addieren keinen ibertrag erfordert.
Hinzukommt, daB die Bestimmung des Vorgangers nur fir ungerade Zahlen
erforderlich ist. Dies bedarf nach Satz 1 keiner Suche. Nur in dem Falle,
daB A und B beide ungerade sind, ist eine Suche erforderlich, um den
Nachfolger von B zu bestimmen.

Auch die anderen Grundoperationen wie Vergleich, Subtraktion, Multi=
plikation und Division mit Rest, sowie das Umwandeln in dezimal und umge=
kehrt, lassen sich sehr einfach implementieren.






