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EINIGE BEMERKUNGEN UBER DIE LOSUNG
DER GLEICHUNG per(z] — A) =0

VON

ARNOLD RicHaARD KRAUTER

Im Mittelpunkt der vorliegenden Note stehen Abschdtzungen fiir den Maximal-
abstand zweier Nullstellen des Permanentenmpolynoms der Matrix A, per(zI-A)
Der Motivation fiir diese Untersuchungen dient ein kurzgefaBter Uberblick
iiber dieses Polynom und seine Anwendungen auf Fragestellungen der Graphen-
theorie.

1. Das Permanentenpolynom

Die Permanente einer n x n-Matrix A = (aij) iiber einem beliebigen kommu-

tativen Ring ist definiert durch

per(A) = oggn alc(l)-"'.ano(n) 3 (1.1)

wobei Sn die symmetrische Gruppe der Ordnung n bezeichnet. Ist =z eine
komplexe Verdnderliche und bezeichnet I die n x n-Einheitsmatrix, dann
nennen wir per(zI - A) das Permanentenpolynom von A. Einen ausfiihrlichen
iberblick iiber dieses Polynom findet man bei MERRIS, REBMAN und WATKINS
[14]; erginzend dazu sei die neuere Arbeit [5] von CVETKOVIC und DOOB
(siehe insbesondere pp. 171-174) angefiihrt.

Fiir k £ n bezeichne Qk,n die Menge

Q _ - {a=(al,...,ak)€1Nk:1.<.0L1<...<a %5} . (1.2)
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Fir eine n x n-Matrix A und einen Vektor o € Qk - sei Ala] jene Haupt-
untermatrix von A, welche durch Streichen der Zeilen und Spalten mit den

Indizes o entsteht. In der Darstellung
< k_  _n-k
per(zI - A) = > (-1) ¢, 2 (1.3)
k=0

haben die N folgende Form (siehe TURNER [22], p. 522):

S = 2. vper(alal), k= 1,...,n ,
aEQk n
’ (1.4)
¢y = L .
Insbesondere ist ¢, = tr(A) und ot per(A).

Eine wichtige Eigenschaft des Permanentenpolynoms ist seine Invarianz gegen-

iiber der P-Ahnlichkeit, daB heiBt fiir jede n x n-Permutationsmatrix P gilt

per[P—l(zI - A)P] =
per(zIl - A)

-1
per(zI - P "AP) (1.5)

Dies folgt aus der Tatsache, daB beliebige Zeilen- und Spaltenvertauschungen
im Argument den Wert der Permanentenfunktion unverindert lassen (siehe MINC
[17], p. 16}

Um auf Probleme eingehen zu kdnnen, in welchen das Permanentenpolynom von
Bedeutung ist, sind einige vorbereitende und motivierende Bemerkungen er-
forderlich.

Es sei G = (V,E) ein endlicher, ungerichteter Graph ohne Schlingen oder
mehrfache Kanten,.wobei V= {vl,...,vn} die Knotenmenge von G und E

die Kantenmenge von G bezeichnet. Die Adjazenzmatrix von G, A(G) = (aij)’

ist eine n x n-Matrix, definiert durch

{1, falls (v,,v.) € E,
a,, = i” ]
ij

(1.6)
0 sonst,

wobei _(Vi,vj) die (ungerichtete) Kante bezeichnet, welche Vis vj €Ev

miteinander verbindet.
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A(G) hZngt von G sowie von der Numerierung der Knoten von G ab. Es ist
bekannt, daB Adjazenzmatrizen bezliglich zweier verschiedener Numerierungen
der Knoten desselben Graphen P-Zhnlich sind. Ferner sind zwei Graphen Gl
und G, genau dann tsomorph, falls A(G,) wund A(G,) P-&hnlich sind. So-
mit ist jede gegeniiber der P-Ahnlichkeit invariante Funktion von A(G)
eigentlich eine Funktion des zugrundeliegenden Graphen G. Aus (l.5) folgt,
daB per(zI - A(G)) eine solche Funktion darstellt. Das Permanentenpo lynom
scheint also ein natiirliches Hilfsmittel beim Studium von Graphen zu sein
(MERRIS, REBMAN und WATKINS [l4], p. 276).

Man weiB, daf die Adjazenzmatrizen isomorpher Graphen das gleiche Permanen-
tenpolynom besitzen (TURNER [22], p. 521). Es erhebt sich nun die Frage, ob
umgekehrt von der Gleichheit der Permanentenpolynome auf die Isomorphie der
jeweiligen Graphen geschlossen werden darf. DaB dieé im allgemeinen nicht
der Fall ist, zeigte TURNER anhand eines einfachen Gegenbeispiels ([22],

pp. 524-525). Es sei an dieser Stelle daran erinmert, daB auch das charakte-
ristische Polynom isomorphe Graphen nicht zu charakterisieren vermag;dieser
Sachverhalt findet sich bereits 1957 in der Arbeit [2] von COLLATZ und
SINOGOWITZ (siehe auch [4], p. 156). (Man vergleiche dazu auch die ein-
leitenden Bemerkungen bei MERRIS [15], p. 397.) Diese negativen Befunde
waren der AnlaR dafiir, anstelle der Adjazenzmatrix A(G) die damit zusammen-

hdngenden Matrizen

B(G) = D(G) + A(G) (1.7)
und
L(G) = D(G) - A(G) (1.8)
zu betrachten. Dabei ist
D(G) = diag(dy,...,d ) , (1.9)

worin di den Grad des Knotens vi (1 £i £n) bezeichnet. In der Litera-
tur ist L(G) unter dem Namen Admittanzmatrix ([4]1, p. 27), LAPLACE-Matrix
([14]; p. 279) oder KIRCHHOFF-Matrix ([3], p. 182) bekannt (siehe auch [101],
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p. 345). Die Hoffnung, das Isomorphieproblem bei Graphen mithilfe des Per-
manentenpolynoms der LAPLACE-Matrix 18sen zu kdnnen, hat sich bisher nicht
erfiillt. Allerdings ist zur Zeit kein Paar nichtisomorpher Graphen Gl und
G2 bekannt, fiir welches per(zI - L(Gl)) = per(zIl - L(GZ)) gilt ([14],

p. 282). (Fir jenen Fall, in dem die Permanente durch eine andere Matrizen-
funktion, die zweite Immanante, ersetzt wird, verweisen wir auf die jiingsten
Untersuchungen von MERRIS [16]).

Im Zusammenhang mit dem Studium der Matrizen B(G) und L(G) verdient die
Arbeit [7] von FARIA besondere Beachtung, welche unter anderem eine iiber-
raschende Beziehung zwischen dem Permanentenpolynom von B(G) und dem
Stefngrad von G prédsentiert.

Unter einem hdngenden Stern S einesGraphen G verstehen wir den maximalen
Untergraphen von G, welcher von allen hédngenden Kanten gebildet wird, die
mit demselben Knoten ("Zentrum von S") inzidieren. Bezeichnet v(S) die
Anzahl hdngender Kanten in S, dann definiert man als Grad von S die
Differenz v(S) - 1. Der Sterngrad von G ist erklidrt als Summe der Grade
aller hdngenden Sterne von G. (Falls es keinen hidngenden Stern in G gibt,

ist der Sterngrad definitionsgemdB Null.)

SATZ 1.1 (FARIA [7], p. 256).

Der Sterngrad eines Graphen G <ist gleich der Vielfachheit der Nullstelle
1 von per(zI - B(G)).

Satz 1.1 wird falsch, wenn man das Permanentenpolynom durch das charakteri-

stische Polynom ersetzt.

SchlieBlich konnte FARIA zeigen, daB fiir ungerichtete paare Graphen G die
Beziehung per(zI - B(G)) = per(zI - L(G)) gilt ([7]1, p. 262). Hier kann
also in Satz 1.1 B(G) durch L(G) ersetzt werden.

2. Permanentenwurzeln

Satz 1.1 legt die Betrachtung der Wurzeln der Gleichung

per(zI - A) =0 (2.1)
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fliir eine komplexe quadratische Matrix A nahe. Eine komplexe Zahl 1z = W,
welche der Beziehung (2.1) geniigt, wollen wir Permanentenwurzel von A
nennen.

Da die explizite Bestimmung von Permanentenwurzeln im allgemeinen duBerst

schwierig ist, ist man sehr an Abschdtzungen dafilir interessiert.

SATZ 2.1 (BRENNER und BRUALDI [1], p. 586).
Es sei A eine nichtnegative quadratische Matrix mit dem Spektralradius p.

Dann gilt fiir jede Permanentenwurzel w von A
lw| s p. (2.2)

SATZ 2.2 (MERRIS [13], p. 156).
Es set A eine normale n x n-Matrix mit dem Spektralradius p . Dann gilt

fiir jede Permanentenwurzel w von A
Iw] < cp (2.3)

mit

2042 1/2
c = {1 +<_TT-> } % (2.4)

Die Konstante c¢ in (2.3) kann im allgemeinen nicht durch 1 ersetzt
werden.
In Analogie zu entsprechenden Ergebnissen iiber Eigenwerte sind auch Ein-

schlieBungssdtze fiir Permanentenwurzeln hergeleitet worden.

SATZ 2.3 (OLIVEIRA [20], p. 192).
Jede Permanentenwurzel einer quadratischen Matrix A liegt in der Ver-
einigung der GERSGORIN-Kreise von A.

SATZ 2.4 (GIBSON [9], p. 20).
Jede Permanentenwurzel einer quadratischen Matrix A liegt in der Ver-

einigﬁng der CASSINI-Ovale von A.
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Verwandt mit der Frage nach (mS6glichst kleinen) Bereichen, welche alle Per-
manentenwurzeln einer gegebenen Matrix enthalten, ist jene nach dem Maximal-
abstand zweier Permanentenwurzeln. (Fiir Eigenwerte stammen diesbeziigliche
Untersuchungen in erster Linie von MIRSKY [18] und [19]; siehe auch [121],
pp. 167-168.) Dieses Problem soll im folgenden ausfiihrlicher behandelt
werden (siehe KRAUTER [111]).

Es sei A eine komplexe n x n-Matrix mit den Permanentenwurzeln wl,...,w

n
(entsprechend ihrer Vielfachheit gezdhlt). Wir definieren

s (A) = max |0, - w,| , 2.5

p( ) s | i J[ €2.5)

Sp,R(A) = max |_Rewi - Rewj] " (2.6)
i,j

s,,1(&) = ?a§ | Imw; - Imuﬁl . (2.7)

Unsere Aufgabe besteht nun darin, fiir diese Ausdriicke obere und untere
Schranken anzugeben, welche sich als einfach zu berechnende Funktionen der
Elemente von A darstellen lassen. Die Herleitung derartiger Schranken ist
aufgrund technischer Schwierigkeiten bisher lediglich fiir gewisse Matrizen-
klassen gegliickt.

Eine quadratische Matrix A = (aij) heiBt untere HESSENBERG-Matriz (oder

untere Fastdreiecksmatrix), falls

aij =0 fir i s3-2 (2.8)
gilt. A heiBt obere HESSENBERG-Matrixz, falls AT untere HESSENBERG-Matrix
ist.

A heiBit JACOBI-Matriz (oder Tridiagonalmatriz), wenn A sowohl obere als
auch untere HESSENBERG-Matrix ist.

Zwei untere HESSENBERG-Matrizen A = (aij) und B = (bij) heiBen verwandt,
falls

a.. i j
1] ) ) (2.9)

+
)
H
[=H
o]
H
[\
(&)
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gilt. Zwei obere HESSENBERG-Matrizen heiBen verwandt, wenn ihre Transpo-
nierten verwandt im vorhin erklidrten Sinn sind. Bezeichnen A und B (ent-
weder beide untere oder beide obere) verwandte HESSENBERG-Matrizen, so
schreiben wir B = A. Die Matrix A ist aufgrund der Beziehung (2.9) ein-
deutig bestimmt.

Analog zu (2.5) - (2.7) seien sd(A), Sd,R(A) und sd,I(A) erklidrt, wo-
bei die Permanentenwurzeln durch die Eigenwerte von A ersetzt werden.

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, den folgenden wichtigen

Hilfssatz zu formulieren:

HILFSSATZ 2.1 (KRAUTER [11]).
Fiir eine HESSENBERG-Matrix A gtilt

sp(A) = sd(A) . (2.10)
sp’R(A) = sd,R(A) s (2.11)
Sp,I(A) = Sd,I(A) . (2.12)

Ehe wir eine erste Abschidtzung behandeln, bendtigen wir eine weitere Be-
zeichnung. )

n 22 komplexe Zahlen z,,...,z heiBen streckenhalbierende Punkte, falls
sie die folgende Eigenschaft besitzen:

(1) im Fall n = 2 konnen zl und z, beliebig sein;

(2) im Fall n > 2 sind ZyseeesZ derart beschaffen, daB n - 2 von

ihnen gleich dem arithmetischen Mittel der iibrigen zwei sind.

HILFSSATZ 2.2 (MIRSKY [18], p. 128).

Es seien z ,...»2 ., 0 2 2, komplexe Zahlen und es sei s = max |z, = z

1.
1,3 J

Dann gilt

%nszé > e, -z.%. (2.13)

Das Gleichheitszeichen tritt genau dann auf, wenn ZyseeesZ strzcken-
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halbierende Punkte sind.

SATZ 2.5 (KRAUTER [111]).
Fir eine n x n-HESSENBERG-Matrix A (n 2 2) gilt
|2}1/2 .

s, @ s 2llall? - 2 Jerqa (2.14)

Gleichheit tritt in (2.14) genau dann auf, wenn A normal ist wund wenn die
Permanentenwurzeln von A streckenhalbierende Punkte sind.
Beweis.

Fiir die Eigenwerte A .,An von A gilt nach SCHUR [21], pp. 492-493

17

1Al % =la]]?, (2.15)

nho~g
P—

wobei das Gleichheitszeichen genau dann auftritt, wenn A normal ist. Mit

etwas Rechnung erhilt man

2 A, -Aj]2=n

: i . ]Ailz = Itr(A)lz P (2.16)
1§i<J <n ol

3
=

woraus mit Hilfssatz 2.2 und (2.15) nach einigen Umformungen folgt:

2ls, 1% s Y A, - lez < n|lall? - Jee)|? (2.17)

lsi<jsn

2 2 | -
53 (&) g{; > Iy -yl }1/2 s 21041 - 2 [ B2 L s

1si<jsn

Ersetzt man in (2.18) A durch A, so erhilt man (2.14) mit Hilfssatz 2.1
und aufgrund der Tatsache, da8 |IA|]=||A|] sowie tr(A) = tr(A) gilt. Die
Gleichheitsbedingung folgt aus dem oben zitierten Satz von SCHUR sowie
Hilfssatz 2.2. g
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Die Anwendung einer Ungleichung von DEUTSCH [6] fiir Eigenwerte liefert un-
mittelbar eine weitere obere Schranke fiir sp(A), welche in manchen Fdllen

eine Verschidrfung von (2.14) darstellt.

SATZ 2.6 (KRAUTER [11]).
Fiir eine n x n-HESSENBERG-Matrix A = (aij) (n 2 3) gilt

s,(8) = by Iaijl. (2.19)

1<i,jsn

Beispielsweise erhdlt man fiir die Matrix

>

]
=N
N e
o = O

mit (2.14) sp(A) < 114,36, mit (2.19) jedoch sp(A) < 104. (Es ist
SP(A) ~ 98,99.)

Abschdtzungen filir die Real- und Imagindrteile der Permanentenwurzeln von
JACOBI-Matrizen durch GIBSON [8] dienten als Motivation fiir die Herleitung

oberer Schranken fiir (A) beziehungsweise s I(A).

SP’R P>

SATZ 2.7 (KRAUTER [111]).
Es se1 A= (aij) eine n x n-HESSENBERG-Matrix (n 2 2), sodaB

Re(ai )20 fiir 41 =1,...,n -1 <st. Dann gilt

., q,a. "
,i+l i+l,1

1/2

s, g {Ial? + reler(a®7 - 2 [Re(er(a)) 1%} (2.20)

Gleichheit tritt in (2.20) genmau damn auf, wemn A  normal ist,

Re(a, ., ,a. .
(al,l+l i+l,1

aller Permanentenwurzeln von A streckenhalbierende Punkte sind.

) =0 firalle i=1,...,n -1, und wenn die Realteile

Ein aﬁgioger Satz gilt fir s I(A).

’
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AbschlieBend seien noch untere Schranken fiir die Gr6Ben (2.5) - (2.7) ange-

fiihrt.

SATZ 2.8 (KRAUTER [11]).
Es sei A = (aij) eine n x n-HESSENBERG-Matrix (n 2 2), sodaB A normal
ist. Dann gilt

s (A) 2 V3 max |ai.| 5 (2.21)
P 1aj 1

s (&) zmax {|a, ... -a,_ .|, max |a,., +a, |}, (2.22)
psR PTG L P PR T L R b .

s. (A) 2 max {|a, ., , + a, |, max |a,, -a,|}. (2.23)
p,1 1<i<n 1,441 1+1,14 J#1,1+1 ij ji

Man beachte, daB die Abschidtzung (2.21) bestmdglich ist. Dazu sei

0 -a 0
A= 0 0 -a + On—3 5
a 0 0

wobei a > 0 dist und On—3 die (n-3) x (n-3)-Nullmatrix bezeichnet. A

. . i-1 . y
besitzt die Permanentenwurzeln wi = ag , 1 =1,2,3, wobei ¢ -eine fest

gewdhlte dritte Einheitswurzel ist, und w4 = ..., = wn = 0. Somit ist
sp(A) = a ¥3 und wegen max [ai,l = a haben wir Gleichheit in (2.21).
1%j ‘

Es soll nicht unerwdhnt bleiben, daB die Sdtze 2.5 - 2.8 fiir umfangreichere
Matrizenklassen als die dort angegebenen giiltig sind. Dieser Umstand sowie
weitere Ergebnisse, deren detaillierte Behandlung den Rahmen dieser Note

sprengen wiirde, werden ebenfalls in der Arbeit [11] behandelt.
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