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ANMERKUNGEN ZU EINER ANZAHLFORMEL VON
G. KREWERAS FUR NUMERIERTE WURZELBAUME

VON

VoLKER STREHL

Kiirzlich hat G.Kreweras (1! folgende Anzahlformel fiir bestimmte Klassen numerierter Wurzelbaume
vorgetragen (die Notation weicht hier unwesentlich vom Original ab): man betrachtet Wurzelbdume
auf {1,2,...,n}, wobei deren Kanten zur Wurzel hin gerichtet sein sollen; eine aufsteigende Kante in
cinem solchen Baum ist eine Kante i- j mit i<j . Gibt man sich nun ein System
{(i1.1),(222)s - - - » (i oJi)} mit paarweise verschiedenen i, vor, so kann man fragen, wieviele
Waurzelbdume genau diese Paare (i,,j,) als aufsteigende Kanten i, - j, besitzen. Die von Kreweras
gefundene Antwort auf diese Frage lautet:

Das auf den ersten Blick Erstaunliche an diesem Resultat ist, dass diese Anzahl nur von den i,’s
nicht aber von den j,’s abhiingt. Der von Kreweras gegebene Bewetis ist induktiver Natur und erklart
diesen Aspekt des Resultats keineswegs. Kreweras hat selbst in seinem Vortrag die Frage nach
einem "eleganten” Beweis dieser Anzahlformel gestellt. In der vorliegenden Note wird ein solcher
Beweis gegeben, der sich auf bijektive Manipulationen mit Biumen stiitzt. Das Verfahren ist nicht
neu, es ist cigentlich nichts anderes als eine Anwendung von A.Joyal’s Beweis (vgl. 1) fir Cayley’s
wohlbekannte Anzahlformel fiir numerierte Biume. -

Fiir jede positive natiirliche Zahl n bezeichne F (n) die Menge aller Abbildungen von n ={1,2,. .1}
in sich. Die Struktur solcher Abbildungen f € F(r) ist wohlbekannt,cf. 1*) 1 Bl es gibt eine
maximale (nichtleere) Teilmenge R, von n, die Menge der f —rekurrenten Elemente von n, auf der
f eine Permutation p, induziert; jedes r € Ry ist die Wurzel eines Baumes, dessen Ubrige Knoten
genau diejenigen xeA—R; sind, fir die r das erste zu R, gehorige Element der Folge
FOx)=x,f(x),f*x), - - - ist. Ein f eF(n) heisst Kontraktion, wenn R; einelementig ist -
Kontraktionen kann man also mit numerierten Wurzelbidumen identifizieren. C(n) steht fir die
Menge der Kontraktionen auf n und Cayley’s Formel besagt gerade, dass #C(n)=n"""ist.

Seien nun I =(iy,iz, * * * »ik)s J =U1od2s *° * oJk) e n*, wobei noch i;<i,< - - - <i, gelten soll,
insbesondere also k=<n. Es bezeichne dann F; , (n) die Menge aller f € F'(n) mit
£G,)=j, fir 1=v=k und f(i)=i fiir ien—{iy, - i}
Analog ist C; , (n) definiert. Die Anzahl #F; , (n) lasst sich offenbar direkt angeben:
!
#F,,(n) = [[{ien si€dis, - - - i} } = ————ﬁ l_ 1)
1=sv=k
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Insbesondere ist in dieser Situation auch sofort klar, warum die gesuchte Anzahl nur von den i »’S,
nicht aber von den j,’s abhingt. Gilt fiir ,J wie oben zusitzlich noch i, < j, firlsj=<k, so
schreiben wir / << J. Das Resultat von Kreweras lautet dann:

Fur jedes Paar (7,/)e n* xn* mit I << J gilt

#C; ,(n) = '(—)—’ﬁli! ¥)
Isv=<k

oder - wegen (1) - anders ausgedrickt:
1
#Crs(n) = Loty () ©)

Um dies zu beweisen, betrachten wir Paare (c,s)eC (n)xn, anschaulich also n-numerierte
Wurzelbidume, bei denen noch ein weiterer Knoten markiert ist (der mit der Wurzel zusammenfallen
kann). Es gibt dann eine eindeutig bestimmten kiirzesten Weg von s zu der Wurzel r, von ¢ :

I. =ay~ A« *°* «a,=s 4)

wobei die Pfeile einen Ausschnitt aus der Funktion ¢ darstellen. [A.Joyal ¥ | @) nennt die Objekte
vom Typ (c,s) "Wirbeltiere"(=vertébrés) und diesen Weg (4) die "Wirbelsiule"(=colonne
vertébrale)]. Fiir die Folge a;,a,, - - - ,a, wird nun die ibliche Zerlegung nach Leiterindices (left-
to-right-maxima) = durchgefiihrt: es seien 1=1/,< [,< --- <l diejenigen Indices Aem mit
ay=max{a; ;i=<\}. Zusitzlich sei /,;:=m+1. Diese Vorbereitungen erlauben die Definition
eines f € F (n) wie folgt:

c(x) falls x€{a, , - - - a}

fx):=

a1 falls x =q_ (1=1=1)

Es ist bekannt (und leicht nachzuvollzichen), dass die so definierte Abbildung (c,s) = f eine
Bijektion von C(rn)xn auf F(n) ist. (und daraus folgt Cayley’s Formel unmittelbar). ¢ und f
konnen sich nur an den Stellen g, v~ @, unterscheiden. Aufgrund der Konstruktion gilt aber

cla)=ay, Sfla)=a, 4= a, und c(ag)=aq < a, , fla)=a_ 1< a, (2=1=1)

Somit hat diese Bijektion die Eigenschaft:

cx)>x & f(x)>x (xen) ®)
Mit anderen Worten: fiir (7,J)en* xn* mit I << J gilt
ceC  (n) « feF ;(n) (6)

Die Aussage (3) folgt also ganz einfach daraus, dass die Bijektion (c,s)— f eine n-zu-1-Abbildung
f = ¢ von F(n) auf C(n) induziert, fiir die (6) gilt.

Was bei dem obigen Beweis geschieht, ist also schlicht dies: die Wirbelsaule (4) eine Wirbeltiers
(c,s), aufgefasst als eine lineare Liste, wird durch eine Permutation so ersetzt, dass diese gerade
zum p, der entstehenden Funktion f wird. Diese Manipulation ist nichts anderes als Foata’s
(inverse) Fundamentaltransformation, vgl. prop.5.9 in ! | wo auch die Eigenschaft (5) festgehalten
ist.
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Der angegebene Beweis fiir (2) leistet (wegen (5)) gleich noch die folgende Verallgemeinerung: sei

I =(iniz, -« Hik)en® mit i1<i< -+ - <i und sei J =(J1,J2, " - - i) ein k-Vektor von
nichtleeren Mengen J,C {i,+1,i,+2, - - - ,n} und bezeichne C; ,(n) die Menge aller
Kontraktionen ¢ von n mit
c@i,)eJ, furlsv=k und c(i)=i furien—iy, - ,i}
so gilt
#J,
#C, ,(n)=-1 [ =
1=sv=<k Ly
Fiir den Fall J, ={i,+1, - - - ,n} wurde die entsprechende Formel schon von Kreweras angegeben.
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