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DERIVEES DIRECTIONNELLES ET

DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR COMBINATOIRES*

PAR

GILBERT LABELLE**

Risume. - Soil Q. I'ensembledes classes d'isomorphie d'espfeces de structures atomiques, soit K
un demi - anneau binomial et K. sa cloture rationnelle. Le demi-anneau diff6rentiel-K[[Ct]] des
K- espfeces au sens de Yeh est une extension combinatou-e et algfibrique dudemi - anneau K[[X]] des
s6ries fomielles en une md6termin6e X. En utilisant la substitution dans ^[[Q]] etla Q-espice X
des "pseudo - singletons" nous 6tudions deux nouvelles notions : la derivation directionnelle
combinatoire d'une E - esptee dans la direction d'une autre K- espfece ainsi que les devehppements de
Taylor dans K[[C(]]. L'utilisation des K - espfeces est essentielle dans nos d6marches. Nous
explicitons, en cours de route, certaines analogies amsi que certames diff6rences qu'entretiennent ces
nouvelles notions avec leurs analogues classiques dans 1K[[X]]. Des tables sont donntes pourles
petites cardinalit6s.

Abstract. - Lrt Cl be the set of all isomorphism classes of atomic species, let K be a binomial
half-ring and K its rational closure. The differential half - ring ]K[[C(]] of all E-species in the
sense of Yeh is a combinatorial and algebraic extension of the half - ring K[[X]] of all formal power
series in one indetermmate X. Using the operation of substitution in ̂ [[Q]] and the Q-species X
of "pseudo - singletons" we study two new notions : the combinatorial directional derivative of a
K- species in the direction of another K - species and Taylor expansions in K[[C(]]. The use of
K- species is essential here. We show, along the way, certam simUarities and differences between these
new notions and their classical analogues in K[[X]]. Tables are given for small cardmalities.

1. Introduction

Le developpement de Taylor usuel dans Ie contexte de 1'anneau <Q[[X]] des
series formelles en une indetenninee X peut se formuler comme suit: Soit F = F(X)
e <Q[[X]] etsoit Y une autre indeternunee, on a alors la decomposition

F(X+Y) = F(X) + YF'(X) + (Y2/2!)F"(X) + ... + (Yk / k!) FW(X) +
= F(X) + (Y3/3X)F(X) + ... + [(Y3/3X)k/k!]F(X) + ...

eY9/axF(X),^ gYa/ax

selon les puissances ascendantes de Y.

* Ce texte a 6t6 pr6par6 sur micro-ordinateur Macintosh au moyen des logiciels MacWrite, MacSqn et
MacDraw, puis imprim6 sur Laserwriter.
** Travail fait dans Ie cadre des subvendons FCAC EQ1608 (Qu6bec) et CRSNG A5660 (Canada).
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Telles qu'ecrites, ces formules ne fonctionnent plus dans Ie contexte, plus riche,
de la theorie combinatoire des especes de structures au sens de A. Joyal [J2, J4] (voir

aussi [L4, L8, L9]). En effet, considerons I'esp&ce F =  4=  4 (X) de tous les
cycles onent^s sur 4 points de sorte X et soit Y une autre sorte de points. Desi-
gnons les points de sorte X (rcsp. Y) par des points noirs (resp. blancs). La figure 0
montre que 1'espece F(X+Y) =  4 (X+Y) de tous les cycles orientes sur 4 points
noirs ou blancs se decompose ainsi:

C4(X+Y) = C4(X) + X3Y + X2Y2 + E2(XY) + XY3 +  4 (Y)

ou E^ = E^CX) designe 1'espece des paires (non ordonn^es) de points.

x:e

Y:0

Figure 0

Cependant, un calcul direct base sur 1'interpretadon combinatoire usuelle de 1'operateur
dtfKrendel Y3/9X foumit plutot Ie developpement

eY^XC4(X) = C4(X) + X3Y + (3/2)X2Y2 + X Y3 + (1/4)Y4 .

Ceci montre bien que C^(X+Y) ^ eYWXC^(X).

Pour rcdonner un sens aux developpements de Taylor dans Ie nouveau contexte,

il est n^cessaire de reinterpr^ter les op&ateurs (Y3/3X)k / k!, k e IN. Nous allons
presenter 2 fa^ons de Ie faire:

- La premiere fa^on (voir section 3) est a la base de la theorie des "eclosions

combinatoires" [L2, L3] (voir aussi [B, LI 0]). EUe consiste essentieUement ^ utiliser,

d'une fa?on analogue ̂  [J4], p. 138, les puissances symetriques (Y9/3X)k / ©^ de
1'operateur (Y3/3X).

- La deuxieme fa^on (votr section 4) conserve la division par k! au prix

d'une modification fondamentale de 1'operateur (Y3/3X) lui-meme. EUe consiste a

utiliser plutot les fractions de puissances (Y3/3X)Ak / k! d'un operateur associe
(Y3/3X)A. Ce demier est obtenu en substituant (Y3/3X) dans la Q - esp^ce X des
pseudo - single tons introduite recemment dans [L7].
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Afin de faciliter la prdsentation de ces reinterpretations des operateurs
(Y3/3X)k / k!, nous avons choisi de les faire pr^ceder par quelques courts rappels
(section 2) concemant les especes moleculaires, atomiques ainsi que les K -especes au
sens de Y. -N. Yeh [Y]. Quelques applications sont donnees (section 5): des

gdn^ralisations combinatoires de la formule classique de Faa di Bmno, une nouvelle

expression pour la derivee direcdonnelle [L7] d'une K - espece dans la direction d'une
autre et une amorce d'extension du calcul des differences finies. Nous concluons

(section 6) par une table de toutes les especes atomiques sur n ^ 5 points ainsi que des

tables des derivees direcdonneUes et developpements de Taylor qui leur sont associes.

2. Especes moleculaires, atomiques et K -especes

Soient F et G deux espfeces de structures. Nous ferons systematiquement
1'abus (courant) de notation qui consiste ^ utiliser Ie symbole d'egalite, F = G, dans

lecasou F et G sontdeuxespecesisomorphes. Les notions d'especes moleculaires

et atomiques [L5, L7, L9, Y] seront indispensables a notre etude. Voici done un rappel
de leurs definitions.

Definition. Une espece M est dite moleculaire ssi M ^ 0 (1'espece vide)

et [M =P + Q ==^ P = 0 ou Q =0 ]. En d'autres termes, M^O est moleculau-e

ssi il existe un unique type d'isomorphie de M - structures.

Exemples. - L'espece T des arborescences n'est pas moleculatre puisqu'il

y une infinite de types d'arborescences (la figure 1 en montre deux).

^<l^l^r (une infinite de types)

Figure 1

- L'espece Tg des arborescences sur 3 points n'est pas moleculaire puisqu'il y en a
de deux types exactement (figure 2).

w - .-. v (2 types)

Figure 2

- L'espece X7 des ordres lineaires sur 7 points est moleculaire (figure 3).
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.... >. (1 type)

Figure 3

L'espece  5 des cycles orientes sur 5 points est mol^culaire (figure 4).

(1 type)

Figure 4

Definition. Une espece A est dite atomique ssi A est moleculaire, A ̂  1
(1'espece de I'ensemble vide ) et [ A=P . Q ===^> P = 1 ou Q = 1 ].
La demiere condition peut se representer intuitivement par la figure 5, ou U est suppose
que (P, Q) est un couple ordonne quelconque d'especes ^ 1.

Figure 5

Exemples. - L'espece T des arborescences n'est pas atomique puisqu'elle
n'est meme pas mol^culaire.

-L'espece moleculaire X7 des ordres lineaires sur 7 points n'estpas atomique
car, par exemple, la figure 6 montre que X7 = X3 . X4.

-.-.-©->. )® . )c ) . . . >.

Figure 6

-L'especeS^ des permutations de type ^=2332 n'estpas atomique (figure 7).

Figure 7
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-L'espece X des singletons est evidemment atomique.

- L'espece  5 des cycles orientes sur 5 points est aussi atomique (figure 8).

Figure 8

Ces illustrations laissent voir qu'il est facile d'expliciter des families infinies

d'especes mol^culaires ou atomiques. Par exemple, pour tout n > 0, 1'espece Xn

(des ordres lineaires sur n points ) est moleculaire tandis que pour tout n S 1,

1'espece C^ des cycles orientes de cardinalite n ainsi que 1'espece E des
ensembles de cardinalite n sont atomiques. On verifie, plus generalement, que chaque

espece moldculaire ou atomique ne vit que sur une seule cardinalite. De plus : sur

chaque cardinalit^ n s IN, ne vivent qu'un nombre fini de telles especes (a

isomorphisme d'especes pres). Le lecteur trouvera dans 1'appendice, une table

(inspiree de [L9]) Ulustrant toutes les especes atomiques vivant sur n < 5 points.

Voici pourquoi les especes moleculaircs et atomiques sont importantes:

Theoreme. a) Toute espece F se decompose de fa^on unique comme

somme finie ou denombrable d'especes moleculaires (a isomorphisme d'especes pres

et a 1'ordre des termes pres). b) (Y. -N. Yeh [Y]) Toute espece moleculaire se.

decompose de fa<;on unique comme produit fini d'especes atomiques (a isomorphisme

d'especes pres et a 1'ordre des facteurs pres). .

En consequence : toute espece possede une unique decomposition atomique

et Ie demi - anneau des especes (d iso. d'especes pres) est isomorphe au

demi-anneau de series formelles N[[Ct]] ou ^. est I'ensemble denombrable de

toutes les especes atomiques (a iso. d'especes pres).

Exemple. La figure 9 montre que 1'espece T des arborescences possede la

ddcomposidon atomique

T = X+X2+ (X3 + XE^) + (2X4 + X2E2 + XE3)
+ (3X5 + SX3^ + X2E3 + X-CE^oX2) + XE4) + - .
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.

5)($) (t) ® ®

1 VT
Figure 9

Pour des raisons d'ordres algebrique et combinatoire, il nous sera utile de nous

situer dans un contexte plus large en remplagant Ie demi - anneau N des coefficients

par un demi - anneau K plus general. Par exemple, Ie cas ou K est un demi - anneau

binomial est pardculierement interessant.

Definition, a) Un demi-anneau (commutatif) K est dit binomial ssi K est

contenu dans une (Q - algebre L et

Vte K, Vne ]N : t(t-l)(t-2) - (t-n+l)/n ! e K.

b) La cloture rationnelle d'un demi - anneau binomial K est la plus petite
<Q - algebre K contenant K.

c) Soit K un demi - anneau binomial. Une K - espece, au sens de Yeh [Y], est un
element de K[[0]]; si K = Z ondit plutot espece virtuelle [J3].

Exemples. Les demi - anneaux IN, Z, IQ, C, iQ[i] et IN + iQe (ou

£2=0) sont tous binomiaux tandis que F^ (pour p premier) et Z[i] nelesontpas.
Evidemment, toute espece est (a iso. pres) une IN - espece.

Theoreme (Y. -N. Yeh [Y]). Soit K un demi-anneau binomial. Le

demi-anneau ( IK[[C^]], +, ., 0, 1 ) est muni d'operations supplementaires de

substitution °, de produit cartesien x et de derivation 3/3X qui etendent les
operations correspondantes qui existent au niveau des especes.

Remarques. - Les inclusions canoniques du diagramme "en cube" suivant
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sont des homomorphismes de demi - anneaux et chacune preserve les operations o, x
et 3/3X.

IH[[X]]
^

<Q[[X]]

r^
m[Ci}} ^-^ <Q[[^]]

K[[X]]
^

K[[X]]
^

K[[Ci]] K[[Q]]

- Toutes les notions et resultats precedents peuvent s'etendre au cas des especes et

K - especes (ponderees ou non) sur plusieurs sortes X, Y, Z,... de points.

- Les formules evidentes

(tF)(X+Y) =t(F(X+Y)),
(F + G)(X + Y) = F(X + Y) + G(X + Y),
(F . G)(X + Y) = F(X + Y) . G(X + Y),

ramenent 1'etude des developpements de Taylor dans K[[Q. ]] a 1'etude des

ddveloppements de Taylor que nous qualifierons de fondamentaux et qui sont de la
forme

A(X + Y) = A(X) + .. . + A(Y), A: atomique.

Le membre de droite de l'egalit6 ^tant, par definition, la d^composition atomique de

1'espece A(X+Y), a deux sortes X, Y de points. Bien entendu, tout developpement

de Taylor dans K[[Cl]] peut s'ecrire comme une K - combinaison lin^aire (finie ou

ddnombrable) de produits fmis de tels developpements fondamentaux.

Exemples. - L'egalit^ rencontr^e dans 1'introduction

C4(X+Y) = C4(X) + X3Y + X2Y2 + E^CXY) + XY3 +  4 (Y),

concemant 1'espece  4 des cycles orientes sur 4 points, constitue un developpement
de Taylor fondamental.

- On a Ie d^veloppement de Taylor fondamental

E^(X + Y) = E^(X) + E^i(X)Y + ... + E^(X)E^(Y) + ... + XE^. i(Y) + E^(Y),
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del'espece E des ensembles de cardinalite n.

- L'identite habituelle du binome de Newton

(X + Y)n = X" + (?) X"-1 Y + ... + (^) X"-k Yk + ... + (nni) X Y"-1 + Y" ,

est Ie developpement de Taylor de 1'espece moleculaire M(X) = X".

- Voici les premiers termes du developpement de Taylor detaille de 1'espece T des
arborescences (jusqu'au degr^ total 4 en X etY):

T(X+Y) = (X+Y) + (X2+2XY+Y2) + (X3 + XE^X) + 4X2^ + E^X)\
+ XE2(Y) + 4XY2 + YE2(Y) + Y3) + (2X4 + x2E2(X) + XE3<X)
+ 9X3Y + 3XE2(X)Y + E3(X)Y + 2X2E2(Y) + 14X2Y2 + 2E^(X)\2
+ XE^) + 3XE2(Y)Y + 9XY3 + YE3(Y) + Y^CY) + 2Y4) + ....

On trouvera dans la section 6 une table complete du developpement de Taylor
pour chacune des especes atomiques vivant sur n ^ 5 points.

3. Les operateurs (Y3/3X)k / <S^

Les puissances symetriques (Y3/3X)k/ ©^, k e N, de 1'operateur (Y3/3X)
sont faciles a definir. EUes correspondent essentiellement a 1'operateur obtenu en
substituant (Y3/3X) dans 1'espece E^ des ensembles de cardinalite k. Defa^onplus
precise, on pose la definition suivante:

Definition. Soil k   IN et F une espece. La puissance symetrique ki&me

de 1'operateur (Y3/ax) est 1'operateur E^(Y3/3X) = (Y3/3X)k/©^ defmipar

E^(Y3/3X) F(X) = F^(X, Y),

ou une F ^ (X, Y) - structure est une F - structure sur des points de sorte X et de
sorte Y dont exactement k sont de sorte Y. Dans Ie cas plus general ou F est une

K - espece, on prolonge cene definition par linearite.

Une F_ it - structure peut se visualiser (pour k = 3) par la figure 10.
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X: ®
Y: o
k=3

Figure 10

Etant donne que 1'espece E = E(X) des ensembles (finis) possede la

decomposition atomique

E = EQ+EI +E^ + - +E^ + -,

et que chaque F(X+Y) - structure est une F ^(X, Y) - structure pour une unique
valeur de k (= Ie nombre de ses points de sorte Y), on a de fa^on presque tautologique:

Theoreme. Pour toute K - espece F = F(X) et toute sorte Y de points

(distincte de X), on a les developpements de Taylor

F(X+Y) = E(Y3/3X) F(X)

= F(X) + YF'(X) + E2(Y3/3X) F(X) + ... + E^(Y3/3X) F(X) + ...
= F(X) + YF'(X) + (Y3/3X)2/©2 F(X) + ... + (Y3/3X)k/©^ F(X) + ...,

selon les degres ascendants en Y. .

Bien entendu, en considerant la decomposition atomique de chacun des termes

E^(Y3/3X) F(X) (consider^ comme K - espece ̂  deux sortes X et Y), onobtientla
decomposidon atomique complete de F(X+Y).

II est facUe d'etendre Ie domaine d'application des operateurs E^(Y3/9X) aux
especes SL deux sortes G = G(X, Y) en disant qu'une E^(Y3/3X) G(X, Y) - structure
est une G(X, Y) - structure dans laquelle exactement k points de sorte X ont ete

remplacds par des points de sorte Y. Cette extension sera utile dans la prochaine

section. On a la formule G(X + Y, Y) = E(Y3/3X) G(X, Y).

4. Les operateurs (Y3/3X)Ak/k!

Nous savons que E(Y9/3X) ^ eY3/ax . Ceci est fondamentalement du au fait
que pour tout k > 2 et toute espece F = F(X) :
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tandis aue

[(Y3/3X)k / Q^] F(X) est une espece (a deux sortes)

[(Y3/3X)k / k!] F(X) est, en general, une <Q - espece (a deux sortes)

qui n'est pas une espece.

Afin de pouvoir conserver (comme en analyse classique) la division
"numerique" de nos operateurs differentiels par k!, U nous faudra travailler dans les
K - especes (ou E est la cloture rationneUe du demi - anneau binomial E). De plus,
1'operateur Y3/3X devra lui - meme subir une modification. Cette modification

s'obtient en Ie substituant dans la Q - espece X des pseudo - singletons definie
comme suit:

Definition [L7]. La <Q - espece des pseudo - singletons (de sorte X) est
Ie logarithme analytique de 1'espece E = E(X) des ensembles :

x = (n E = Cn (l + E*) = E* - 4-E*2 + iE*3 - -!-E*4 + ....

oi E*= E^+E^-E^+E^ + - designe 1'espece des ensembles nonvides.

Remarques. - Puisque les singletons sont les ensembles connexes, on peut
considercr que 1'espece X des singletons est Ie "logarithme combinatoire" de 1'espece
E des ensembles. Ceci justifie la notation X et la terminologie de "pseudo -
singletons" lorsque 1'on prend plutot Ie "logarithme analytique" (celui de 1'analyse
numerique des series formelles) de 1'espece E= 1 + E*. On en deduit que 1'espece E
des ensembles est l'"exponentielle analytique" de la IQ - espece X des pseudo -
singletons: E(X) = ex (dans <Q[[Ct]]).

On a aussi les formules : (X+Y)A = X+ Y et (tX)A = t X (t e K ).

- En developpant compl^tement X selon la definition qui precede on obtient la
ddcomposition atomique explicite

X=X+(E2-T^)+(E3-^4E ;)^E, -}^-E,E^E^-^-E:)

+... +( (-l)v-*vlt-"(v. +v^"-l)! <. <'..,.
v, +2v, +3v, +... =n V. ! V_! ....

I . "'2 '-"'3
V;>1 1 2'
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ou n prend successivement les valeurs 1, 2, 3,... .

Theoreme. Soit F = F(X) une K - espece et considerons 1'operateur
(Y3/3X)A defmi sur les K - especes h deux sortes X et Y par

(Y3/3X)A = Xo(Y3/3X) = Y3/3X + (E^(Y3/3X) - i E^(Y3/3X)) + ....

On a Ie developpement de Taylor

F(X+Y) = e<Ya/3x)AF(X)

= F(X) + (Y3/3X)AF(X) + ... + -(Y3/3X^k F(X) +

Le developpement de Taylor plus g^ngral

F(X+tY) = el<Y3/9x)AF(X)

= F(X) +1 (Y3/3X)A F(X) + ... + 1-(Y3/3X)A k F(X) + ...,tk
k!

est aussi valable pour tout te K.

Demonstration. Dans 1'anneau K[[Cl]] on a 1'identit^ E(X) = ex. En
subsdtuant Y9/3X a la place de X dans les deux membres on obtient

E(Y3/3X) = e<Y^X)A.

On conclut en utUisant la formule F(X+Y) = E(Y3/3X) F(X). Le developpement
plus general s'obdent en faisant appel a 1'egalite

(tY3/3X)A = t(Y3/3X)A,

qui decoule de 1'identite (tX)A=tX, valabledans K[[C^]]. .

5. Quelques applications

Les versions combinatoires du developpement de Taylor que nous venons de
donner permettent de mieux degager certaines sirmlitudes qui existent entre 1'analyse
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classique (des series formeUes) et la theorie des E - especes.

- Par exemple, la formule bien connue de Faa di Bruno qui explicite les
derivees successives de la composee G o F de deux series formelles prend dans Ie
contexte des K - especes les deux formes suivantes:

Corollaire (Faa di Bruno). Soient F = F(X) et G = G(X) deux
K - especes, F(0) = 0. Pour tout n S 0, on a les deux idendtes:

En(Y3/3X)(GoF)(X) =

£ E, (T, 3/3T, ) E^(T, 3/3T^ ... E^(T^a^) G(T^)
v^+2v^+... +nv^ = n T, :° E, (Y3/3X)F(X)

i= 0, 1, ...,n

et

[(Y3/aX)^n/n!](GoF)(X)=

(T^/3To)A-l (T^/3TQ)A'2 (T^/3TQ)A>
v.!

v,+2v^+...+nv. = nl'*"2
"2! vn!

G(T,)
T, :' cya/ax)A '/i! F(X)
i=0, 1, ...,n

ou TO, T^,... designe une suite auxUiaire denombrable de sortes de points.

Demonstration. On obtient la premiere identite en isolant les termes vivant
surlacardinalite n en Y dans les membres extremes de la suite d'egalites

(Gop)(X+Y) = G(F(X+Y))

= G(F(X) + Ei(Y3/3X)F(X) + E2(Y3/3X)F(X) + ... )
= G(TO+T, +T^+...)

Ti:"E;(Y9/3X)F(X), i >0

= E(T^/3To) E(T^/3To)... G(To)
T, :» E, Cy9/9X)F(X), i > 0

On precede de fa^on similaire pour la deuxieme identite. .

Remarque. Dans Ie cas particulier ou F et G sont des series formelles on a

les egalites E;(Y3/3X) F(X) = [(Y3/3X)^i / i!] F(X) = Yi F<i)(X) / i!. Ainsi, les deux
formules plus haut se deggnerent (apres simplification des facteurs Y" et
rcgroupement des termes) en 1'identite unique
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(G°F)(n)(X)
n! °£

k>0
v^+2v^+...+nv^ = n
vl+v2+-+vn=k

vl!v2'-vn! ' 1!
^FW^1^FW^2... ^F(n)(X), vn

I! /"2! / v n!
G(k)oF(X),

qui constitoe la version classique de la formule de Faa di Bruno [Jl]. On sait que cctte
demiere formule permet de developper Gop dans Ie cas ou F et G sontdes series

formelles. II en est de meme pour ses relevements combinatoires puisque 1'on a les
6galites generates suivantes:

(GOF)(Y) = (GOF)(X+Y)IX:= o = E(Y3/3X)(GoF)(X)lx:= o= e(Y3/ax)A(GoF)(X)lx:. o.

U est cependant possible de d^crire un developpement beaucoup plus raffine en udlisant
les decompositions moleculaires de F et de G:

Corollaire. Soit TD* un systeme de representants de toutes les especes
moleculaires (a isomorphisme d'especes pres) et posons <ni+ = X \ {1}. Soient
G(X) et F(X), F(0) = 0, deux K -especes ayant les decompositions moleculaires

G(X) = S_ SM M, F(X) = S . f^N, g^, f^ e K.
Me X NeX

Finalement, donnons-nous, pour chaque Me TTl, une sorte auxUiaire Tj^ de points.
On a alors la formule (ou 1'on a pos6 T^ = T pour simplifier)

G<F(X)) = s §Mn e ^(TNS/BT^
M(T)

M67IL NeU T:=O. TN:-N, Ne Tfl'

qui pennet d'exprimer G(F(X)) comme combinaison lineaire infinie (a coefficients
dans K[[0]]) de monomes en les "vanables" g^ et f^, (Me <m., Ne <JTl+).

Demonstration. Parlmearite, G(F(X)) = S g^M(F(X)). De plus

M(F(X)) = M(T+S^f^T^)
NeX T:-0, TN:-N, Ne m
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f^^WT^^
M(T)

T:- 0, T^:= N. Ne TTL

- Voici un autre exemple d'application. Nous avons d^fini [L7] la notion de derivee
directionnelle d'une K - espece F = F(X) dans la du-ection d'une K - espece H =

H(X), H(0) = 0, comme etant 1'unique K - espece, notee Dy F = Dy F(X),
satisfaisant

F(X +t H) = F(X) +1 (DH F)(X) + Oft 2).

Ici t est un "element variable" de K et 0(t 2) designe une K - espece dont tous
les coefficients de la decomposition atomique sont des polynomes en t factorisables

par t2. Un certain nombre de m^thodes de calcul pour Dy F ont ete proposees [L7].
L'operateur (Y3/3X) permet ici d'en degager une nouvelle:

Corollaire. On a la formule D^ F = (Y3/3X)A F(X) I Y:= H .

Demonstration. On a successivement

F(X+tH) = F(X+tY)ly:=H = el(Y3/3x)AF(X) Y:=H

= F(X) +1 (Y3/3X)^ F(X) IY :=H + °(t2) I Y:=H

= F(X)+t(DHF)(X)+0(t2),

^ cause de 1'unicite de (DyF)(X). .

Remarques. II y a une analogie evidente avec la formule

DHF= (Y3/3X) F(X) I Y:=H 
= H-FI

qui est valable lorsque F et H sont des series formelles. Dans Ie cas general des

K - especes, il ne faut cependant pas confondre Dy F et H-F' comme Ie montre
1'exemple F=E^ Qes paires non ordonnees) et H=X (les singletons):

Dx E^ = (1/2) X2 + E^ ^ X2 = X.E^'.

La r^gle du prpduit Dy (F-G) = (DyF) . G+F . (Dy G) et la bUmearite
de Dy F montrent que Ie calcul des derivtes directionnelles generales peut se reduire au
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calcul des

Dj^ A ou M : moleculaire et A: atomique.

Pour les especes atomiques A vivant sur les cardinalites < 5, Ie calcul des

Dj^ A peut etre fait en utilisant Ie corollaire precedent en conjonction avec la table des
(Y3/3X)A A donnee dans la section 6, plus bas.

- Une autre situation ou les pr^sentes methodes peuvent s'appliquer utilise les

rapports qui existent entre les operateurs de derivation directionnelle D^, et les
operateurs de difference directionnelle Ap definis [J4] (voiraussiLl, L6, L7]) par

Ap: K[[C^]] ^ K[[Cl]], AFG = GOF-G.

Le contexte se resume comme suit [L7]: pour toute K - espece F normalisee,
c est-a-dire ayant une decomposition atomique de la forme

F(X) = X + aX2+ bE^ + cX3 + dC3 + eXE^ +fE^+ -, a, b, c,... e K,

il existe une unique famille

F <l >(X) = X + a(t)X2 + b(t)E2 + c(t)X3 + d(t)C3 + eCQXE^ + f(t)E3 + ..., t   K

de K - especes, appeltes les iterees generalisees de F, caracterisee par les trois
conditions

i) VneIN: F<n>=poFo... oF (iteration d'ordre n),
ii) Vs, t K: F<s+l> = F<s>oF<l>,

iii) les coefficients a(t), b(t), c(t), ... de la decomposition
atomique de F<t> sont des polynomes en t.

OnsileTesultatsuwantcoTicemantlegenerateurinfimtesimal 0 de F, definipar

<D = genF = (d/dt) F<1> I ̂ o e K[[a]].

Theoreme [L7]. Pour toute K - espece G, les equations suivantes sont

satisfaites dans 1'anneau K[[CI]]

(d/dt) G°F< l> = D^, (GOF <l >) = (D^G)oF <l >
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ou D^> designe 1'opdrateur de derivation dans la direction du g^nerateur infinitesimal
<& de F. En particulier, pour G = X on a les formules

(d/dt)F<l> = D^F<1> =  >op<t>. B

Resolvant ces equations differentielles on en deduit les identites

GoF<t>= elD»G, F<(>= etD*X.

qui se specialisent, faisant t =1, enles formules remarquables

D^ _ D,
GOF = e <l> G, F = e-<I> X .

D'ou 1'on tire immediatement:

CoroIIaire. Soit  > = gen F, alors les op^rateurs Ap et D^ sont relies par
les formules

D

Ap=e-d--I, D^= tn(I+Ap),

ou I designel'op^rateuridendte I: K[[Ct]] -^ K[[C^]].

Demonstration, On a successivement

D. D.
ApG = GOF-G = e<l>G-G = (e-<I>-I)G.

D'ou la premiere 6galite. On en deduit que I + Ap = exp(D^). En consequence,

D^= Cftd+Ap) = Ap-1-A^l-A^-^A^.... n

Remarques. L'analogie avec Ie calcul des differences finies [Jl] esticievi-

dente. Eneffet, en travaUlant dans 1'anneau de polvnomes K[X] C K[[Cl]] et en
prenantpour F Ie polynome (non nonnalis^) F = F(X) = X+l, on obtient F<t>

= F<l>(X) = X+t. Done 0 = (d/df)F<t>\^Q = (d/dt) (X+t) I ̂  o = 1-
Ainsi, Ax+1 = A et D^= D = d/dX ou
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Ax+iG = G(X+ 1) - G(X) = A G, D^G = G'(X) = D G = (d/dX) G.

On retrouve done les idenlites usuelles

A =eD - I, D = tn(I + A),

de 1'analyse numerique. Cette analogie va plus loin. Par exemple, en ̂ levant a la

puissance k chacune des deux identites du demier corollaire on obtient les formules

^-^^ 4-^^^.
n^k

ou les S^k et les © k designent respectivement les nombres de Stu-lmg de la
premiere et de la deuxieme sorte (la notation utilisee pour les nombres de Stu-ling est

ceUe de Jordan [Jl]).

Soulignons cependant la difference fondamentale suivante entre les deux

contextes: les op^rateurs A et D diminuent Ie degre des polynomes auxquels Us sont

appliques tandis que (pour les K - especes normalisees F) les operateurs Ap et D<^
augmentent 1'ordre de contact avec 0 des K - especes auxquels Us sont appliques

(voir [L7] pour plus de details).

Pour conclure, donnons deux demieres illustrations de 1'analogie avec Ie calcul

des differences finies. II s'agit des versions combinatoires suivantes de la formule

sommatoire d'Euler - Maclaurin et de la formule d'integration de Gregory [Jl].

Corollaire. Soit 0 Ie generateur infinitesimal d'une K - espece normalisee

donnee F et soit H une K - espece quelconque. Alors:

a) (Euler - Maclaurin) Toute solution Ge K[[Q]] del'equation AFG = H
peut s'ecrire sous la forme

0= r- T" + TiV- ̂ . D*H + - + ^Dno'lH + ...

ou r est une solution de 1'equation D^F = H etles B designent les nombres de
BemouUi definis par la serie generatrice exponendelle
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X , y B^yn
7-7°.2-o^x"'

b) (Gregory) Toute solution Fe K[[C^]] de 1'equation D^>r = H peut
s'ecrire sous la forme

T. G^H-^^^^. ^A^H . ... . bA-H . .,

ou G estune solution de 1'equation ApG = H etles \ d&ignent les nombres de
Bemoulli "de la deuxieme sorte" definis (voir [Jl], p. 279) par la serie generattdce

x =S b. X-.
Cn(l + X) nTo "

Demonstration, a) On a successivement

D^ D.
ApG = H ssi (e<D-I)G=H ssi D^ [(e 0-I)/DJG = H

0

D,
ssi DJ- = H ou r = [(e <I>- I)/DJG.

(&'

 

>J

La demiere ggalite ̂ quivaut a

D_ B_
G = -^- r= r + ^ ^-D", ' IH.

^_ " - - ..-, ". -*

b) On a successivement

D^r = H ssi {n(I+Ap)F=H ssi Ap [(tn(I+Ap))/Ap] F = H

ssi ApG=H ou G = [(Cn(I+Ap))/Ap]r.

La demiere egalite equivaut a
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^

tnd+Ap)
G =G + ^ b^A^-lH.

n>l

Ce corollaire implique, en particulier, que

AF G = H est resoluble (pour G) D^> r = H est resoluble (pour F).

De telles equations ne sont cependant pas toujours resolubles. Par exemple,

D _^ G = X n'a pas de solution dans ^<[[Q]].
+

En effet, toute solution G devrait necessairement s'ecrire sous la forme

G = a + bX + cX2 + dE, + -, avec a, b, c, d,...   K.

Or les tables de la section 6 montrent que 1'on doit necessarrement avoir

D , G =bX'+bE, + ...,
'E; + X2 ~ "" ' "~2

ce qui est contradictoire avec 1'equation proposee.

11 serait interessant de detenniner des criteres de resolubilite de ces equations et
d'analyser la nature precise de leurs solutions, lorsqu'elles existent.

6. Tables

Voici trois tables permettant d'Ulustrer, sur les petites cardinalites, les divers

concepts et resultats du present travail.

- La premiere table, tnspiree de [L5] et [L9], a ete constmite en collaboration

avec H. Decoste. Elle contient (a isomorphismes d'especes pres) la liste complete de

toutes les especes atomiques vivant sur n ^ 5 points. A droite de la formule identifiant
chacune d'elles, nous donnons un diagramme representant Ie type des structures de

1'espece consideree. Certaines de ces especes (Pg / Z^ et (X2 . C^(X)) / Z^) sont
des especes quotient sous 1'action du groupe Z^. Pour obtenu- plus d'explications sur
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r = AF
tnd+Ap)

G=G+Zb^Apn-lH.
n>l

Ce corollatre implique, en pardculier, que

AF G = H est resoluble (pour G) D^> r = H est resoluble (pour F).

De teUes dquadons ne sont cependant pas toujours resolubles. Par exemple,

.2 - ^ . . __
D^ ^ G = X" n'a pas de solution dans K[[(^]].

+

En effet, toute soludon G devrait ndcessaircment s'ecrire sous la forme

G = a +bX +cX2 + dE^+ ..., avec a, b, c, d,... e K.

Or les tables de la section 6 montrent que 1'on doit n^cessairement avoir

D , G = bX'+ bE, + ...,
E2 +

ce qul est contradictoire avec 1'^quation proposee.

II serait interessant de determiner des criteres de resolubUite de ces equations et
d'analyser la nature precise de leurs solutions, lorsqu'eUes existent.

6. Tables

Voici trois tables permettant d'iUustrer, sur les petites cardinalites, les divers
concepts et resultats du present travail.

- La premiere table, inspirde de [L5] et [L9], a ete construite en coUaboration

avec H. Decoste. Elle contient (a isomorphismes d'especes pres) la liste complete de
toutes les especes atomiques vivant sur n ^ 5 points. A droite de la formule identifiant

chacune d'eUes, nous donnons un diagramme representant Ie type des structures de
1'espece consideree. Certaines de ces especes (V^I'Z.^ et (X2 . C3(X)) / Z^) sont
des esp^ces quodent sous 1'action du groupe Z^. Pour obtenir plus d'explications sur
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les notadons utilis&s, Ie lecteur est invite a consulter Ie texte [L9] de J. Labelle.

La deuxieme table condent Ie developpement de Taylor de chacune des

especes atomiques A = A(X) vivant sur n<. 5 points. II s'agit de la decomposidon
atomique de chacune des especes a deux sortes A(X + Y).

- La troisieme table permet Ie calcul des derivees directionnelles de chaque

esp^ce atomique vivant sur n < 5 points. A cote de 1'espece atomique A (X) nous
avons ecrit la decomposition atomique de 1'espece a deux sortes (Y9/3X)A A(X). Le
calcul final des derivdes du'ectionnelles eUes - memes se fait ̂  1'aide de la formule

D^A(X) = (Ya/3X)AA(X)lY. M(X)-
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^ LES ESPECES ATOMIQUES SUR n < 5 POINTS

x :

Ei :

w:mi,i

.

. .

E, :

c, :

. 9

A
ItmKiWfS-WK

E,:

E2°E2:

. .

e .

^s\ /^

A/ Y®>'

Ed :

E oX^

E5:
.

. - .
. .

E~
+

+

P5/Z2: p- : a

(X'C? / Z^ : C5:
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TABLE DU DEVELOPPEMENT DE TAYLOR

DES ESPECES ATOMIQUES SUR n^5 POINTS

A(X) ACX+Y)

n=l

x X+Y

n=2

&, (X) E^(X) + XY + E^CY)

n=3

E3(X)

C3(X)

E3(X) + E2(X)Y + XE^CY) + E^Y)

C3(X) + X2Y + XY2 + C3(Y)

n=4

E4(X)

E4±(X)

E2° B2(X)

P4bic(X)

C4(X)

E2(X2)

E4<X) + E3<X)Y + E2(X)E2<Y) + XE3(Y) + E4<Y)

E4±(X) + C3(X)Y + E^CXY) + XC3<Y) + E4+(Y)

E^o E^(X) + XE^C^Y + EypQE^W + ̂ 0^) + XYE^(Y) + E^o E^(Y)

P4bic(X) + X3Y + SE^CXY) + XY3 + P4l)ic(Y)

C4(X) + X3Y + X2Y2 + E^(XY) + XY3+ C4(Y)

E^CX2) + 2X3Y + 2X2Y2 + 2E^(XY) + 2XY3+ ̂ (Y2)

n=5

Es(X)
ES±(X)

P5(X)/Z2

P5<X)
(X2C3(X))/Z2

Cs(X)

E5(X) + E4C?C)Y + E3(X)E2(Y) + E^(X^(Y) + XE4CO + E^)

E5+(X) + E4+(X)Y + (C3(X)Y2)/Z2+ (ylC^)) 1^+ XE^W + Eg^Y)

P5<X) /Z2+ C4(X)Y + XE^CXY) + E2(XY)Y + XC4(Y) + P^(Y) /Z^

P5(X) + E2<X2)Y + ZXE^CXY) + 2E2<XY)Y + XE^-Y2) + P^(Y)

(X2C3(X)) /Z^ + XC3CX)Y + E^QC^Y + (C^(K)Y2) /Z^ + X3Y2 + XE^PCY)
+ E^(XY)Y + X2Y3 +'(X2C3(Y» /Z^ + XE^Y2) + XC^(Y)Y + (Y2C3(Y)) /Z^

C5(X) + X4Y + 2X3Y2 + 2X2Y3 + XY4 + CgCY)
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_TABLE DE DERIVEES DIRECTIONNELLES
POUR LES ESPECES ATOMIQUES SUR n ^5 POINTS

Formule generale: D^A(X) = (Y3/3X)A A(X)1 y , M

A(X) (Y3/3X)A A(X)

n=l

x

n=2

E2(X) XY + (^(Y) - (1/2)Y2)

n=3

EsCX)

C3(X)
E2(X)Y+ X(E2(Y) - (1/2)Y2) + (E3<Y) - YE^CY) + (l/3)Y3)
X2Y + (C3(Y) - (l/3)Y3)

n=4

E4(X)

E4±(X)

E2°E2(X)

P4bic(X)

C4(X)

E2<X2)

E3(X)Y + E^CX) (E^Y)^- (1/2)Y2) + X(E<, (Y) - YE^(Y) + (1/3)Y3)
+'(E4(Y) - (1/2)(E2(Y))2- YE3(Y)+Y2E'2(Y)'- (1/4)YV4)'

C3<X)Y + (E^CXY) - (1^/2)X2Y2) + X(C, (Y). - (1/3)Y3)
+~(E4:£(Y) - "(1/2)E^Y2) - YC3(Y)+(1^)Y'4)

XE2(X)Y + (E^WE^^+E^CXY) - (l^E^WY2- (1/2)X2Y2)
+ (E^o E^(Y) -"(1/2)(E^(Y))2 -' (1/2)E2(Y2) +i(l/4)Y4)

X3Y+(3E2(XY) - (3/2)X2Y2) + (P4"ic(Y) - O^E^CY^ + (i/2)Y4)
X3Y+(E2(XY) - (1/2)X2Y2) + ^(Y) - (1/2)E2(Y2))
2X3Y + (2E2(XY) - X2Y2)

n=5

E5<x)

ES±(X)

PSW/ZZ

P5<X)

(X2C3(X))/22

C,(X)

E4C?OY + E3(X)(E^(Y) -^ (1/2)Y2) + E,(X) (E, (Y) - YE, (Y) + (1/3)Y3)
+X(E4.(Y)_1'(1/2XE2(Y»2- YE3<Y) +"Y2E2(Y) -' (y4)Y^)'
^(E^Y) - YE^Y) - E~2(Y)E3(Y) +Y2E3(Y) +Y(E^Y))2- Y^^Y) + (1/5)Y5)

E4±(X)_Y-, +.((C3(X)Y^)/Z2- (1/2)C3(X)Y2) + ((X2C, (Y))/Z, -
+ '(1/3^Y3)+"(XE4±(Y) ̂ (1/2)XE2(Y2) -^XYC3(Y^+ ('1^)XY4)^
+ (E^(Y) - YE4±(Y) - (Y^CY^/Z^+Y^CYf+YE^CY2) - (3/5)Y5)

C4(X)Y_+JC(E2<XY) - (1/2)X2Y2) + X(C4(Y) - (1/2)E^Y2))
+ '(P5(Y) ,^2 - YC4W + (1/5)Y5)

E2(X2)Y+X(2E2(XY) - X2Y2)+(P5(Y) - \E^(^) + W5)Y5)
(XC3S° +_E2<X2))Y + ((CsTOY2) /Z^+XE^CCT) - (1/2)C-, (X)Y2- (1/2)X3Y2)
+ ((X2C3(Y)~)/Z2 - E2CXY)Y+(1/3)X2Y3^

X4Y + (CsCY) . (1/5)Y5)
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