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DERIVEES DIRECTIONNELLES ET
DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR COMBINATOIRES*

PAR

GILBERT LABELLE**

Résumé. — Soit ¢ I'ensemble des classes d'isomorphie d'especes de structures atomiques, soit K
un demi - anneau binomial et K sa cléture rationnelle. Le demi - anneau différentiel K[[Q]] des
K- especes au sens de Yeh est une extension combinatoire et algébrique du demi - anneau K[[X]] des
séries formelles en une indéterminée X. En utilisant la substitution dans K[[A]] etla Q-espece X
des "pseudo - singletons" nous étudions deux nouvelles notions : la dérivation directionnelle
combinatoire dune K - espece dans la direction d'une autre K - espece ainsi que les développements de
Taylor dans K[[C]]. L'utilisation des K - especes est essentielle dans nos démarches. Nous
explicitons, en cours de route, certaines analogies ainsi que certaines différences qu'entretiennent ces
nouvelles notions avec leurs analogues classiques dans K[[X]]. Des tables sont données pour les
petites cardinalités.

Abstract.— Let O be the set of all isomorphism classes of atomic species, let K be a binomial

half - ring and K its rational closure. The differential half - ring K[[Q]] of all K- species in the

sense of Yeh is a combinatorial and algebraic extension of the half - ring K[[X]] of all formal power
series in one indeterminate X. Using the operation of substitution in K[[({]] and the Q- species X
of "pseudo - singletons” we study two new notions : the combinatorial directional derivative of a
K - species in the direction of another K - species and Taylor expansions in K[[Q]]. The use of
K- species is essential here. We show, along the way, certain similarities and differences between these
new notions and their classical analogues in K[[X]]. Tables are given for small cardinalities.

1. Introduction

Le développement de Taylor usuel dans le contexte de 'anneau Q[[X]] des
séries formelles en une indéterminée X peut se formuler comme suit : Soit F = F(X)
€ Q[[X]] etsoit Y une autreindéterminée, on a alors la décomposition

FX) + YE'X) + (Y2/2)E"(X) + - + (Y&/kD) FOX) + -
F(X) + (YOPX) FX) + - + [(YO/oX)X /K E(X) + -
eYa/aX E(X),

F(X+Y)

selon les puissances ascendantes de Y.

* Ce texte a été préparé sur micro-ordinateur Macintosh au moyen des logiciels MacWrite, MacYqgn et

MacDraw, puis imprimé sur LaserWriter.
** Travail fait dans le cadre des subventions FCAC EQ1608 (Québec) et CRSNG A5660 (Canada).
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Telles qu'écrites, ces formules ne fonctionnent plus dans le contexte, plus riche,

de la théorie combinatoire des espéces de structures au sens de A. Joyal [J2, J4] (voir
aussi [L4, L8, L9]). En effet, considérons l'espéce F = C4 = C4(X) de tous les
cycles orientés sur 4 points de sorte X et soit Y une autre sorte de points. Dési-
gnons les points de sorte X (resp.Y) par des points noirs (resp. blancs). La figure 0
montre que l'espéce F(X+Y) = C,(X+Y) de tous les cycles orientés sur 4 points
noirs ou blancs se décompose ainsi :

CuX+Y) = CX) +X3Y + X2Y?2 + E,(XY) + XY? + C (V)

ol E, = E, (X) désigne I'espece des paires (non ordonnées) de points.

ro b (58] B2 (3] 58] |55

Figure 0

Cependant, un calcul direct basé sur I'interprétation combinatoire usuelle de 1'opérateur
différentiel Y0/dX fournit plutdt le développement

eYIXC, (X) = C,(X) + X3Y + (3/2)X2Y2 + XY3 + (1/4)Y*.
Ceci montre bien que C, (X+Y) # e YO/0X Cy X).

Pour redonner un sens aux développements de Taylor dans le nouveau contexte,
il est nécessaire de réinterpréter les opérateurs (Y9/0X)K/k!, ke IN. Nous allons
présenter 2 fagons de le faire :

— La premiére fagon (voir section 3) est a la base de la théorie des "éclosions
combinatoires" [L2, L3] (voir aussi [B, L10]). Elle consiste essentiellement 2 utiliser,
d'une fagon analogue a [J4], p. 138, les puissances symétriques (Y0/oX)X / S, de
l'opérateur (Y0/0X).

— La deuxi¢me fagon (voir section 4) conserve la division par k! au prix
d'une modification fondamentale de 1'opérateur (Y0/0X) lui-méme. Elle consiste a
utiliser plutdt les fractions de puissances (Y0/0X)"</k! d'un opérateur associé
(YJ/dX)A. Ce dernier est obtenu en substituant (Y0/0X) dansla Q - espece X des
pseudo - singletons introduite récemment dans [L7].
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Afin de faciliter la présentation de ces réinterprétations des opérateurs
(Y9/0X)X / k!, nous avons choisi de les faire précéder par quelques courts rappels
(section 2) concernant les espéces moléculaires, atomiques ainsi que les K - espéces au
sens de Y.-N. Yeh [Y]. Quelques applications sont données (section 5) : des
généralisations combinatoires de 1a formule classique de Faa di Bruno, une nouvelle
expression pour la dérivée directionnelle [L7] dune K - espéce dans la direction d'une
autre et une amorce d'extension du calcul des différences finies. Nous concluons
(section 6) par une table de toutes les espéces atomiques sur n < 5 points ainsi que des
tables des dérivées directionnelles et développements de Taylor qui leur sont associés.

2. Espéces moléculaires, atomiques et K - especes

Soient F et G deux especes de structures. Nous ferons systématiquement
I'abus (courant) de notation qui consiste a utiliser le symbole d'égalité, F = G, dans
lecasou F et G sont deux especes isomorphes. Les notions d'especes moléculaires
et atomiques [LS, L7, L9, Y] seront indispensables a notre étude. Voici donc un rappel
de leurs définitions.

Définition. Une espéce M est dite moléculaire ssi M # 0 (l'espéce vide )
et [M=P+Q = P=0 ou Q=0] Endautrestermes, M#0 est moléculaire

ssi il existe un unique type d'isomorphie de M - structures.

Exemples. — L'espéce T des arborescences n'est pas moléculaire puisqu'il
y une infinité de types d'arborescences (la figure 1 en montre deux).

©—< * \'Sk (une infinité de types)

Figure 1

—L'espéce T, des arborescences sur 3 points n'est pas moléculaire puisqu'il y en a
de deux types exactement (figure 2).

©—o—e | # v (2 types)

Figure 2

— L'espéce X7 des ordres linéaires sur 7 points est moléculaire (figure 3).
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—0—0—8—0—8)0 (1 type)

Figure 3

—Llespéce Cs des cycles orientés sur 5 points est moléculaire (figure 4).

Q (1 type)

Figure 4

Définition. Une espéce A est dite atomique ssi A est moléculaire, A # 1
(I'espéce de l'ensemble vide) e [A=P-Q = P=1 ou Q=11
La demiére condition peut se représenter intuitivement par la figure 5, od il est supposé
que (P, Q) estun couple ordonné quelconque d'espéces # 1.

% : ¥
A p O

Figure 5

Exemples. —L'espéce T des arborescences n'est pas atomique puisqu'elle
n'est méme pas moléculaire.

— L'espéce moléculaire X7 des ordres linéaires sur 7 points n'est pas atomique
car, parexemple, la figure 6 montre que X7 = X3 X4,

o—o—0—0—0—0 )0 = ‘—0—)‘>0—0—0—)0

Figure 6

— L'espece Sy des permutations de type )\ =2332 n'est pas atomique (figure 7).

GO - 00

Figure 7

Hi
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—L'espéce X des singletons est évidemment atomique.

—L'espéce Cg des cycles orientés sur 5 points est aussi atomique (figure 8).

>

Figure 8

Ces illustrations laissent voir qu'il est facile d'expliciter des familles infinies
d'espéces moléculaires ou atomiques. Par exemple, pour tout n > 0, I'espéce X
(des ordres linéaires sur n points ) est moléculaire tandis que pour tout n>1,
I'espece C, des cycles orientés de cardinalité n ainsi que l'espéce E_ des
ensembles de cardinalité n sont atomiques. On vérifie, plus généralement, que chaque
espece moléculaire ou atomique ne vit que sur une seule cardinalité. De plus : sur
chaque cardinalit¢ n € IN, ne vivent qu'un nombre fini de telles espéces (a
isomorphisme d'espéces preés). Le lecteur trouvera dans l'appendice, une table
(inspirée de [L9]) illustrant toutes les espéces atomiques vivant sur n< 5 points.

Voici pourquoi les espéces moléculaires et atomiques sont importantes:

Théoréme. a) Toute espéce F écompose de facon unique comme
somme finie ou dénombrable d'espéces moléculaires (2 isomorphisme d'espéces prés
et a l'ordre des termes prés). b) (Y.-N. Yeh [Y]) Toute espéce moléculaire se

décompose de facon unique comme produit fini d'espéces atomiques (2 isomorphisme
d'espéces pres et a 1'ordre des facteurs pres). m

En conséquence : toute espéce posséde une unique décomposition atomique
et le demi - anneau des espéces (a iso. d'espéces prés) est isomorphe au
demi - anneau de séries formelles IN[[U]] ou « est l'ensemble dénombrable de
toutes les espéces atomiques (a iso. d’espéces prés).

Exemple. La figure 9 montre que l'espéce T des arborescences posséde la
décomposition atomique

T = X+ X2+ (X +XE) + (2X* + X2E, + XE;)
+(3X° + 3X3E, + X?E; + X (E,0X?) + XE,) + -~
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vV
LYY YV

Figure 9

Pour des raisons d'ordres algébrique et combinatoire, il nous sera utile de nous
situer dans un contexte plus large en remplagant le demi - anneau IN des coefficients
parun demi - anneau K plus général. Par exemple, le cas o K est un demi - anneau
binomial est particuliérement intéressant.

Définition. a) Un demi-anneau (commutatif) K est dit binomial ssi K est
contenu dans une Q - algebre L et

Vte K, Vne N : t(t-1)(t-2)-(t-n+1)/n! € K.

b) La cléture rationnelle d'un demi - anneau binomial K est la plus petite
Q - algébre K contenant K.

¢) Soit K undemi - anneau binomial. Une K - espéce, au sens de Yeh [Y], est un
élément de K[[&]]; si K = Z ondit plutdt espéce virtuelle [J3].

Exemples. Les demi-anneaux IN, Z, Q, C, Q[i] et N + Q¢ (on
€2 =0) sont tous binomiaux tandis que IFP (pour p premier) et Z[i] ne le sont pas.
Evidemment, toute espece est (2 iso. pres) une IN - espéce.

Théoreme (Y.-N. Yeh [Y]). Soit K un demi-anneau binomial. Le
demi-anneau ( K[[&]], +,+, 0, 1 ) est muni d'opérations supplémentaires de
substitution ©, de produit cartésien x et de dérivation 9/0X qui étendent les
opérations correspondantes qui existent au niveau des espéces.

Remarques. — Les inclusions canoniques du diagramme "en cube" suivant
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sont des homomorphismes de demi - anneaux et chacune préserve les opérations ©, X
et d/0X.

N[[X]] — QIIX]]

SR
[ N([[a]] ‘-—E—) Q[rall

K[[X]] L—[—e KI[X]] [

Rege N

K[[&]] —— K[[&]]

— Toutes les notions et résultats précédents peuvent s'étendre au cas des especes et
K - espéces (pondérées ou non) sur plusieurs sortes X, Y, Z, ... de points.

— Les formules évidentes

tHX+Y) = t(FX+Y)),
F+0O)X+Y) = FX+Y)+GX+Y),
F-QO)X+Y) = FX+Y)-GX+Y),

raménent 1'étude des développements de Taylor dans K[[Q]] a I'étude des
développements de Taylor que nous qualifierons de fondamentaux et qui sont de la
forme

AX+Y) = AX)+ - + AY), A : atomique.
Le membre de droite de I'égalité étant, par définition, la décomposition atomique de
I'espece A(X+Y), adeuxsortes X, Y de points. Bien entendu, tout développement
de Taylor dans K[[%]] peut s'écrire comme une K - combinaison linéaire (finie ou
dénombrable) de produits finis de tels développements fondamentaux.
Exemples. — L'égalité rencontrée dans 1'introduction

Ci,X+Y) = C,X) + X3Y + X2Y? + E,(XY) + XY3 + C,(Y),

concernant l'espéce C, des cycles orientés sur 4 points, constitue un développement
de Taylor fondamental.

— On a le développement de Taylor fondamental

EX+Y) = EX)+E X)Y + - + EX)E 1 (Y) + - + XE, (YY) + E(Y),
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del'espéce E, des ensembles de cardinalité n.

— L'identité habituelle du bindme de Newton
X+ = X"+ ('1‘) X" Fop o (E) XE A s (,{‘_1) XY +Y",

est le développement de Taylor de 1'espéce moléculaire M(X) = X™.

— Voici les premiers termes du développement de Taylor détaillé de I'espeéce T des
arborescences (jusqu'au degré total 4 en X et Y):

TX+Y) = (X+Y) + (X2+2XY +Y?) + (X3 + XE,(X) + 4X2Y + E,(X)Y
+ XE,y(Y) +4XY2 + YE,(Y) + Y3) + (2X* + X2Ex(X) + XE;(X)
+9X3Y + 3XE,(X)Y + E3(X)Y + 2X2E,(Y) + 14X2Y2 + 2E,(X) Y2
+ XE3(Y) + 3XEx(Y)Y + 9XY3 + YE;(Y) + Y2E,(Y) + 2Y?) + -

On trouvera dans la section 6 une table compléte du développement de Taylor
pour chacune des espéces atomiques vivant sur n< 5 points.
3. Les opérateurs (Y3/oX)¥/ &,
Les puissances symétriques (Y9/oX)X / ©,, ke N, de I'opérateur (Y0/0X)
sont faciles a définir. Elles correspondent essentiellement A 'opérateur obtenu en
substituant (Yd/dX) dans I'espéce E, des ensembles de cardinalité k. De fagon plus

précise, on pose la définition suivante :

Définition. Soit ke IN et F une espéce. La puissance symétrique kime
de l'opérateur (Y9/0X) est 'opérateur E,(Y0/0X) = (Y3/oX)K/ &, défini par

E(YORX)F(X) = F_ (X, V),
ol une F__ k X, Y) - structure estune F - structure sur des points de sorte X et de
sorte Y dont exactement k sont de sorte Y. Dans le cas plus général oo F est une

K - espéce, on prolonge cette définition par linéarité.

Une F_ | - structure peut se visualiser (pour k = 3) par la figure 10.
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w o @

F

Figure 10

Etant donné que l'espéce E =E(X) des ensembles (finis) posséde la
décomposition atomique

E = Ey+E +Ey + - +E + -,

et que chaque F(X+Y) - structure est une F_ (X, Y) - structure pour une unique
valeur de k (= le nombre de ses points de sorte Y), on a de fagon presque tautologique:

Théoréme. Pour toute K - espéce F = F(X) et toute sorte Y de points
(distincte de X), on a les développements de Taylor

F(X+Y) = E(Y0/0X) F(X)

= F(X) + YF(X) + Ex(Y0/dX) F(X) + - + E(Yd/doX) F(X) + -

= FX) + YF(X) + (Ya/aX)Z/@2 FX) + - + (Ya/aX)k/Gk FX) + -,
selon les degrés ascendants en Y. 2]

Bien entendu, en considérant 1a décomposition atomique de chacun des termes
E, (Y0/0X) F(X) (considéré comme K - espéce a deux sortes X et Y), on obtient la
décomposition atomique compléte de F(X+Y).

Il est facile d'étendre le domaine d'application des opérateurs E, (Yd/0X) aux
espéces a deux sortes G = G(X, Y) en disant qu'une E,(Y9d/0X) G(X, Y) - structure
estune G(X, Y) - structure dans laquelle exactement k points de sorte X ont été
remplacés par des points de sorte Y. Cette extension sera utile dans la prochaine
section. On ala formule G(X +Y,Y) = E(Y0d/0X) G(X, Y).

4. Les opérateurs (Yo0/0X)Ak /k!

Nous savons que E(Y9/0X) # eY90X  Ceci est fondamentalement di au fait
que pour tout k =2 et toute espéce F =F(X):
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[(Y0/0X)X/ @, 1 F(X) estune espéce (a deux sortes)
tandis que
[(YO/0X)X/K!1F(X) est, en général, une Q - espéce (3 deux sortes)

qui n'est pas une espéce.

Afin de pouvoir conserver (comme en analyse classique) la division
"numérique" de nos opérateurs différentiels par k!, il nous faudra travailler dans les
K- espéces (o K estla cloture rationnelle du demi - anneau binomial K). De plus,
'opérateur Yo/0X devra lui- méme subir une modification. Cette modification
s'obtient en le substituant dans la Q - espéce X des pseudo - singletons définie
comme Suit :

Définition [L7]. La Q - espece des pseudo - singletons (de sorte X) est
le logarithme analytique de I'espéce E =E(X) des ensembles :

X = BE = fn(1+E% = E* -;—E*2+;—E*3-%E*4

ou E*= E;+E,+E;+E, + - désigne I'espéce des ensembles non vides .

Remarques. — Puisque les singletons sont les ensembles connexes, on peut
considérer que l'espéce X des singletons est le "logarithme combinatoire” de I'espéce
E des ensembles. Ceci justifie la notation X etla terminologie de "pseudo -
singletons" lorsque I'on prend plutét le "logarithme analytique” (celui de l'analyse
numérique des séries formelles) de I'espéce E = 1 + E*. On en déduit que l'espéce E
des ensembles est I"exponentielle analytique” de la Q - espéce X des pseudo -
singletons: E(X) = eX (dans Q[[a]]).

~

On a aussi les formules : (X + Y)A = +Y et (tX)A=t5( (tef().

— En développant complétement X selon la définition qui précéde on obtient la
décomposition atomique explicite

“ 1, 2 13 1 2 2 1 -4
X= X+(E2-?E1)+(E3-E1E2+§El)+(E4-;E2-E]E3+E1E2-—4—El)
vitv,+...-1 (V. +V_ +- -1
s s s > ' ) Sl 12 EllEzz"')*""
v1+2v2+3v3+...=n Vl! V2!
v;21
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ol n prend successivement les valeurs 1, 2,3, ....

Théoréme. Soit F=F(X) une K -espéce et considérons I'opérateur
(Y9/oX)A définisurles K - especes a deux sortes X et Y par

(YIRX" = X o (YORX) = YIRX + (E(YRX) - L EX(YRX)) + -

On a le développement de Taylor

FX +Y)

e (YORXY F(x)

F(X) + (YOPX)NECX) + - + %(Y&/&X)Ak F(X) + - .

Le développement de Taylor plus général

FX +1Y)

e t (YOOXY px)

k
F(X) + 1 (YYRX)" FCO + =+ + - (YORX)" * E(X) + -,

est aussi valable pour tout te K.

~

Démonstration. Dans 'anneau T([[Q]] on a l'identit¢ E(X) = eX. En
substituant Y0/dX ala place de X dans les deux membres on obtient

E(YJ/0X) = e (YoRX)M

On conclut en utilisant 1a formule F(X+Y) = E(Y0/0X) F(X). Le développement
plus général s'obtient en faisant appel a 'égalité

(t YOOX)N = t(YdOX)A,

qui découle de l'identité (t X)N = t)A(, valable dans TIZ[[CZ{]]. m

5. Quelques applications

Les versions combinatoires du développement de Taylor que nous venons de
donner permettent de mieux dégager certaines similitudes qui existent entre 1'analyse
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classique (des séries formelles) et la théorie des K - espéces.

— Par exemple, la formule bien connue de Faa di Bruno qui explicite les
dérivées successives de la composée G © F de deux séries formelles prend dans le
contexte des K - espéces les deux formes suivantes:

Corollaire (Faa di Bruno). Soient F = F(X) et G = G(X) deux
K - especes, F(0) =0. Pourtout n>0, on ales deux identités:

E (Y9/0X) (GoF)(X) =

D, E (T,90Ty) E (T,/T,) - E_ (T, 9T, G(T,)
1 2 Va

T; = E; (Y0/oX)F(X)
V+2Vy+.4nv, = n

i=0,1,..,n

et

[(YO/oX)A ™/ n!] (GO F)(X) =

Vv V. A\
Z (T,9RTY" ' (T,00TY"* (T RTY"

v ! v ! v !
_ 1 2 n
v1+2v2+...+nvn =n

G(T,) o,
T, = (YalpX)" it F(X)

i=0,1;::n

ou Ty, Ty, ... désigne une suite auxiliaire dénombrable de sortes de points.

Démonstration. On obtient la premiére identité en isolant les termes vivant
sur la cardinalité¢ n en Y dans les membres extrémes de la suite d'égalités

(GOF)(X+Y) = GEFX+Y))
= G(F(X) + E{(Y0/oX)F(X) + E5(Y0/0X)F(X) + -+ )
= G(Ty+ Ty+ Tyt )
T, = E, (Yo/oX) F(X), i 20
= E(T,0/0T) E(T,0/0Ty) - G(Ty .
T, = E; (Y3AX)F(X), 1> 0
On procede de fagon similaire pour la deuxiéme identité. |

Remarque. Dans le cas parﬁculier ou F et G sont des séries formelles on a
les égalités E,(Y0/0X) F(X) = [(Y0/oX)A1/i!] F(X) = Y FO(X) /i!. Ainsi, les deux
formules plus haut se dégénérent (aprés simplification des facteurs Y™ et
regroupement des termes) en l'identité unique
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(n) )
e 2, Y, L EREmT Fn | G¥op)
il k>0 viivylov! 1! 2! n! ’
- v1+2v2+..,+nv11 =n
VitV ety = k

qui constitue la version classique de la formule de Faa di Bruno [J1]. On sait quc cctte
demiére formule permet de développer GOF dans le casou F et G sont des séries
formelles. Il en est de méme pour ses relévements combinatoires puisque 1'on a les
¢galités générales suivantes:

(GoR)(Y) = (GoM(X+Y)lx.. o= E(YHOX)(GF)(X)ly.. o= eYIXNGOR)(X)ly.. .

11 est cependant possible de décrire un développement beaucoup plus raffiné en utilisant
les décompositions moléculaires de F etde G:

Corollaire. Soit T, un systtme de représentants de toutes les especes
moléculaires (a isomorphisme d'espéces prés) et posons M.+ = M \ {1}. Soient
G(X) et F(X), F(0) =0, deux K - especes ayant les décompositions moléculaires

GX) = 2, g M, FX) =2 (N, g, fy€ K.
ME‘JTL N€m+

Finalement, donnons-nous, pour chaque M € M, une sorte auxiliaire Ty de points.
On a alors la formule (ou I'on a posé T, =T pour simplifier)

GEX) = 3 e [] ™" mm

. = + ’
Mem Nem+ T-=0,TN~ N,Ne‘m,

qui permet d'exprimer G(F(X)) comme combinaison linéaire infinie (@ coefficients
dans T{[[Cl]]) de mondmes en les "variables" gy et f, Me M, Ne M.

Démonstration. Par linéarité, G(F(X)) =Y gM(F(X)). De plus

MEX) = MT+2, fyTy) )
Ne M T=0, Ty=N, Ne M
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fiy (Tyy 9/0TA
= I1 " v

= = +‘
— T=0,Ty=N NeMm
— Voici un autre exemple d'application. Nous avons défini [L7] la notion de dérivée
directionnelle dune K - espéce F=F(X) dans la direction d'une K - espéce H =
H(X), H(0) =0, comme étant I'unique K - espéce, notée DyF = Dy F(X),
satisfaisant

F(X +tH) = FX) +t (D F)(X) + Ot 2).
Ici t estun "élément variable" de K et O(t2) désigne une K- espece dont tous
les coefficients de la décomposition atomique sont des polyndmes en t factorisables
par t 2, Un certain nombre de méthodes de calcul pour Dy F ont été proposées [L7].
L'opérateur (Y0/9X)  permet ici d'en dégager une nouvelle:

Corollaire. Onalaformule DyxF = (YO/OX)NFX) |y .- -

Démonstration. On a successivement

FX+tH) = FX+tY)ly.g = eYOX'EX)ly . g
= FX)+t(YORXNFX) ly.opg + Oty g
= F(X) +t(Dg H(X) + 0t 2),
a cause de l'unicité de (Dy F)(X). ]

Remarques. Iy a une analogie évidente avec la formule
DyF = (YO/oX)FX) | y.y = HF'
qui est valable lorsque F et H sont des séries formelles. Dans le cas général des

K - especes, il ne faut cependant pas confondre Dy F et H-F' comme le montre
I'exemple F =E, (les paires non ordonnées) et H = X (les singletons):

DyE, = 1) X%+ E, # X? = XE,'.

La régle du produit Dy (F-G) = (DF)-G+F-(DyG) etla bilinéarité
de Dy F montrent que le calcul des dérivées directionnelles générales peut se réduire au
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calcul des

Dy A ol M: moléculaire et A : atomique.
Pour les espéces atomiques A vivant sur les cardinalités < 5, le calcul des
Dy; A peut étre fait en utilisant le corollaire précédent en conjonction avec la table des
(Y9/0X)" A donnée dans la section 6, plus bas.
— Une autre situation ot les présentes méthodes peuvent s'appliquer utilise les
rapports qui existent entre les opérateurs de dérivation directionnelle Dy et les
opérateurs de différence directionnelle Ap définis [J4] (voir aussi L1, L6, L7]) par

Le contexte se résume comme suit [L7]: pour toute K -espéce F normalisée,
c'est-a-dire ayant une décomposition atomique de la forme

F(X) = X+aX2+bE, +cX>+dC; +eXE, +fEy+ -+,  a,b,c,..€ K,
il existe une unique famille
F<'>(X) = X +a)X2 +bOE, + c()X> +d®)C; + e()XE, + f()E; + -, te K

de K - especes, appelées les itérées généralisées de F, caractérisée par les trois
conditions

i) Vne N: F<"> = FoFo..oF (itération d'ordre n),

i) Vs,te K: F<s+t> _ F<$> F<t>

iii) les coefficients a(t), b(t), c(t), ... de la décomposition
atomique de F<* sont des polynémes en t.

On a le résultat suivant concemant le générateur infinitésimal ® de F, défini par
® = genF = (/) F<'>|,_, e K[[&]l.
Théoréme [L7]. Pour toute K -espéce G, les équations suivantes sont
satisfaites dans 'anneau K[[C1]]

(d/dt) GOF<'> = Dy, (GOF<'>) = (DgG)oF <!>
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oi D¢ désigne I'opérateur de dérivation dans la direction du générateur infinitésimal
® de F. En particulier, pour G = X on a les formules

(d/dt) F<'> = Dg F<!> = @oF<t>, @
Résolvant ces équations différentielles on en déduit les identités

<t> tD <t> tD

GoF '~ = ¢ °G, FF"=¢ ®°X,

qui se spécialisent, faisant t = 1, en les formules remarquables

D D
GoF = ¢ %G, F=¢%X.
D'ou I'on tire immédiatement;

Corollaire. Soit ® = genF, alors les opérateurs Ag et Dg sont reliés par
les formules

Az=e®-1 D =1Id+a,

ou I désigne l'opérateur identité 1 : f([[(l]] —> f([[&]].

Démonstration, On a successivement
D<b Dd>
AG = Go°F-G = ¢®°G-G = (°®-DG.
D'ou 1a premicre égalité. On en déduit que I+ Ag = exp(Dg). En conséquence,

- = 1 A2 3 1a4,
Dy = WA+ = Ap- A+ A} - 2%+ - =

W | =

Remarques. L'analogie avec le calcul des différences finies [J1] est ici évi-
dente. Eneffet, en travaillant dans I'anneau de polyndmes f([X] C f([[(ﬂ]] eten
prenant pour F le polyndme (non normalisé) F = F(X) = X + 1, on obtient F<!>
=F<'>(X) = X+t. Donc ® = (d/dt)F<‘>|t=0 = (d/dt) (X+t)|t=0 = 1.
Ainsi, Ay, =A et D, =D = d/dX o
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Ay ,1G =GX+1) - GX) = AG, D;G = GX) = DG = (d/dX) G.
On retrouve donc les identités usuelles
A=¢el -1, D = (I +A),

de I'analyse numérique. Cette analogie va plus loin. Par exemple, en élevant a la
puissance k chacune des deux identités du demier corollaire on obtient les formules

ou les Snk et les Gnk désignent respectivement les nombres de Stirling de la
premiére et de la deuxi¢me sorte (1a notation utilisée pour les nombres de Stirling est
celle de Jordan [J1]).

Soulignons cependant la différence fondamentale suivante entre les deux
contextes: les opérateurs A et D diminuent le degré des polyndmes auxquels ils sont
appliqués tandis que (pour les K - espéces normalisées F) les opérateurs Ap et Dg,
augmentent I'ordre de contact avec 0 des K - especes auxquels ils sont appliqués
(voir [L7] pour plus de détails).

Pour conclure, donnons deux derniéres illustrations de 1'analogie avec le calcul
des différences finies. 11 s'agit des versions combinatoires suivantes de la formule
sommatoire d'Euler - Maclaurin et de 1a formule d'intégration de Gregory [J1].

Corollaire. Soit @ le générateur infinitésimal d'une K - espéce normalisée
donnée F etsoit H une K - espéce quelconque. Alors:

a) (Euler - Maclaurin) Toute solution G € f([[@i]] deI'équation A G = H
peut s'écrire sous la forme

1 1 1 +3 B, -1
G=I'--H+ —-DI'-—DH + -+ —D_ H + -
2 12 @ 720 @ n! @

ou I' estune solution de I'équation Dg " = H etles B, désignent les nombres de
Bernoulli définis par la série génératrice exponenticlle
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b) (Gregory) Toute solution T e f([[('ﬁl]] de I'équation DgT' = H peut
s'écrire sous la forme

= L et L - 19 A3 =l
=G+ gH-ZAH+ _AH- D AH 4+ b A" H + -,

ou G est une solution de 'équation ApG = H etles b, désignent les nombres de
Bemoulli "de la deuxi¢me sorte" définis (voir [J1], p. 279) par la série génératrice

X n
_— = z, b X
@ +X) a20 "

Démonstration. a) On a successivement

D D
. _ s @ _ . @ L
AG=H ssi (e DG =H ssi Dd) [(e I)/ D(D] G =H

: D
ssi DIr=H od T=(e ‘D-I)/DQ]G.

La demicre égalité équivaut a

b) On a successivement

DI'=H ssi @+A)T =H ssi A [(In@I+A))/AJIT = H

ssi A;G=H ot G=[{nd+AD)/AlT.

La demiére égalité équivaut a
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. G=G+ Y bAl'H o

r= ——
a+ay n>1

Ce corollaire implique, en particulier, que
ApG = H estrésoluble (pour G) &= D,I' = H est résoluble (pour T).

De telles équations ne sont cependant pas toujours résolubles. Par exemple,

D G=X n'a pas de solution dans T([[(’l]].
E, + X

En effet, toute solution G devrait nécessairement s'écrire sous la forme

G = a+bX +cX%+ dE, + -, avec a,b,c,d,..e K.

Or les tables de 1a section 6 montrent que I'on doit nécessairement avoir

D G = bX’ + bE, + -,

E2+X2

ce qui est contradictoire avec 1'équation proposée.

I serait intéressant de déterminer des critéres de résolubilité de ces équations et
d'analyser la nature précise de leurs solutions, lorsqu'elles existent.

6. Tables

Voici trois tables permettant d'illustrer, sur les petites cardinalités, les divers
concepts et résultats du présent travail.

— La premicre table, inspirée de [L5] et [L9], a été construite en collaboration
avec H. Décoste. Elle contient (2 isomorphismes d'espéces pres) la liste compléte de
toutes les espéces atomiques vivant sur n< 5 points. A droite de la formule identifiant
chacune d'elles, nous donnons un diagramme représentant le type des structures de
I'espéce considérée. Certaines de ces especes (Ps/ 2, et (X2-Cy(X))/ 2,) sont
des especes quotient sous I'action du groupe Z,. Pour obtenir plus d'explications sur
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r=—AF__G=G+2 b AL T'H. =
ha+ay n>1

Ce corollaire implique, en particulier, que
Az G = H estrésoluble (pour G) &< DgeT' = H est résoluble (pour TN).

De telles équations ne sont cependant pas toujours résolubles. Par exemple,

D < GaX n'a pas de solution dans f([[(ll]].

E, +

En effet, toute solution G devrait nécessairement s'écrire sous la forme

G = a+bX+cX?+dE,+ -, avec ab,cd,..e K.

Or les tables de la section 6 montrent que I'on doit nécessairement avoir

2
D G = bX" + bE
l'£2+x2 2+

ce qui est contradictoire avec I'équation proposée.

Il serait intéressant de déterminer des critéres de résolubilité de ces équations et
d'analyser la nature précise de leurs solutions, lorsqu'elles existent.

6. Tables

Voici trois tables permettant d'illustrer, sur les petites cardinalités, les divers
concepts et résultats du présent travail.

— La premicre table, inspirée de [L5] et [L9], a été construite en collaboration
avec H. Décoste. Elle contient (a isomorphismes d'especes prés) la liste compléte de
toutes les espéces atomiques vivant sur n< 5 points. A droite de 1a formule identifiant
chacune d'elles, nous donnons un diagramme représentant le type des structures de
l'espece considérée. Certaines de ces especes ( Ps/ 2, et (X2. C3(X))/ 2,) sont
des espéces quotient sous 1'action du groupe Z.,. Pour obtenir plus d'explications sur
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les notations utilisées, le lecteur est invité a consulter le texte [L9] de J. Labelle.

— La deuxi¢me table contient le développement de Taylor de chacune des
espéces atomiques A = A(X) vivant sur n<5 points. Il s'agit de la décomposition
atomique de chacune des espéces 3 deux sortes A(X + Y).

— La troisiéme table permet le calcul des dérivées directionnelles de chaque
espéce atomique vivant sur n< 5 points. A c6té de I'espéce atomique A (X) nous
avons écrit la décomposition atomique de I'espéce A deux sortes (Yd/oX)M A(X). Le
calcul final des dérivées directionnelles elles - mémes se fait a I'aide de la formule

Dy A = (YORXMAX)y .- mx) -
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TABLE DU DEVELOPPEMENT DE TAYLOR
DES ESPECES ATOMIQUES SUR n<5 POINTS

A(X) AX+Y)
n=1
X X+Y
n=2
E,y(X) Ey(X) + XY + Ex(Y)
n=3
Es(X) E3(X) + Ex(X)Y + XEy(Y) + Ex(Y)
C3(X) C5(X) + X2Y + XY?2 + C4(Y)
n=4
E4(X) E4(X) + E3(X)Y + Ex(X)E(Y) + XE4(Y) + E4(Y)
E (%) E,/E(X) + C3(X)Y + Eo(XY) + XC5(Y) + E£(Y)
E,0 E,(X) E,0 E,(X) + XE,(X)Y + Ey(E(Y) + Ex(XY) + XYE(Y) +E,° Ex(Y)
P,bic(X) P,be(X) + X3Y + 3E,(XY) + XY3 + P,M(Y)
C4(X) Cy(X) +X3Y + X2Y? + E,(XY) + XY+ Cy(Y)
E,(X? E,(X?) + 2X3Y +2X2Y2 + 2E,(XY) + 2XY3+ E,(Y?)
n=5
Es(X) Es(X) + E40Y + E3(OEy(Y) + E;(OE(Y) + XE(Y) + E5(Y)
Est(X) ES(0 + EJFOOY + (C400Y2) /2, + (X2C4(Y)) /24 + XE(Y) + EsH(Y)
Ps(X)/ 2y | Pg(X)/2Z5+ Cy(X)Y + XE,(XY) + Ex(XY)Y + XC(Y) + P«(Y) /2,
P5(X) Py(X) + Ex(X?)Y + 2XE,(XY) + 2E,(XY)Y + XE,(Y?) + P&(Y)
XIC3 (XN /2y | (KECy(X) /2 + XCy(X)Y + Ey(XD)Y + (C3(X2Y2) 125 +X3Y? + XE,(XY)
+EyXY)Y + X2Y3 + (X2C4(Y)) /2y + XEo(Y2) + XCy(V)Y + (Y2C4(Y)) /2,
Cs(X) Cs(X) + X4Y +2X3Y? + 2X2Y3 + XY* + Cs(Y)
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POUR LES ESPECES ATOMIQUES SUR n<5 POINTS

Formule générale: DyAX) = (Yo/oxX)» AX)l . M

A(X) (YO/OX)N A(X)
n=1
X Y
n=2
Ey(X) XY + (Ex(Y) - ap)Y?)
n=3
E;(X) EXX)Y + X(Ey(Y) - amY?) + (E5(Y) - YEX(Y) + (1/3)Y3)
Cy3(X%) XY + (C(Y) - amY?)
n=4 _
E,(X) Ex(XY + E)(X) (Ex(Y) - (1R2)YD) + X (By(Y) - YExY) + (1/3)Y?)
+ (Ey(Y) - (I2Ex(YN?- YE4(Y) + Y2E,(Y) - (1/4)¥%
E5(X) CRY + ByXY) - (12X2YD) + X (Cy(Y) - (YD)
+ (E45(Y) - “(IRENY?) - YCy(Y) + (172) YY)
B2 Ex(X) | XE,X)Y + (By(OE,(Y) + Ex(XY) - (IDE(XY2- (12)X2Y?)
+ (B9 Ex(Y) - (12)(E(Y)2 - (12)E,(YD) + (1/4)Y%)
P,"e(X) X3Y + BEXY) - GX2Y2) + (P,MY) - GRE, (YD) + (v
C4(X) XY + (Ex(XY) - 12X2Y?) +(Cy(Y) - (1/2)Ex(Y2)
E,(X?) 2X3Y + (2E,(XY) - X2Y?)
n=35
Es(X) E,0Y + E3(X) (Ex(Y) - (1/2)Y?) +Ex(X) (E5(Y) - YE,(Y) + (1/3)Y3)
+ X (By(Y) - (I2ENN? - YE4Y) + YZEL(Y) - (1/4)Y%
+(E5(Y) - YE4(Y) - EX(Y)E3(Y) +Y2Eq(Y) +Y(Ex(Y))? - Y3E,(Y) + (1/5)Y))
EsE(X) EFOOY + (C00YD) /2, - (I12)C()Y?) + (K2C,(Y) 12, - Ey(XY)Y
+ (BXPY?) + (KB = (AR)XEHY?) - XYCy(Y)+ (12X
+ (E5(Y) - YEZAY) - (Y2C4(Y)) /2, + Y2C4(Y) + YEL(YD) - (3/5)Y)
PsX)/ 2y | COY + X(ENXY) - (12)X2YD) + X (C4(Y) - (1DE, (YD)
+ (P5(Y) /2 - YC,(Y) + (1/5)Y7)
Ps(X) Ey(XDY + X 2Ex(XY) - X2Y?) + (P(Y) - YE,(Y?) + 2/5)Y))
CCC3 (N /12y | (XCy) + ExXKD)Y + (C3(Y2) /24 XE,(XY) - (12)C5(0 Y% 1/2)K3YD)
+ (X?C5(Y)) /2, - E;(XY)Y +(13)X2Y3)
Cs(X) X4Y +(C4(Y) - 1/9Y5)
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