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EINIGE BEMERKUNGEN ZU GLEICHHEITSTESTS
UND DEREN KOMPLEXITAT

Herrn Prof. Dr. St. SCHOTTLAENDER
in Dankbarkeit und Respekt zu seinem 60. Geburtstag

VON

W. LEX

In der - sit venia verbo - Kunst des Programmierens wird man
des O0fteren mit der Aufgabe konfrontiert, festzustellen, ob
in einer Liste Elemente ibereinstimmen; etwa, wenn ein durch
seine Cayleytafel gegebenes Magma auf Kiurzbarkeit hin zu
untersuchen ist oder wenn in einer Datenbank, z.B. einer
Personalkartei, gleiche Attributwerte bestimmt werden sollen.
Im wesentlichen lduft das darauf hinaus, daB eine endliche
Folge natirlicher Zahlen auf gleiche Glieder hin getestet

wird.
Genauer - IN sei die Menge positiver ganzer Zahlen und
n =1{xe N|x<n} firne N - legen wir fest

Definition 1: o = (a%)nek sei eine Folge auf n mit k,n e IN~1;
ein Algorithmus 9 heiBe Gleichheitstest - fiur o -, falls

? die Wahrheit bzw. Falschheit von

(1) Jx,rek: x<r A oa = a,

feststellt.

Flir k>n liefert das Schubfachprinzip sofort die Gultigkeit
von (1). - Wir beschrdnken uns hier auf k=n, da der allge-
meine Fall spdter ausfihrlicher dargestellt werden soll.
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W. LEX
Nach einer vollstdndigen Analyse des iiblichen Vergleichstests
in T wird in II eine Klasse von Algorithmen betrachtet, die
die Folge o nur einmal linear durchlaufen und bei minimalem a
in (1) abbrechen. - Gleichheitstests scheinen bislang in der

Literatur nicht behandelt worden zu sein; fir entsprechende
Hinweise ist der Autor dankbar. 1)

Der wohl nédchstliegende Gleichheitstest fiur o« mit k = n besteht
im sukzessiven Vergleich der einzelnen Folgenglieder mit den
restlichen und Abbruch bei der ersten Gleichheit, genauer

Definition 2: Sei « wie in Definition 1 und k =n (e N~1):

a) 40 bezeichne den durch folgende PASCAL-Anweisungen ge-
gebenen Algorithmus, wobei a im Feld A stehe, G eine

Boolesche und I, J Integer-Variable sowie N eine Kon-
stante fir n seien:

G := false;
for I := 1 to N-1 do
for J := I+1 to N do
if ALIJ = A [J] then 7
1: if G then writeln ('Gleichheit')
else writeln ('Alle verschieden');

mit y als Abklrzung fir

begin G := true; goto 1 end

1)Frl. cand. inf. M. Séding gilt mein aufrichtiger Dank fir
das Testen der Algorithmen und fiir kritische Durchsicht.
142



BEMERKUNGEN ZU GLEICHHEITSTESTS

B) V_ sei die Durchschnittskomplexitit fir /47 Gleich-

n

verteilung vorausgesetzt, also die mittlere Anzahl
der zur Feststellung von Gleichheit oder Verschieden-
heit (zur Erreichung der Marke 1 im Teil «)) notwen-
digen Vergleiche (Abfrage in Zeile 4 des obigen Pro-
grammausschnittes), wenn jede Folge o gleichwahr-
scheinlich ist.

Optimale Komplexitat, 1, und pessimale, :i

n
(n-v) = (),

_—

liefern eine erste grobe Abschdtzung

1 =

genauer erhdlt man

Satz 1: Fir n e IN-1

v, -
mit
R, s
und
0,581 976.x: =

1n
Vv

Ml

n
n

1
0

<
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1
&1 < Ry

iberdies erweist sich p s

fallende, gegen (e-1)-1

Beweis: Wir betrachten alle n"

mit An die Gesamtzahl der notwendigen Vergleiche; also

= TR

n°
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W. LEX

Der Gleichverteilung wegen beschrdnken wir uns auf die
etwa mit 1 beginnende Folgen, nennen die Gesamtzahl der

notwendigen Vergleiche - bei a, = 1T - E_ und haben

n

Ferner sei Bn die Zahl der notwendigen Vergleiche bei
a, =1 A Jvensi: a, = 1;
damit ergibt sich

E--B. = (n-1) - (n-1)""1 Ap_q-
b, sei die Zahl der notwendigen Vergleiche im Falle

a; =1 =a, . und a, ¥ 1 fir wevsy? und ven-1; mit-
hin gilt

b = wfn=1)Y-1 o po=1-

v L}

unter Beachtung der sich durch Differentiation aus der
Summe einer geometrischen Reihe ergebenden Summations-
formel also

_ nzi _.n n-1
Bn & v§1bv =n - (2n-1) (n-1)
und mit (4), (5) und (6) sowie q, s Qﬁl fir ne N weiter
Vv = n+qn'1(v -n)
n n n-1 ’

was unschwer auf die Vermutung

noon oy
= - )
Vn n u=1 \)Eu 9y

fihrt, die sich mittels Induktion verifizieren 1iRt
und nach einiger Umformung (2) impliziert.
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BEMERKUNGEN ZU GLEICHHEITSTESTS
Durch Induktion beweist man
n
< (ne IN),
Vv

1M
<1 E
<
jun J o |
. >

1
0 Vv:

was die obere Schranke in (3) liefert, und wegenz)

R =(1+%)‘” (R +1)

n+1
auch Rn+1 < Rn’ woraus die Konvergenz von p folgt. Mit
%ig (1+%—)n = e und (7) ergibt sich daher der Grenzwert

von p zu (e-1)_1.

II
Wie erwdhnt behandeln wir nun einige Tests, die das zu
testende n-tupel nur linear durchwandern. Um deren Komplexi-

tdt zu beschreiben, geben wir

Definition 3: Mit o wie in Definition 1 und k =n (e IN+1) sei

m(a) s min {(xen|dxen: » <raa =al,

ferner

ey = { m(e) , falls { (1)

n - (1)
und
. =N

Mn sn ae):nn mg

(wobei AB = (f|f : B - A}).

Elementare Uberlegungen und eine grobe Abschdtzung liefern

2)Fijr den Hinweis, hier rekursiv vorzugehen, danke ich Herrn

Dr. J. Schmalmack herzlich [2].
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Satz 2: Fir alle ne N~ gilt

My = (n-1)! (niz v(v+1) 2 n3'”)
\):1 v
n (n-v)!
und
n+3
2 <M <« ===
L 2
. .0
(dabei sei 2. ... s0).
\):1

In der ndchsten Definition werden drei Algorithmen der oben
genannten Art festgelegt: & schopft n aus, A nutzt - &hnlich
wie bei Godelisierungen - die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung, und 33) gebraucht - wie auch » - die Folgen-
glieder als Indizes. |

Definition 4: o und k=n seien wie in Definition 2, ferner
werde der Programmteil von der Marke 1 an jeweils von
dort ibernommen ebenso wie und die Bedeutung der ein-
schldgigen Variablen und Konstanten, wdhrend der Typ
der nicht eigens vereinbarten Variablen sinngemdB zu
ergdnzen ist. Durch die folgenden PASCAL-Anweisungen
werden die erwdhnten Verfahren beschrieben, und zwar

a) £ durch

G := false; 7 := (1..NJ1-[AL11];
for I := 2 to N do
if ALI] in Z then Z := Z-[A[I]] else 9

B) ;b durch

3) Herrn Prof. Dr. J. Gillis danke ich aufrichtig fiur die

freundliche Angabe eines Tests, der im wesentlichen mit %
Ubereinstimmt [11.
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BEMERKUNGEN ZU GLEICHHEITSTESTS

G := false; Q := Q div PLAL[11];
for I := 2 to N do
begin D := PLALI]];
if Q mod D = 0 then Q := Q div D else g'end;

wobei im Feld P die n ersten Primzahlen in natirlicher
- oder auch beliebiger! - Reihenfolge und in Q deren
Produkt stehen.

v) % durch

G := false, WLA[1]] := false;
for I := 2 to N do
if WLALIJ] then WLALI]] := false else ? :
1} e 3

wobei jede Komponente des Feldes W zundchst auf "true"
gesetzt ist.

Zum AbschluB vergleichen wir die eben definierten Tests mit
dem in I behandelten Verfahren 4):

Satz 3: Bei einem Gleichheitstest g,fUr Folgen der Ldnge
k = n (e N~1) ergibt sich die mittlere Zeitkomplexitdt
Kn( 7) von-y unter Vernachldssigung der Aufbereitung der
zusdtzlich benutzten Felder und Mengen sowie eventueller
additiver Konstanten zu

fur g € {f,fa,:}} mit

v,c; e RY (s1{xe R|x > 0});

ferner gilt
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W. LEX
2v>c7 => Ime N Vne]N(n>m=>Kn(g)<Kn('/0)
fir 9 e (&2, #).

Beweis: (9) folgt unmittelbar aus der Definition der betref-
fenden Algorithmen.

Es sei 2v > ¢ = c? und m minimal aus N mit

> 3c+2v
2v-¢c

was fir alle n e N mit n > m unter Beachtung von (9), (8),
(2) und (3) sofort

_ . n+3 _
Kn(g) = Mnc < - ¢ < (n-1)v < Vv = Kn(l.f)),
also die Behauptung liefert.
Numerisch empirische Bestdtigung dieser Vergleiche sind ge-

plant.
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