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EXPERIMENTELLE MATHEMATIK

VON

ADALBERT KERBER^

Viele mathematische Strukturen, z. B. Graplien, besitzen - zu vorgegebe-
nen Parametern (z. B. Pu.D.ktezaU oder Puakte- und Kantenzahl) - n-ur
endlicli viele Auspragungen. Bei ihrei Untersucliung kann man deshalb wie
folgt vorgehen. Man verscliafft sich, zu verscliiedenen Parametersatzen, ei-
nen Vorrat an Beispielen und treibt an diesem Mustererkennung. Haben
alle Beispiele eine gewisse Eigenscliaft, d.h. erkennt man ein Muster, dann
fiihrt dies zu einer entsprechenden Hypothese, die man an zusatzlichen
Beispielen noch nach.pr-u.ft oder gleich. ZTI beweisen versucht.

Bei diesem Verfahren kommt es naturlich auf die Auswahl der Beispielsatze
an, sie sollte systematisch -u.nd vor allem vorurteilsfrei getroffen werden,
damit gewahrleistet 1st, dafi SpezialfaUe mclit bevorzugt werden, die zu
falschen Hypothesen verleiten konnen. Ich. will deshalb einmal anhand von
gewissen Strukturen eine solche Vorgehensweise beschreiben. Sie ist leicht
auf viele weitere Falle veraUgemeinerbar.

Herr Wolffhat uns in seinen beiden Hauptvortragen wahrend dieser Tagung
die Nutzlichkeit der BegrifFsanalyse demonstriert. Diese von der Darmstad-
ter Arbeitsgruppe weit vorangetriebenen Untersuchungen von Begriffsbil-
dungen aus den verschiedensten Wissenschaften gehen von der Definition
des Kontexts uud den z-u.geliorigen BegrifFsverbanden aus. Ich- wahle des-
halb dieses Beispiel um zu demonstrieren, wie man sich. systematisch, vor-iir-
teils&ei und schneU umfangreiclies Spielmaterial an Kontexten verscliaffen
kann, das dann der Muster erkenn-img zu unterziehen 1st, etwa mit Pro-
grammsystemen, die den zugeliorenden BegriflFsverband bereclinen. uiid auf
Eigenscliaften (etwa VoUstandigkeit) untersucheii.

Die Methoden, die ich dazu verwende, lassen sich ganz leicht auf viele
andere FaUe (z. B. Graplien, Schaltfiinktionen, Turmere, Automaten etc.)
ubertragen, sie fu.nktionieren immer dann, weiiii die Strukturen zu vorge-
gebenem Pararatersatz als Balinen von Gruppen defimert werden konnen.

(Lehrstuhl II fur Mathematik. Universitat Bayreuth, D-8580 Bayreuth, BRD
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1. Kontexte

Bin Kontext (G, M, I) kann (vgl. die Vortrage van K.E. WolfF) mit einer
0, 1-Matrix A = (aik) aus g := \G\ Zeilen und m := |M| Spalten identifi-
ziert werden. Setzen wir n := {0,... , n - 1}, dann ist A ein Element der
Menge

yxm:={A:gxm-. 2}.

Je zwei Kontexte sind aber nur dann wesentlich verschieden, wenn sie nicht
durch Umnumerieren von G und M auseinander hervorgehen. Das ergibt

1. 1 Folgerung: Vollstdndige Systeme wesentlich verschiedener Kontexte
mit g Gegenstdnden und m Merkmalen sind genau die Transversalen der
Menge

2^m//5, X Sm

aller Bahnen des cartesischen Produkts Sg x Sm symmetrischer Gruppen Sg
und Sm auf der Menge 29xm aller 0, 1-Matrizen mit g Zeilen und Spalten
unter der Operation

(S, x «") x 2'xm -^ 2"xm: ((TT, />), (»")) ̂  (a, -,.,, -,, ).

(Man kann dies natiirlich noch verfeinern, indem man etwa Bahnen weglaBt,
deren Elemente Nullzeilen oder paarweise gleiche Zeilen enthalten usw.)

2. Anzahlen von Kontexten

Aus 1. 1 ergeben sich mit Hilfe der konstanten und der gewichteten Form
des Lemmas von Cauchy-Frobenius (vgl. etwa [I], [2]) die folgenden An-
zahlsatze:

2. 1 Folgerungen: Die Gesamtzahl wesentlich verschiedener Kontexte mit
g Gegenstdnden und m Merkmalen ist

\Vxrn//S, x S^\ =
g\m\ E

(7r, p) 65^x5

y(v, p)

g A '-'m.

wenn z{^, p) die Anzahl der Zyklen von (7T, p) auf g x m bezeichnet.
Die AnzahlwesentlichverschiedenerdieserKontexte vom Gewichtk (:=An-
zahl der Einsen) ist der Koeffizient von xk im Polynom

g-m

^E'rid^r- (^, p)
g'.ml

(^, p) ̂ =1
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wenn (a^Tr, /?) die Anzahl der i-Zyklen von (TT, /?)) bezeichnet.

(Es gibt naturlich sowohl fur Z^TT, /?), als auch fiir a^TT, /?) explizite Formeln!)
Hier sind einige, von D. closer berechnete, Anzahlen von Kontexten:

Berechnete Anzahlen verschiedener Kontexte

g\m
+

1

2

3

4

5

6

7

8

6

2

3

4

5

6

7

8

9

3

7

13
22
34
50
70
95

4

13
36
87
190
386
734

1324

5

22
87
317
1053
3250
9343

25207

6

34
190

1053
5624

28576
136758
613894

7

50
386

3250
28576
251610

2141733
17256831

Kennt man den Untergruppenverband von Sg x Sm gut genug, d.h. sind g
und m liinreichend klein, dann kann man diese Anzahlbestimmungen mit
Hilfe von Burnsides Lemma verfeinern und erhalt die Anzahl wesentlich

verschiedener Kontexte, deren Stabilisatoren zu einer vorgegebenen Unter-
gruppe U von Sg x Sm konjugiert sind. SchlieBlich kann man dabei auch
noch das Gewicht k vorgeben.

3. Die Konstruktion von Kontexten

Fur die redundanzfreie Konstruktion eines vollstandigen Systems wesent-
lich verschiedener Kontexte mit g Gegenstanden und m Merkmalen kann
man folgende Tatsache benutzen, die sich ebenfalls aus 1. 1 ergibt:

3. 1 Folgerung: Zu A = (aik)   2ffxm ergibt die Abbildung

Sg^m -^ 2^m:(7T, /9) ̂  (^-1, ^-ifc)
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eine Bijektion zwischen der M'enge

© '-3gXm\M\'-5ffXm/'-)ff x l-)m

der Doppelnebenklassen von SM © 5'gxm\M und Sg x 5m in Sg^rn und der
M~enge der Bahnen von Sg x Sm vom Gewicht k, wenn

M := {{ij) | a,-, = 1}

und k := |M|. Aus einer Transversale dieser Doppelnebenklassenmenge
erhdlt man also die im wesentlichen verschiedenen Kontexte vom Gewicht
k.

Bei der Ausfiihrung dieser Methode dient die in 2. 1 angegebene Anzahl
solcher Kontexte als nutzliche stopping rule. Hier sind einige Anzahlen
tatsachlich (allerdings mit anderen Methoden) von D. Moser konstruierter
Kontexte:

Konstruierte Kontexte

+

1

2

3

4

1

2

7

3

7

4

13
36

5

22
87

317

6

34
190

1053

7

50
386

8

70

Kontexte ohne Null-Zeilen oder -Spalten

1

2

3

4

1

1 1

3

1

5

17

1

8

42
179

1

11
91

633

6

1

15
180

1

19
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Beispiel fiir |G'| = 2, \M\ = 3:

Ill Oil 001 Oil
Ill 111 111 Oil

Oil 111 110 110
101 000 100 001

110 100 100 100
000 100 010 000

000
000

4. Gleichverteilte Zufallserzeugung von Kontexten

Die im voraufgegangenen Paragraphen geschilderte redundanzfreie Kon-
struktion van vollstandigen Listen wesentlich verschiedener Kontexte zu
einem vorgegebenen Tripel (^, m, fc) von Parametern ist nur sehr einge-
schrankt verwendbar. Deshalb wird man zur Untersuchung grofierer Bei-
spielsatze auf die Redundanzfreiheit verzichten miissen zugunsten von Mach-
barkeit und Geschwindigkeit.

Urn die eingangs geforderte Vorurteilsfreiheit bei der Konstruktion von
Beispielsatzen zu gewahrleisten, muB jedoch auf Gleichverteilung der kon-
struierten Kontexte auf die Bahnen (vgl. 1. 1) von Sg x Sm bestanden
werden. Tatsachlich gibt es einen iiberdies sehr schnellen Algorithmus, der
das alles leistet und auch fiir relativ grofie g und m noch durchfiihrbar ist.
Er wurde 1983 van Dixon und Wilf verofFentlicht ([3]) und auf die ganz
ahnliche Situation der gleichverteilten Zufallserzeugung van Graphen an-
gewandt. (Eine in Bayreuth von Th. Gutgesell geschriebene ([4]) menuege-
steuerte Version hat sich bereits sehr gut bewahrt und wird zur Zeit hier
und auch in Erlangen ausgebaut.)

Wenden wir diese Methode auf Kontexte an, so ergibt sich folgender Algo-
rithmus mit Hilfe von 1. 1:

4. 1 Folgerung: Zu vorgegebenen g und m wdhle man

i) ein Paar (a, b) von Zykeltypen a Hp, ^ H m mit folgender Wahrschein-
lichkeit aus:

, , _ |C-||C-!>||^(a, fe)|
'{av''l~-= g\m\\W^I/S, xS^
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dabei bezeichne \Fix(a, b)\ die Anzahl von Fixpunkten irgendeines Paares
(7T, p) G ^ X 5m, 7T von Zykeltyp a, /? vom Zykeltyp b, \Ca\ und \Cb\ seien
die Ordnungen der Konjugiertenklassen dieser Zykeltypen.

ii) Zu irgendeinem solchen Paar (7T, p) konstruiere man gleichverteilt und
zufallserzeugt einen Fixpunkt (durch gleichverteiltes und zufdlliges Bekgen
der von (-n-, yo) auf g x m induzierten Zyklen mit 0 oder 1).

Dieser Fixpunkt ist ein Kontext, der iiber die Bahnen von Sg x Sm gleich-
verteilt ist, d. h. die Wahrscheinlichkeit, dafi er einer gewissen Bahn an-
gehort, ist fur jede Bahn dieselbe.

Damit ist ein schneUes Verfahren zur vorurteilsfreien Erzeugung grofier
Beispielsatze gegeben. Man kann es leicht zu einer gleichverteilten Zu-
fallserzeugung von Graphen mit vorgegebener Kanten- und Punkteanzahl
verscharfen, diese ist allerdings erheblich langsamer.

Man kann den Algorithmus auch zur gleichverteilten Erzeugung von Kon-
texten vorgegebenen Gewichts verwenden. SchUefilich kann man mit ihm
auch vollstandige Listen paarweise verschiedener Kontexte erstellen. Dazu
benotigt man einen Isomorphietest und Invarianten. In Bayreuth wurden
auf analoge Weise vollstandige Listen von Graphen erstellt mit p < 1Q
Punkten erstellt. Die Anzahlergebnisse aus dem zweiten Paragraphendie-
nen erneut als stopping rule.

5. Experimentelle Mathematik

Die gleichverteilt zufallserzeugten Strukturen, z.B. Graphen oder Kontexte,
laf^t man weiter untersuchen mit Hilfe von Programmen, die beispielsweise
zu einem Graphen seine Eckengradfolge und sein charakteristisches Po-
lynom, zu einem Kontext seinen Begriffsverband und einige von dessen
Eigenschaften berechnen.

Dabei stellt man beispielsweise fest, dafi die Eckengradfolge nur fiir p <
4 eine vollstandige Invariante der Graphen mit p Punkten 1st, das Paar
aus Eckengradfolge und charakteristischem Polynom nur fur p < 7, die
sogenannte Morgantafel mindestens bis ̂  = 10 (letztere Invariante ist wohl
vollstandig, sie wird van den Chemical abstracts zur Codierung molekularer
Graphen benutzt).

Diese Verfahrensweise eignet sich also gut zum Experimentieren, zumal sie
schnell ist. Fur p = 4 erhalt man pro Stunde mit unserer HP 9000, Typ
500, ca. 500000 Graphen, fur p = 10 immerliin noch ca. 100000 Graphen.
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Eine Aufgabenstellung fiir die Entwicklung kiiiistlicliei InteUigenz im Rah-
men mathematischer Forschung besteht nun darin, fur vorgegebenes Bei-
spielmaterial geeignete Funktionen zu entwickeln, deren Werte neue, bisher
noch nicht entdeckte Eigenschaften eigeben.
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