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MULTIPLICATION DES MATRICES ET VECTEURS DE WITT.

Henri GAUDIER () (**)

Dans la théorie classique des invariants, on considére k& un corps algébriquement
clos de caractéristique 0, et GLy, i le groupe des matrices inversibles n x n sur k. On
s’'intéresse aux représentations linéaires de GL, i, c’est & dire aux actions :

Gln g XV — v,
ou V' est un espace vectoriel sur k, ou bien aux homomorphismes de groupes :
P:GLuy — GL(V) = GL,, 4,

qui sont rationnels, et méme polynémiaux, c’est & dire que pour tout 7', 5, P((zi;))e ;€
k[z;;]. Le morphisme p se prolonge alors en un homomorphisme multiplicatif :

P Mn,k N Mm,k7

qui est lui aussi polynémial.

Le but de ce travail est de construire un anneau, noté LM, i, tel que tout morphisme
p ayant les propriétés précédentes ajt une décomposition :

Mn,k i LMn,k =7 Mm,k’

(*‘) Département de Mathématiques, Université de Valenciennes, le Mont Houy, F-59326 VALENCIENNES
Cedex.
(**) Pour ce travail, 'auteur a bénéficié du soutien matériel du P.R.C. Mathématiques-Informatique du

C.N.R.S et de 'IRMA de Strasbourg.
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II. GAUDIER

ou la premiére fleche est un homomorphisme multiplicatif fixé, et la seconde est
un homomorphisme d’anneaux déterminé de fagon unique par p. La donnée d’une
représentation polynomiale de Mn ;. sera donc équivalente a celle d’'un module sur

I'anneau LM, . On peut donc, de ce point de vue considérer LM, » comme l’algebre
du monoide M, (cf [G1]).

Dans le paragraphe 1, on traitera le cas de la caractéristique 0, dans le paragraphe
suivant, on s’intéressera a la caractéristique p, et au cas sans caractéristique, en prenant
pour V non plus seulement un espace vectoriel, mais plus généralement un module sur
I’anneau des vecteurs de Witt.

1. Le cas de la caractéristique nulle.

Soit I = Mn(N) = {(ai;;)i,jen}» @i,j € N} on considere alors le k-espace vecto-
riel LM, = kT. Si 'on note (ea)acr sa base (topologique) canonique, on écrira ses
éléments sous la forme Eae 1 %a €a- Considérons alors le morphisme :

i:Mpr >LMnk

(zi,5) *—*Z(H w?,‘;’)ea = ¥ e (1.1)

a€l 1) a€l

La proposition suivante est alors immeédiate :

Proposition 1 : Tout morphisme polynémial, p de My, dans Mm i, se factorise de
facon unique par une application k-linéaire p' : LMy — M k-

On peut alors énoncer le résultat principal de ce paragraphe :

Théoréeme 1 : I existe sur LM, ; une unique multiplication telle que :
a) LM, » est une k-algebre,
b)i(z.y) = 1(z)(y),

c) pour tout homomorphisme multiplicatif p, 'application p', de la proposition
précédente est un homomorphisme d’algébres.

Cette multiplication est donnée par les formules suivantes :
Teq-Yeh = Zna,b,czy €c) (12)
cel

avec

nape =9, 11 (Wisar- - ¥iin)s (1.3)

v i,j€[n]
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VECTEURS DE WITT

ot la somme est étendue aux

tels que :

A
k
by,
E
| i
| »
| '
L S
I ‘(b)
i Vij.k
|
l .
/'__ L - — = Sl SR
/
¢
/
/ :
(¢)
i
Figure 1
v =(Vijk)ijkem  Vijk €N,

E :Vi,j,k =a4,j5,
J
E Vi jk =bg j,
;
2 :Vi,j,k =Ci,j-
k
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1. GAUDIER

On a noté ((ty,...,t,) le coefficient multindmial (t‘::t:“)

Les conditions (1.5) & (1.7) peuvent se représenter de la fagon suivante : si 'on
représente (v; ;&) comme un tableau tridimensionnel d’entiers (fig 1), la condition (1.5)
dit que si ’on projette le tableau v sur le plan de coordonnées 1,k en additionnant les
coefficients de v qui ont méme projection, on obtient la matrice a; la condition (1.6)
dit que la projection sur le plan j, k donne la transposée de b, et par (1.7), c est obtenu
par projection sur le plan 1, .

Exemple. — Calculons le produit

G0

On vérifie que les seuls v possibles sont les suivants :

0 1 1 0
2 1 ‘ 1 2 ’
L e |1
o - | o o - | o
2 0 2 0
D’ou 'on obtient :
€0 1\ €20\ = 0€0 1y T3€1 0y
GGy G) ()
Remarques. — 1l est facile de voir que beaucoup de coefficients ng 4, sont nuls :

pour avoir un coefficient non nul on doit évidemment avoir :

E Gk = E be,j = E s
ik k,j

1]

Plus précisément on doit méme avoir :

Za,’,k = Z b, ; pour tout k,
i #

Z Wik = Z i, pour tout 1,
k 7 )

Z be,j = Z £, pour tout 7.
k

i

Rappelons d’autre part que la théorie classique des invariants dit que toute représenta-
tion linéaire de GL,  est semi-simple, il en résulte que I'anneau LM, ;. se décompose
en un produit d’anneaux isomorphes a des anneaux de matrices. La remarque ci-dessus
permet de commencer cette décomposition.
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VECTEURS DE WITT

Remarquons enfin que I’élément unité de ’anneau LM, \ est :

1 0 vwe 0

o .o el

1 9 . :Zed)
: . . 0 d
0 ... 0 1

ou la somme est étendue A toute les matrices diagonales d.

2. Le cas de la caractéristique p, et le cas sans caractéristique.

Commencgons par nous placer en caractéristique p. Le corps k, est supposé algébrique-
ment clos ou parfait de caractéristique p, et au lieu de regarder les représentations
de GL, ; dans un espace vectoriel sur k, nous allons généraliser en regardant les
représentations de GL,, dans un module sur un anneay "algébrique” sur k. On
démontre [G1] que sous certaines hypothéses peu restrictives, cela revient & regarder
les représentations polynémiales de G Ly k dans un module sur I’anneau des p-vecteurs
de Witt. Comme dans le cas de la caractéristique 0, on doit alors construire une W-
algebre WM, et un morphisme multiplicatif 5 : My — WM, tel que tout morphisme
multiplicatif p : M,  — A ot A est une W-algebre, admette une décomposition unique
p=p'ionp: WM, — A est un homomorphisme de W-algebres.

Pour éviter des redites et parce que les constructions en caractéristique p, et sans
caractéristique sont treés semblables, nous allons tout de sujte nous placer dans ce
dernier cas et construire Palgébre WM, sur 'anneau W des vecteurs de Witt au
dessus de ’anneau des entjers.

L’anneau des vecteurs de Witt, — Donnons tout d’abord une présentation tres

succinte des vecteurs de Witt. Pour une description plus précise, le lecteur pourra se
reporter a [G2] ou a [DS].

Si R est un anneau commutatif avec unité, 'anneau W est défini par :

W(R) = RN ={(a1,..,8n,...) an€ R}.

L’addition et la multiplication dans W(R) sont telles que pour tout entier n, le mor-
phisme

w,: W(R) > R
(g n w5 By o 0 Zdaz/d,
d|n

est un homomorphisme d’anneaux. On démontre que les composantes de la somme et
du produit de deux vecteurs de Witt s’expriment comme des polynémes a coefficients
entiers en les composantes de ces deux vecteurs.
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II. GAUDIER

Si a € R, on pose 7(a) = (a,0,0,...) € W(R).On a alors :

7(a)(a1,.-18ny--2) = (e ;0 gy o 2 38 Bpye ove)e

On note V,, "homomorphisme de groupe W — W tel que :
T PO — (0,...,0,a,0,...,0,a2,0...).
—— ——

n—1 fois n—1 fois

On note F,, 'unique homomorphisme d’anneaux W — W tel que Fn(r(a)) =
T(a™).

Enfin si iy,...,in € Q> i.e. i > 0, on note *(315- - - »in) le vecteur de Witt tel
que : -
W (*(31,-- i) = (mi1,... ,miy) si miy,...,mi, €N,
=0 sinon.

On montre alors [G2] que iy +-+-+in € N, sill(31+---+in) et pged(l,i1,... in) =1,
alors *((i1,..-,in))/l € W(Z).

Si p est un nombre premier, I’anneau des p-vecteurs de Witt est I’anneau quotient
de W défini par la projection :

T W-W
(G1yeny8nyee) = (@1,8pyeeyQpnyess):
On notera V et F les images par m des homomorphismes V, et F, de W, et par

P((i1,...,in)) celle de *((i1,.-.,%n)-

Construction de WM,,. — Soit J = M,(Q>), si @ = (a;,;) € J, on pose d(a) =

ppemn(dénominateur a; ;). On considere alors le W-module :

WM, =W’ = {Zzaia},

a€J
que ’on munit de la multiplication :
TE,.YEp = Zna,b‘czyé}, (2.1)
ceJ

avec

na,b,c = Z H *((Vivjvl’ MR ] Vi)jyn))’ (2'2)

v i,j€[n]

ou la somme est étendue aux

= (V‘Jlk)"]vkE[n]’ Vi,j,k e QZ) ! (2.3)

vérifiant les relations (1.5) a (1.7).
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Proposition 2 : WM, est une algebre associative sans élément unité, et

e= Y *(0,1/d(a))z,

a diagonale

est un idempotent central.

Considérons maintenant W M, une autre copie de W de base (ea)acy, et le mor-
phisme :

p: WM, - WM,

we, — ﬁVd(a)(w) €a.

—_—

Théoréme 2 : ] ) L’homomorphisme ¢ est in jectif et a pour image eWM ,,, il donne
donc 4 WM, une structure de W-algébre avec unité.

2) Le morphisme :

M, - WM,
(zi,j) = Z T(zd(a)a)ea7
acJ
est compatible avec la multiplication.

Remarques. — 1) Dans 'algébre WM ,,, la multiplication est définie par des polyné-

——

mes a coeflicients dans Q, donc WM,(R) n’a de sens que si R est une Q-algebre. Par
contre dans WM, la multiplication est définie par des polynémes & coefficients entjers
et WM., a donc un sens pour tout anneau R. On peut d’ailleurs donner la formule de
la multiplication :

S 5>
d(c) .
Vae) /(e [ d—((u) [T @), A(v)i,5,n ) Fa(u) d(a)(z) Fd(u)/d(b)(y)} Ep:
ij

2) Le morphisme multiplicatif p.j : M, — WM, est donné par :

?i(2) = Y *(0,1/d(a))r(2*)z..

Il est clair alors que tout W M, -module donne par 'intermédiaire du morphisme j
une représentation polynémiale & coefficients entiers de M, dans un W-module. Je ne
sais pas encore si 1’on obtient ainsi toutes les représentations.
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Exemple. — Calculons le produit
€0 1\ €2 0y
G G
On obtiendra cette fois ci une infinité de tableaux v qui seront de la forme :

a_— = l1l-a

1+ a |
| |
0

2—a

|
|
2 0

Ce qui donne :

oy &)

- *((z,z»ac 1) £1(2,1) z(: :) + *«2,3/2))6(xz :D

+ "((2,5/3))6(1,3 2,3) +‘((2,4/3))z(2/3 1/3) g ez

11/3 4/3 10/3 5/3

Dans ’algebre WM, on a :

ze(o 1)-11 e(z o) = > *(d(a)2,d(a)(2 - a)) Fa(«:)(xy)e( " 1—a> :

a€[0,1]
4—a l14+a

23 22

=*(2,2) zyeso 1\ + 7 (21)zyesn o
+7(4,3) Fz(gy >1/2 1/2 (6<35;)>F3(1‘y)€ 1/3 2/3
o) (s )

+*((6,4) Fs(zy) e (2/3 1/3)

10/3 5/3

Le cas de la caractéristique p. — On construit des anneaux WM,, WM, et le
morphlsme Jp de la méme fagon que WM., WM, et j en remplagant simplement Q>
par N[p~1], les coefficients *(...) sont alors remplacés par leurs projections P o))
On obtient alors :
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Théoréme 3 : La multiplication dans WM, est a coefficients dans Fp, etily
a équivalence entre les représentations W-linéaires de M, et les modules sur la W -
algebre WM, ’équivalence se faisant 4 I’aide du morphisme j,.
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