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MULTIPLICATION DES MATRICES ET VECTEURS DE WITT.

Henri GAUDIER (*) (**)

Dans la theorie classique des invariants, on considere k un corps algebriquement
dos de caracteristique 0, et G'Zn. fc Ie groupe des matrices inversibles n x n sur k. On
s'interesse aux representations lineaires de GLn.ki c'est a dire aux actions :

GL^ x F -^ V,

ou V est un espace vectoriel sur k, ou bien aux homomorphismes de groupes :

p : GLn, k -^ GL(V) = GLm, k,

qui sont rationnels, et meme polynomiaux, c'est a, dire que pour tout i', j1, /?((a'i, j))t', j' £
k[xij]. Le morphisme p se prolonge alors en un homomorphisme multiplicatif :

P .. Mn^ M.m, fc)

qui est lui aussi polynoaiial.

Le but de ce travail est de construire un anneau, note LMn, k, tel que tout morphisme
p ayant les proprietes precedentes ait une decomposition :

Mn, fc -^ £M^, ji -+ M^, jk,

( ) Departement de Mathem&tiques, Univeisite de Valenciennes, Ie Mont Houy, F-59326 VALBNCIENNES
Cedex.

^ ^
Pour ce travail, 1'auteur a beneficie du souticn m&tericl du P.R. C. Mathematiques-Ini'ormatique du

C.N.R. S et de 1'IRMA de Strasbourg.
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II. GAUDIER

ou la premiere fleche est un homomorphisme multiplicatif fixe, et la seconde est
un homomorphisme d'anneaux determine de fa^on unique par p. La donnee d'une
representation polynomiale de M'n^k sera done equivalente a celle d'un module sur
1'anneau LMn. k- On peut done, de ce point de vue considerer LM.n^k comme 1'algebre
du monoTde Mn k (c/ [Gl]).

Dans Ie paragraphe 1, on traitera Ie cas de la caracteristique 0, dans Ie paragraphe
suivant, on s'interessera a la caracteristique p, et au cas sans caracteristique, en prenant
pour V non plus seulement un espace vectoriel, mais plus generalement un module sur
1'anneau des vecteurs de Witt.

1. Le cas de la caracteristlque nulle.

Soit I == Mn(N) = {(a», j)t, j [n]» ai,j   N} on considere alors Ie fc-espace vecto-
riel LMn^k = k1. Si 1'on note (ea)ae^ sa base (topologique) canonique, on ecrira ses
elements sous la forme Y^a. e. 1 xa  a" Considerons alors Ie morphisme :

i : Mn, k ->LMn,k

(^)-E(na;y)e-Ea;ae- (1. 1)
a J i,j

La proposition suivante est alors immediate :

a I

Proposition 1 : Tout morphisme polynomial, p de -Mn, k dans M^m, k, se .factorise de
fa^on unique par une application k-lineaire p : LM^n k ~~> Mm, k-

On peut alors enoncer Ie resultat principal de ce paragraphe :

Theoreme 1 : D existe sur LMn, k une unique multiphcation telle que :

a. ) LM^ k esf une k-algebre,

b) i(x.y) = i(x). i(y),

c) pour tout homomorphisme multiplicatif p, 1'application p , de la proposition
precedente est un homomorphisme d'algebres.

Cette multiplication est donnee par les formules suivantes :

xea.yeh = ^na, i, <:a;yec,
c /

avec

na, (>, c = ^ n ((I/i, J, l '. . . ' l/., J, ")).
" i,J'6[n]

(1. 2)

(1. 3)
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Figure 1

oil la somme est etendue aux

v = (^, J,*)., j, Jfc [n], ^. j, fc   N,
tels que :

S l/i^k =aiJ
J

S ̂i, j, k =bk,j
I

^I/i, j, k =Ci, j.

(1. 4)

(1. 5)

(1. 6)

(1. 7)
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II. GAUDIER

On a note ((<i,.. . , <n)) Ie coefficient multinomial (<l^;;;^n).
Les conditions (1.5) a (1. 7) peuvent se representer de la fa^on suivante : si 1'on

represente (vi, j, k) comme un tableau tridimensionnel d'entiers (fig 1), la condition (1. 5)
dlt que si I'on projette Ie tableau v sur Ie plan de coordonnees t, fc en additionnant les
coefficients de v qui ont meme projection, on obtient la matrice a; la condition (1. 6)
dit que la projection sur 1c plan j, k donne la transposee de 6, et par (1. 7), c est obtenu
par projection sur Ie plan i, j.

Exemple. - Calculons Ie produit

efo lycf2 0y
<2 Sy/ \2 2^

On verifie que les seals v possibles sont les suivants :
0_ 1 1- 0

1

et

0 - I 0
2_ 0

0 - I 0
2_ 0

D'ou 1'on obtient :

'(::)"(: :)=6t:;)+3'G:)'
Remarques. - D est facile de voir que beaucoup de coefficients na, b, c sont nuls

pour avoir un coefficient non nul on doit evidemment avoir :

^ai,fc=s^=sc t-''-

i, k k,j *>J

Plus precisement on doit meme avoir :

Sat. fc = S6fc-' pour tout fc,
t }

s at'fc = £ ct--'' pour tout l'
k ]

SA*.J=SC*.J pour tout j.

Rappelons d'autre part que la theorie classique des invariants dit que toute representa-
tion lineaire de GZ/n. fc est semi-simple, il en resulte que 1'anneau LMn, k se decompose
en un prodmt d'anneaiuc isomorphes a des anneaux de matrices. La remarque ci-dessus
permet de commencer cette decomposition.
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Remarquons enfin que 1'element unite de 1'anneau LMn, k est :

, 1 0 ... 0\

0 ".. ".. :

0

\0 ... 0 I/

=s^,

ou la somme est etendue a toute les matrices diagonales d.

2. Le cas de la caracteristique j>, et Ie cas sans caracteristique.

Commen^ons par nous placer en caracteristique p. Le corps <;, est suppose algebrique-
ment dos ou parfait de caracteristique p, et au lieu de regarder les representations
de GLn, k dans un espace vectoriel sur fc, nous aliens generaliser en regardant les
representations de GLn, k dans un module sur un anneau "algebrique" sur k. On
demontre [Gl] que sous certaines hypotheses peu restrictives, cela revient a, regarder
les representations polynomiales de GLn, k dans un module sur 1'anneau des p-vecteurs
de Witt. Comme dans Ie cas de la caracteristique 0, on doit alors construire une W-
algebre WMn et un morphisme multlplicatif i : Mn k -> WMn, tel que tout morphisme
multiplicatifp : Mn, k -> A ou A est une W-algebre, admette une decomposition unique
P = /3 . 1, OU /7 : WMn -» A est un homomorphisme de W-algebres.

Pour eviter des redites et parce que les constructions en caracteristique p, et sans
caracteristique sont ties semblables, nous allons tout de siiite nous placer dans ce
dernier cas et construire 1'algebre WMn sur 1'anneau W des vecteurs de Witt au
dessus de 1'anneau des entiers.

L anneau des vecteurs de Witt. - Donnons tout d'abord une presentation tres
succinte des vecteurs de Witt. Pour une description plus precise, Ie lecteur pourra se
reporter a [G2] ou a [DS].

Si R est un anneau commutatif avec unite, 1'anneau W est defini par :

W(J?)=J?N-{(ai,..., a,,... ) anCR}.

L'addition et la multiplication dans W(7?) sent telles que pour tout entier n, Ie mor-
phisme

^ : W(J?) -. I?

(ai,..., an,... ) ̂  ^<fa^/d,
d|n

est un homomorphisme d'anneaux. On demontre que les composantes de la somme et
du produit de deux vecteurs de Witt s'expriment comme des polynomes a coefflcients
entiers en les composantes de ces deux vecteurs.
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Si a G J;, on pose r(a) = (a, 0, 0,... ) G W(fi). 0n a alors :

r(a). (ai,... , 0n,... ) = (aai, a a;,... , anan,... ).

On note Vm 1'homomorphisme de groupe W -^ W tel que :

^(ai,..., an,... )=(P. ---<(). al>P---^o'a2'0---)-
n-1 fois n-1 fois

On note Fm 1'unique homomorphisme d'anneaux W -+ W tel que F^(r(a)) =
r(am).

Enfin si M,..., in £ Q> i.e. ik > 0, on note . ((ii,... , in)) Ie vecteur de Witt tel
que :

w^(*((ii,..., in)))=((mii,..., min)) si mii,... , min G N,
= 0 sinon.

Onmontrealors[G2]quesiii+---+in  N, si ;|(zi+-. -+i'n) et p^c^^ti,... , in) = 1,
alors*((zi,..., in))/;6W(Z).

Si p est un nombre premier, 1'anneau des p-vecteurs de Witt est 1'anneau quotient
de W defini par la projection :

TT-. W -^W

(ai,..., an,... )>-» (ai, ap,..., aj>n, ---)-
On notera V ei F les images par TT des homomorphismes Vp et Fp de W, et par
p((z'i,..., Zn)) cellede*((ii,..., in)).

Construction de WMn. - Soit J = M^(Q>), si a = (a,, j)   J, on pose d(a) =
ppcm(denominateur a, j). On considere alors Ie W-module :

WM^=WJ={^.Ca^a},
'a J

que 1'on munit de la multlplication :

xca.ye,, = y , na, i>,c'cyec
c£J

avec

na.6,c=S H *((I/^l'---'l/^rl))'
" *,J ["1

ou la somme est etendue aux

V = (^, j, fc)»J, fc [n]i I/', J, * e Q>'

verifiant les relations (1. 5) a (1. 7).

(2. 1)

(2. 2)

(2. 3)
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Proposition 2 : WMn esf une algebre associative sans element unite, et

e= ^ *((0, lMa)))^
a diagonale

est un idempotent central.

Considerons maintenant WMn une autre copie de WJ de base (ea)a6j, et Ie mor-
phisme :

^ : WMn -» WM^

°e'"5Mr'!c>(w)c-we,

Theoreme 2 : 1) L'homomorphisme ip est injectifet a pour image eWMn, il donne
done a WMn une structure de W-aJgebre avec unite.

2) Le morphisme :
j : M, -> WM^

(^)-ET (a;d(a)a)e-
aG.J

est coinpatible avec la multiplication.

Remarques. - 1) Dans 1'algebre WAfn, la multiplication est definie par des polyno-
mes a coefficients dans Q, done WAfn(7?) n'a de sens que si R est une Q-algebre. Par
contre dans WM-n. la multiplication est definie par des polynomes a coefficients entiers
et WM^ a done un sens pour tout anneau R. On peut d'ailleurs donner la formule de
la multiplication :

xe^.yeb =yy
Z-/ ^_/

^(x)/d(c) [j^ II *(«^)l/., j. l, . . . , Wvij, n)}Fd(^/d(a)(x) ̂ (i/)/d(6)(!/)J ec.

2) Le morphisme multiplicatif y. j : Mn -+ WAfn est donne par :

<^.^)=E*((o'lMa)))r(a;a)e-

II est clair alors que tout WMn-module donne par 1'intermediaire du morphisme j
une representation polynomiale a coefficients entiers de Mn dans un W-module. Je ne
sais pas encore si 1 on obtient ainsi toutes les representations.
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Exemple. - Calculons Ie produit

'(::)"(::).
On obtiendra cette fois ci une infinite de tableaux v qui seront de la forme :

Q: 1-Q

2-a 1+a I

0 - -I- -0
0

Ce qui donne :

i\-e/2"\= E *((2, 2-"))^, i-^
23^ [22) a6[o-l] ^4-al+^

= *((2, 2))e^ ^ +*((2, l))e^ <, ^ + *((2, 3/2))^/2 , /^
<4 I/ \3 Z) \7/2 3/2,

+*((2, 5/3))^i/3 2/3\ +'((2, 4/3))^,, 3 ,^ +...
Vll/3 4/3, VlO/3 5/3^

Dans 1'algebre WMn on a :

^/o i\. y^20\ = E *( )2, <")(2-a)))F, (, )(ry)y , i_.
" [0, 1]

2 3, \2 2 ,
4-a 1+a

=*((2, 2)).cye^^ +'((2, 1)) zye^ o
4 1 3 2

+*((4, 3))F2(.cy)e/i/2 i/2\ +*((6, 5))F3M7i/3 2/3
, 7/2 3/2; \11/3 4/3

+*((6, 4))F3(^)^2/3 i/3\ +...
10/3 5/3,

Le cas de la caracteristique p. - On construit des anneaux WMn, WMn et Ie
morphisme jp de la meme fa^on que WMn, WMn et j en remplaqant simplement Q>
par N[p-l], les coefficients *((... )) sont alors remplaces par leurs projections p((.. .)).
On obtient alors :
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Theoreme 3 : La multipllca. tion dans WMn est a. coefRcients dans Vp, et il y
a equivalence entre les representations W-lineaires de Mn et les modules sur la. W-
algebre WAIn, I'equivalence se faisant a I'aide du morphisme jp.
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