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Uber freie partiell komrautative Monoide

Roman Konig

Eine vollstandige und wesentlich erweiterte Version dieser Arbeit er-
scheint demnachst unter dem Titel Graphs and free partially commuta-
tive monoids" in "Theoretical Computer Science". Daher beschranken wir
uns hier auf die wesentlichen Aussagen, ohne die zugehorigen Beweise zu
wiederholen.

Es sei A eine endliche Menge und 0 C (^) eine Teilmenge der Menge
aller zweielementigen Tellmengen von A. Das Pdar G = (A, 0) heifit ein
Graph und definiert das Monoid M(G) = A*/{ab =fea| {a, 6} G ^} ,
wobei A* das freie Monoid uber der Menge A 1st. M(G) heiBt das durch G
definierte freie partiell kommutative Monoid.

Auf der Menge aller Graphen definieren wir die folgenden Operatio-
nen: Fur G={A, 0) und H =(B , <f>) sei

. G= (A, (^) - ^) das (Kanten-) Komplement van G>,

. GOH = {A+B, 0+<f>) die Summe van G und J3", wobei "+" fur
Mengen die disjunkte Vereinigung bedeutet,

o G^H=G^Hdas Produkt von G und ff.

© und <g) sind kommutative und assoziative Operationen und es gilt

G(SH =(A+B, 0+</)+{{a, b} \a^ A, beB}).

Dann gilt fur die entsprechenden freien partiell kommutativen Monoide

M{G CB)= M(G) * M(H) (freies Produkt) (1)
und

M{G ®H)= M(G) x M(H) (direktes Produkt). (2)
Die Menge Q aller endlichen Graphen 1st mit den Operationen ©

und ® eine algebraische Struktur, wobei der leere Graph $ == (0, 0) fur
beide Operationen ein neutrales Element ist. Ein Graph G heifit umerleg-
tar, wenn sowohl er selbst, als auch sein Komplement zusammenhangend

55



It. NON 1C;

ist. Dann 1st Q die freie (© , ®)-Algebra, erzeugt van der Menge aller
unzerlegbaren Graphen. Auf Grund der Gleichungen (1) und (2) geniigt
es, die algebraischen Eigenschaften derjenigen freien partiell kommutativen
Monoide zu untersuchen, deren zugrundeliegender Graph unzerlegbar 1st.

Ein Graph H = {B , <f)} heifit ein Untergraph des Graphen G = (A, 0),
wenn B C A und <f> ^ 0. Ein Untergraph von G der Form ((7, (^
heifit eine Clique van G. Die Clique C heifit maximal, wenn C in keiner
van C verschiedenen Clique van G enthalten 1st. Jeder Graph 1st ein-
deutig charakterisiert durch Angabe des Systems seiner maximalen Cliquen.
Cliquen des komplementaren Graphen G heiBen auch Anticliquen von G.
Entsprechend ist jeder Graph auch charakterisierbar durch das System
seiner maximalen Anticliquen. OfFenbar wird durch jede Clique C das freie
kommutative Monoid Ce uber C definiert, wahrend durch. elne Anticlique
L das freie Monoid L* uber L definiert wird: M(C) = C9 und Af(£) = 2. *.

Das System {C'i, C'2,..., Cn} aller maximalen Cliquen des Graphen G
charakterisiert auch M(G'): Fur i, j G {1,... , n} sel Cij = C, n Cj. Dann
ist Af(G') isomorph zum freien Produkt der Monoide C'j®, (k = l,..., ra),
amalgamiert nach den Monoiden Cej, (t, j   {1,... , n}).

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir das System {£1, La? . . ., Lm}
aller maximalen Anticliquen van G = (A, 0): M(G!) ist ein subdirektes
Produkt der M.onoide Zi, !^;;- . . > Lmi und zwar das Unterinonoid van L-^ x
L^x.. . x Lmi das erzeugt wird von den m-tupeln (ai, 02,..., Om) ml't a   A,
wobei fur k = 1,.. .,m

flfc =
a , falls a ^ Lk
1 , falls a ^. Lk

Der natiirliche Morphismus van A* auf M(G) ist die homomorphe Fortset-
zung der Zuordnung a ^-> (01, 03,..., am).

Diese Darstellung der Eleraente van M(G) ist geeignet, uin Reprasen-
tantensysteme fur M(G') zu finden. Beispielsweise konnen FOATA'S Nor-
malform (siehe [1]) und die lexicographische Normalform. (siehe [3]) auf
einfache Weise aus dem entsprechenden k-tupel konstruiert werden. Eine
weitere, die sog. LR-Normalform erhalt man, wenn man die Vorgehensweise
bei der Konstruktion der lexicographischen Normalforin so abandert, dafi
man stets den am weitesten links stehenden Buchstaben betrachtet.
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In [1] wurde gezeigt, wle sich die MoBIUS-Funktion ^(G) von M(G)
berechnet:

^(<?)=E(-l)nala2---a".

wobei die Summe uber alle Cliquen {ai, (22; .. ., On} von G lauft. Insbeson-
dere 1st ^. (G) ein Polynom in Z((M(G))). Den Operationen © und ig)
entsprechen auf der Ebene der IVtOBlUS-Funktion die besonders einfachen
Operationen

fi(GQ H) = ^(G) + ^{H)-1
und

^{G®H)=^G)-^H).

Man kann sich daher wieder auf den Fall der unzerlegbaren Graphen
beschranken.

Nun lafit sich die Aqulvalenz der folgenden Aussagen beweisen:

1. /^(G) 1st irreduzibel

2. M{G) 1st direkt irreduzibel

3. G ist zusammenhangend.

Dabei spielt es keine Rolle, ob die Irreduzibilitat von ^(G") in Z((A*)),
Z({M(G))) oder Z({A®)) gefordert wird. M{G) helfit direkt irreduzibel,
wenn M{G) nur als triviales direktes Produkt dargestellt werden kann.

Es sei G = {A, 0) ein beliebiger Graph. Eine partielle Ordnung <
auf A heifit eine Ordnung auf dem Graphen G, wenn jede Clique van G
eine Kette in der partiellen Ordnug (A, <:) 1st. Die partielle Ordnung heifit
perfekt, wennjede Clique eine Kette und jede Anticlique eine Antikette ist.
OfFenbar hat jeder Graph eine Ordnung (z. B. jede totale Ordnung auf A),
aber nicht jeder Graph hat eiiie perfekte Ordnung (z. B. hat kein ungerader
Zyklus mit mindestens fiinf Punkten eine perfekte Ordnung). Es lafit sich
leicht zeigen, dafi die Graphen mit perfekter Ordnung genau die transitiv
orientierbaren Graphen (siehe [4]) sind.

Die MOBIUS-Funktion 1st die Inverse in Z((M((?)}) zur charakteri-
stischen Funktion ((G) = SmeM(c?)m von M(G). Nun sei N ein von A
erzeugtes Monoid nait einein surjektiven Morphismus von N auf M(G') und
T ein Reprasentantensystem fur M(G) in N. Wir fassen T als Abbildung
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auf, die jedem Element von M(G) seinen Reprasentanten in IV zuordnet.
Dielineare Fortsetzung dleser Abbildung auf Z((M(G1 ))) ordnet jedem / G

Z«M(G))) einen Reprasentanten T{f) G Z<(JV)) zu. Dann gilt ofFenbar
^(G). T(C(G))=lmZ{(M(G'))).

Wir sagen, ̂ {G) besitze ein Lifting nach N, wenn es ein Reprasentan-
tensystem T"gibt/so'dafi die Inverse (T(^(G)))-1 van T(^G)) in Z((7V))
eine"charaktenstische Funktion 1st. Dann ist insbesondere der Trager dieser
Funktion ein Reprasentantensystem van M(G) in N. DlEKERT [2] hat
gezeigt, dafi ̂ (G) genau dann ein Lifting nach A* hat, wenn der Graph G
eine perfekte Ordnung besltzt. Mit Hilfe einer geeigneten Involution auf
der Menge aller Faktorisierungen eines beliebigen m   M(G) kann man
nun das allgemeinere Result at zeigen:

Es sei G = (A, 0) ein geordneter Graph und <p = {{a, b}, {b, c} ] a <
b<c und {a, c} ̂  0}. Dann gilt fur den Graphen H = (A, <^>):

1. p, {G) besitzt ein Lifting nach M(H).

2. Wenn ̂ (G) ein Lifting nach N besitzt, dann 1st N ein homomorphes
Bild von M{H).

Fur den Fall, dafi die Ordnung perfekt 1st, erhalt man <^> = 0 und DlEKERTs
Result at folgt.
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